Corrigé du Devoir Surveillé n03 (sujet 1).

Probléeme (E3A PSI 2007).
Partie 1 : quelques calculs préliminaires.
1. Pour les deux premiers noyaux, il suffit de résoudre les systémes correspondants :
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e ker(u +id) : onrésout : (A +13).X=0, cequidonne: X=Yy/ 1], et:ker(u +id) = Vect((0,1,1)).
1
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e ker(u—2.id):onrésout: (A—2.13).X=0,et: X= x| 1 |,dou:ker(u-2.id) = Vect((-1,1,1)).
1
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Pour ker((u + id)®), on calcule la matrice de 'endomorphisme quiest: (A+15)°=|-9 9 -9/, puis on
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résout le méme systéme que précédemment, et : ker((u + id)?) = Vect((0,1,1), (1,1,0)).
On peut remarquer que cet espace contient ker(u + id), ce qui est normal.
2. Enréunissant une base de chacun des deux espaces proposeés, on vérifie sans difficulté que cela donne
trois vecteurs et que la famille ainsi formée est libre.
C’est donc bien une base de C?, et les sous-espaces vectoriels sont bien supplémentaires dans C°.
3. La question suggeére fortement d'utiliser la décomposition précédente.
On veut ey, e,, es tels que : u(e1) =- e, u(ey) = - e, + ey, u(ez) = 2.e3, soit :
(u+idg)(er) = 0, (u + idg)(e,) = ey, et donc : (u + idg)*(e,) = 0, puis : (u — 2.idg)(es) = 0.
On doit donc prendre e; dans ker(u — 2.id), e, dans ker((u+id)?), et pas dans ker(u+id) et : e; = (u+id)(e,).
On peut par exemple choisir : e, = (1,1,0), puis : e; = (u+id)(e,) = (0,1,1), et : e3 = (-1,1,1).
Alors (ei, ;) est une base de ker((u + id)?), et e; une base de ker(u — 2.idg).
Donc (ey, €», €3) est bien une base de C3, et dans cette base %', la matrice de u est bien A'.
Enfin, si on appelle P la matrice de passage de % a .2’ (qui est inversible), on a bien : A’ = P*.A.P.
Partie 2 : quelques propriétés de la matrice J(0).
1. La matrice J(0) n’est pas de rang n puisque sa derniere colonne est nulle.
Mais il est clair que ses (n — 1) premieres colonnes forment une famille libre.
Donc : rg(J(0)) =n—1.
2. a. Comme suggéré, notons f 'endomorphisme de C" canoniquement associé a J(0).
Alors : f(e1) = ey, ..., f(en1) = €y, et : f(e,) = 0.
Il est alors facile de montrer par récurrence que :
OkON, k<n—1, f(e) = e, f(€2) = €, ..., F(€ns) = €n, F(€nss) = 0, ..., F(en) = 0.
Donc la matrice J(0)* est la matrice construite sur le modéle de J(0), ou la diagonale de 1 & été décalée
vers le bas et commence, dans la premiere colonne, a la ligne (k+1).
Puis, comme : f"(e;) = e, et : 02 <j<n, f"(e) = 0, on a ensuite : f" = 0, en examinant & nouveau
limage des vecteurs de la base &, puis : Ok = n, f<=f"of“" = 0, et : (J(0))* = 0.
b. Soit: p O N*.
Alors : [(J(0))"" = J(0)*" = (J(0)")* =0 = 0.
Toutes les puissances non nulles de la matrice J(0) sont bien des matrices nilpotentes.
3. On commence par calculer S,.1(J(0)) :
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Sn1(J(0)) = z J(I(()I) = E , vu les différentes puissances de J(0).
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Puis : O m = n, S(J(0)) = S,.1(J(0)), puisque toutes les matrices que I'on rajoute sont nulles.
Donc toutes les suites coordonnées sont constantes a partir du rang (n — 1), elles convergent toutes et



(Sm(J(0)) converge vers S,,.1(J(0)).
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Il est alors clair que : U =a(J(0)) — I, = — = JO) .
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4. Commencons par deux matrices nilpotentes A et B qui commutent, c'est-a-dire :
(A,B) O o# o(C), O(p,q) ON? AP=B9=0, et: A.B = B.A.
Pour : A O C, on adéja: (A\.AP =N .A?=0.

p+q +
Puis : (A + B)"*9 = Z(p ) q].Ak BP*% car la formule du binéme s’applique, les matrices commutant.
k=0

Dans la somme, distinguons alors :

«0O<k<p:onaalors:p+q-k=q,et: B =0,

eps<k, et: A“=0.
Donc tous les termes de la somme sont nuls et la somme aussi, ce qui montre que (A+B) est nilpotente.
On en déduit alors qu’une combinaison linéaire de A et de B est encore nilpotente et une combinaison
linéaire de N matrices nilpotentes est encore nilpotente, par récurrence sur le nombre de matrices.

5. Puisque U est une combinaison linéaire de (n — 1) matrices nilpotente, elle est elle-méme nilpotente.
Par ailleurs, elle n’est pas de rang n puisque sa derniere colonne est nulle ; mais les (n — 1) premiéres
colonnes forment clairement une famille libre donc : rg(U) =n - 1.

Partie 3 : quelques résultats sur les noyaux itérés d’'un endomorphisme.

1. C’est presque immédiat puisque : O (i,j) O N2 O x O ker(u'), u™(x) = ul(u'(x)) = U/(0) = 0, et : x O ker(u™).

2. Lesty, sont des entiers et ils sont majorés par n.

Donc I'ensemble {t,,, m O N} est un ensemble fini d’entiers comportant au plus (n+1) éléments.
Donc {to, ..., tn, ths1} cOMmporte aussi au plus (n+1) éléments et : JO<i#j<n, t =t

Donc inffm O N, t., = 1} est non vide.

Comme ensemble d’entiers naturels, non vide, il admet donc un plus petit élément et r existe.

3. On a, du fait de la définition de r :

e Om<r, ty # tne, €t avec la premiere question, ker(u™) est strictement inclus dans ker(u
premier est inclus dans le second, mais de dimension différente.

« r est tel que : t, = t.1, donc : dim(ker(u")) = dim(ker(u™%)).
Mais la encore, la premiere question donne I'égalité de ces deux noyaux.

« Om>r, Ox Oker(u™%), 0 = u™(x) = u™(u™"(x)) ("écriture est possible car : m —r = 0).
Donc : u™(x) O ker(u™") = ker(u"), et donc : u"(uU™"(x)) = 0 = u™(x), soit encore : x O ker(u™).
On a bien prouvé que : ker(u™") O ker(u™), et la premiére question donne I'égalité.

Partie 4 : recherche des endomorphismes nilpotents derang (n—1).

1. Soient p et g deux entiers naturels et w la restriction de v a Im(vP).

a. Soit : y O Im(w). Alors : Ox’ O Im(VP), y = w(x), et : Ox O E, X’ = VP(x), donc : y = VI(V(x)) = v""9(x).
Donc : Im(w) O Im(vP*9).
Réciproquement : Oy O Im(v"*%), Ox O E, y = v?"%(x) = vd(V"(x)), et en posant : x’ = v°(x) O Im(v"), on a:
y = VI(x’) = w(x'), soit encore : y O Im(w).
Finalement : Im(w) = Im(v"™9).
b. Soit : x O ker(w). Alors : x O Im(v"), et : w(x) = 0 = v%(x). Donc : x O ker(v9).
c. On peut tout d’abord écrire : dim(Im(v")) = dim(ker(w)) + dim(Im(w)), puisque : w 0 £ (Im(V")).
Puis :
dim(Im(w)) = dim(Im(v"*) = dim(E) — dim(ker(v"*?)), car : V"9 0 £L(E), et :
dim(ker(w)) < dim(ker(v%)).
Soit donc :
dim(ker(v"*%) = dim(E) — dim(Im(w)) = dim(E) — dim(Im(v")) + dim(ker(w)) < dim(ker(v")) + dim(ker(v%),
a nouveau avec le théoréme du rang, appliqué cette fois a v®.
d. Comme V est de rang (n — 1), v est de rang (n — 1) et : dim(ker(v)) = 1.
Mais de plus : 0 2 <i < n, dim(ker(v')) < dim(ker(v'%)) + dim(ker(v)) = dim(ker(v'%)) +1.
Donc il est immédiat par récurrence que : 0 1 <i < n, dim(ker(V)) <.
e. On sait de plus que : 0 1 <i<r, dim(ker(V)) > dim(ker(v"")), puisque les noyaux sont distincts jusqu’a r,

m+1

), puisque le



n

et elle est constante & partir de r, soit encore : dim(ker(v)) = dim(ker(v'")) + 1.
On a donc finalement : 0 1 <i <, dim(ker(V')) = dim(ker(v'!)) + 1 = i, par récurrence immédiate.
D’autre part : dim(ker(v")) = n, puisque : V" = 0, et donc : ker(v") = E.
Donc si : r < n, I'égalité précédente (dim(ker(v")) = n) est impossible puisque la dimension des noyaux
resterait alors bloquée a une valeur strictement inférieure a n.
Donc : r = n, et finalement, on a bien démontré qu’en fait : 0 1 <i < n, dim(ker(V)) = i.

Puisque : dim(ker(v"%) =n—1, ona: ker(v"*) # E, et : v"* 2 0.

Soit alors e une vecteur de E tel que : v"™(e) # 0 (il en existe puisque : v"™* # 0).

Montrons que la famille : %, = (e, v(e), v’(e), ..., v"'(e)), est libre, et pour cela partons de :

0o.e + ... + 0.V (e) = 0.

En prenant I'image par v"* de cette égalité, on obtient : a,.v"™(e) = 0, d’'ou : ag = 0.

Et si on suppose avoir démontré que: J0<i<sk<n-2,a;=0, alors : Og.1.V<"(e) + ... + 0.V (e) = 0, et

en prenant I'image de cette égalité par v**?, on obtient : oy.1.v"*(€) = 0, Soit : sy = 0.

Ceci démontre (par récurrence) que : 1 0<i<n-1,a;=0.

La famille proposée est donc libre, et comme elle comporte n éléments, c’est une base de E.

Chaque vecteur de la base % ; a pour image le suivant dans la base, sauf le dernier qui a pour image 0.

00 - --- 0
1. )

Donc la matrice s’écrit : mat(v,%,)= |0 "-. "-. . i [=J(0).
: .. .0
O .- 0 1 0

Tout d’abord, si un endomorphisme u est nilpotent, puisque la suite des dimensions de ses noyaux itérés

est strictement croissante jusqu’au rang i, alors : 0 <i<r, i < dim(ker(u")) < n.

En particulier : r<n, etdonc : u"=0.

L’étude précédente montre alors que si un endomorphisme u est nilpotent et de rang (n — 1), alors on peut

trouver un vecteur e dans E tel que (e, u(e), ..., u"(e)) forme une base de E, et : u"(e) = 0.

Réciproquement, si pour un endomorphisme u, on peut trouver un tel vecteur, il est clair que u est nilpotent

de rang (n — 1) puisque sa matrice dans la base indiquée est J(0).

De plus, si u et u’ sont deux tels endomorphismes, alors en notant %2 et %’ les bases de E construites

sur le modéle précédent, A et A’ les matrices représentatives de u et u’ dans la base canonique %, on a :
J(0)=PLAP=P™A".P’, ol P et P’ sont les matrices de passages de % a %, et &, respectivement.

Finalement : A = (P.P)1. A" .(P'.P"), et comme : P” = P’.P, est bien inversible, A et A’ sont semblables.

Partie 5 : résolution de I'équation : J( W) = a(X), d’'inconnue : X 0O c# (C).

1.

Soit donc : M O e (C), P O Gl (C).

Alors : Om ON, P1.S(M).P = S,(P".M.P), puisqu’on peut transformer sans probléme ces sommes finies.
Or (Sm(P™*.M.P)) tend vers a(P™.M.P), et (S,(M)) tend vers a(M).

Mais comme de plus I'application s : X — P™X.P, de e/ ,(C) dans lui-méme est continue car linéaire entre
espaces vectoriels de dimension finie, on en déduit que :

lim (P, (M).P) = lim (S,,(M)) = g(im S,,(M)) = b(a(M)) = P~ a(M).P.

Finalement : P™.a(M).P = a(P™.M.P)
Posons : z = x + i.y, avec : (x,y) O R?
« la premiére équation donne : e* = €*.(cos(y) + i.sin(y)) =i, donc avec les modules : &* = 1, soit : x = 0.

Puis cos(y) + i.sin(y) =i, conduita:y = g + 2.k k OZ.

. . T
Les solutions sontdonc : z = |.(§ +2.km, kOZ.

* pour la deuxieme, on travaille sur le méme modéle, et :
x=0,y=m+ 2k soit:z=i(n+2.kmn, kOZ.
* pour la troisiéme, toujours de la méme fagon :

e* =5, soit : x = In(5), puis : cos(y) + i.sin(y) = —g ——.1, et en notant 6 le réel de [0,2.1] dont les sinus et

SN

cosinus valent respectivement —g et % y=0+2kmkOZ, etenfin:z=1Ink)+i.(6+2.km, kOZ.



Si: =0, il ne peuty avoir de solution puisque : Dz O C, z=x+ iy, (x,y) OR? |e’| = e*# 0.

Si: u#0, alors comme précédemment et en notant 6 un argument de , on obtient :
x=In(u)),y=0+2km kOZ, soit:z=In(|u) +i.(6 + 2.k.m), k O Z.

a. On peut remarquer qu'un tel s existe, puisque : 4 # 0.

_ m (sl )
Puisque : 00 <m, Sy(s.ly) = 2 ki
k=0 .

m, g . .
= {ZF}I ., la suite (Sn(s.1y)) converge vers €°.l,, soit : L.In.
k=0 K:

Donc : a(s.ly) = p.l,.
b. Puisque les matrice (s.l,) de J(0) commutent, on peut écrire :
a(J(s)) = a(s.lh).a(I(0)) = p.a(J(0)).
c. La matrice proposée vaut en fait : u.U, (de la partie 2) et on a vu que U est nilpotente et de rang (n — 1).
Donc la matrice : V = p.[a(J(0)) — 1] est bien nilpotente, et de rang (n — 1) puisque : p £ 0.
d. En reprenant la notation précédente, on a donc : a(J(s)) = W.I, + V.
Or V étant une matrice nilpotente de rang (n — 1), on peut alors trouver une matrice inversible Q telle
que : J(0) = Q.V.Q, et donc telle que : a(J(s)) = p.I, + Q.J(0).Q" = Q.[nl, + J(0)].Q" = Q.I(n).Q™".
Autrement dit : 0Q O GI,(C), telle que : Q™ .a(J(s)).Q = J(u).
Etant donné que : Q.a(J(s)).Q = a(Q™.J(s).Q), d’aprés la question 5.1, la matrice : X, = Q1.J(s).Q, est une
solution de I'équation : a(X) = J(W).
Puisque de plus : OM O e (C), Dm O N, S,(‘M) ='S,,(M), en passant a la limite (avec des arguments
identiques a ceux de la question 5.1), on obtient que : a('M) = (a(M)).
Donc la matrice : X’o = (Q™.J(s).Q), est solution de : a(X) = "J(u).

I 0
a. T est la transposée de :(1 ,Jz J(i), et une solution est donc par exemple : X’o = t(Q'l.\](i.g).Q).
[

. TT
1 l.— =1
En calculant Q, en reprenant le principe de la partie 4, on trouve : Q = (O j et: Xo= 2 nl
| .
0 iI.—
2
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b. De la méme facon, on trouve : B; = [ ] j
0 LTt
: . : S.(B1) 0
Puis a(H) peut se calculer également par blocs, puisque : O m ON, S,(H) = , et
0 S,((In(2))

lorsqu’on passe a la limite, on peut le faire de fagon équivalente dans Sp,(H) ou dans les blocs.

-1 1 O 01 -1
a(B,) 0
Donc : a(H) = =0 -1 O|=A,etennotant:P=|{1 1 1 |,ona:
0 a((In(2)))
0O 0 2 10 1
In(2) .= 1In(2) L.TT—1n(2)
P.a(H).P'=A Enfin: X, =P.H.P*=|im-In(2) -1+In(2) i.m+1-1In(2) |, convient.

im=In(2) —-im-1+In(2) 2im+1-1In(2)



