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Produit scalaire. Chap. 11 : cours complet.

1. Produit scalaire réel.

Définition 1.1 : produit scalaire sur un R-espace vectoriel, espace préhilbertien réel
Soit E un R-espace vectoriel.
On dit que ¢ est un produit scalaire sur E si et seulement si ¢ est une forme bilinéaire symétrique
positive, non dégénérée, soit encore :
* ¢ est une application de ExE dans R,
* ¢ est bilinéaire :
O (x,y) O ExE, O (X,y) OExE, O, OR2,
PAX + LY, X) = A.d(X,X) + Lo(y,X), et :
OOGAX + L) = Ap(X,X) + HLo(XY),
» ¢ est symétrique : O (x,y) O EXE, ¢(x,y) = ¢(y,X),
» ¢ est positive : Ox OE, ¢(x,x) 20,
* ¢ est définie : Ox O E, (¢(x,x) =0) = (x =0).
On dit alors que (E,) est un espace préhilbertien réel.

Théoréme 1.1 : exemples classiques dans le cas réel
Les applications suivantes définissent des produits scalaires sur les espaces vectoriels indiqués :

« O(xY) ORD: X=(Xe, ooy X), Y = (Y1, o0 Vo) (KY) 2 )XY, dans R,

i=1
« O (f,g) O (C°([a,b],R)?, (f.g) — J.: f (t).g(t).dt, dans C°(a,b], R), ol [a,b] est un segment inclus dans R.
« 0 (A,B) O e (R, (A,B) — tr(‘A.B).

Démonstration :
« L’application proposée (notons-la (.|.)) est correctement définie de (R")? dans R.

Il est clair quelle est symétrique puisque : O (x,y) O (R, (Xy) =D Xy, = > y;.x% =(Xy).
i=1 i=1

Elle est de plus linéaire par rapport & sa premiere variable puisque :
OxOR" O(yy)OR", OGN) OR? (XIA.y +A.y) = A.(x]y) + N.(x|y), sans difficulté.
Enfin, elle est non dégénérée, puisque si pour : x OR", ona: Oy OR", (x|y) =0, en particulier pour :

n
y =X, et cela donne : z xi2 =0, et tous les x; étant positifs, on concluta: 0 1<i<n, x =0, soit:x=0.
i=1
« De méme, I'application (notée encore (.|.)) est correctement définie de E? dans R, (puisque, en notant
E I'espace vectoriel C°([a,b],R)), pour tout : (f,g) O E?, f.g est continue est & valeurs réelles sur [0,1].
De plus, elle est symétrique de fagon immédiate.
Puis elle est linéaire par rapport a sa deuxiéme variable (du fait de la linéarité de l'intégrale sur [a,b]).

Enfin, si pour : f O E, on a: (flg) = 0, en particulier pour : g = f, ce qui donne : jb f(t)°.dt =0.

Mais comme la fonction f* est continue et positive sur [a,b], on en déduit bien que : * = 0, puis : f = 0.
* Enfin, l'application

Théoréme 1.2 : inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit E un R-espace vectoriel muni d’'un produit scalaire (.|.).

Alors : O (x,y) O E2, ‘(xiy)‘ < (%) ./ (YY) -

Démonstration :
Soit Y la fonction définie de R dans R par: Ot O R, ¢(t) =(x+t.y|x +t.y).
Puisque le produit scalaire est une forme positive, | est également a valeurs dans R".
Par ailleurs : Ot O R, ¢/(t) =(XX)+ 2t(Xy) +t>.(y]y), en utilisant la bilinéarité et la symétrie de (.|.).
Distinguons alors deux cas :

- (yly)=0.
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Dans ce cas, Y est une fonction affine de t qui reste positive : elle est donc constante et : (xly) =0.

On a bien alors : O:‘(x|y)‘s /(XIX)-\/W:O-
* (Yly) #0, etdonc: (y]y) > 0.

Dans ce cas U est une fonction polynomiale du second degré.
Comme elle reste positive, elle admet au plus une racine réelle (double) et son discriminant est négatif

ou nul, soit : A = (xy)* = (Xx).(yly) < 0, ce qui donne & nouveau : ‘(x|y)‘ < (4x) /(YY) -

Définition 1.2 : forme bilinéaire symétrique non dé  générée
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un R-espace vectoriel E.
On dit que la forme ¢ est non dégénéreée si et seulement si :
OxOE, (0DyUOE, ¢(xy) =0) = (x=0).

Théoreme 1.3 : équivalence non dégénérée = définie
Soit E un R-espace vectoriel, et soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E.
Alors ¢ est non dégénérée si et seulement si ¢ est définie.
On peut donc remplacer « non dégénérée » par « définie » dans la définition d’un produit scalaire.

Démonstration :

On peut commencer par remarquer que dans la preuve de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on n’utilise a

aucun moment le fait que le produit scalaire est une forme définie.

Puis on travaille par double implication.

* [=]

Si ¢ est non dégénérée, soit : x 0 E, tel que : ¢(x,x) = 0.

On constate alors, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, que : Oy O E, ¢(x,y) = 0.

Or ¢ étant non dégénérée, on en déduit que : x = 0, et ¢ est définie.

« [0]

Si ¢ est maintenant supposée définie et si x esttel que : Oy O E, ¢(x,y) = 0, alors en particulier pour :
y = X, et on en déduit que : ¢(x,x) = 0.

Or ¢ étant supposée définie, on conclut bien que : x = 0.

Théoréme 1.4 : cas d'égalité dans l'inégalité de Ca uchy-Schwarz pour un produit scalaire
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel.

Alors : O (x,y) O E?, ‘(xiy)‘ < (%) ./ (Y]y) , si et seulement si (x,y) est liée.

Démonstration :
SiI'on reprend la démonstration de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on constate que, si cette inégalité
devient une égalité, alors :

e danslecasou: (y|y) =0, alors y est nul puisque ¢ comme produit scalaire est une forme définie,
donc:0.x+1y=0.

» dans le cas ou : (y|y) # 0, cela signifie que le discriminant de la fonction qui avait servi
d’'intermédiaire est nul, et donc que le trinbme noté Y admet une racine double.
Autrement dit, dans les deux cas : OA O R, (x+t.y|x+t.y) =0, et donc le vecteur (x + A.y) est nul, ce

qui s’écrit encore : 1.x + A.y = 0.
Dans tous les cas, on constate bien que (X,y) est liée.

Définition 1.3 et théoreme 1.5 : norme et distance associée a un  produit scalaire, inégalité de
Minkowski
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel.

Alors l'application | .|| définie par: Ox O E, x— |X| =+/(X,X) , est une norme sur E, appelée norme

associée au produit scalaire (.|.).
De méme, l'application d définie sur E* par : O (x,y) O E?, d(x,y) =[x~ Y|, est appelée distance
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associée a lanorme | .| (ou au produit scalaire (|.)).

Enfin, linégalité triangulaire vérifiée par | . | est appelée inégalité de Minkowski.

Démonstration :
Il y a donc quatre points a vérifier.
« pour tout vecteur x de E, la quantité N(x) existe puisque ¢(x,x) est un réel positif, et : N(x) O R".
e sipour:xOE,ona:N(x)=0,alors : ¢(x,x) =0, et $ comme produit scalaire est une forme définie,
donc : x =0.

e pour:xOE, et:AOR (ou C), NAX) = /@ (A.X A.X) =11|/1|2.¢(x, X) = | A/ (%, %) = NLN(X).

« enfin, pour : (x,y) 0 E? on a dans le cas réel :
N(x+y)® = dx+y,x+y) = 96X) + 2.0(x,y) + 0(y,y) £ N(x)* + 2.N(x).N(y) + N(y)* = (N(x) + N(y))?, d’ou
I'inégalité triangulaire pour N, et dans le cas complexe :

NOHY)? = 0(6X) + 2.Re(d(x.y)) + 0(y.y) < N(¥)* + 2.[d(x.y)| + N(¥)* < N(x)* + 2.N(x).N(y) + N(y)*, et on
termine comme dans le cas réel avec l'inégalité triangulaire.

Théoreme 1.6 : égalités dites « de polarisation »
Soit (E, (|.)) un espace préhilbertien réel et || . | la norme associée a (|.).

On a les égalités suivantes : O (x,y) O E?,
[+ 3 =" + " + 2.4,

1 1
) =2+ yl =[x =[P =3 -+ vl =[x =y

Démonstration :
Il suffit d’écrire : O (x,y) O E?,

et = O shxr y) =47 + Iy + 2.6m), et x= o = (= vix=y) =X+ - 2.6a0)

d’ou les égalités proposées.

2. Orthogonalité.

Définition 2.1 : vecteurs orthogonaux, vecteurs uni taires (ou normés), famille orthogonale,
orthonormale

Soit (E, (|.)) un espace préhilbertien réel et || . | la norme associée a (|.).

Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux pour (.|.) si et seulement si : (x]y) = 0.

De méme, un vecteur x de E est dit unitaires (ou normé) si et seulement si : [X|= 1.

Soit (X))o, une famille de vecteurs de E.

On dit que la famille est orthogonale pour (.|.) si et seulement si : O (i,j) O I, (i # ) = ((xilx) = 0).

On dit que la famille est orthonormale pour (.|.) si et seulement si elle est orthogonale et si de plus, tous
les vecteurs de la famille sont normés.

Théoréme 2.1 : liberté d’'une famille orthogonale ou orthonormale
Soit (E, (.)) un espace préhilbertien réel et || . | la norme associée a (|.).
Soit (X))o, une famille de vecteurs de E.

Si la famille est orthogonale pour (.].) et ne comporte pas le vecteur nul, elle est libre.
Si la famille est orthonormale pour (.|.), elle est libre.

Démonstration :
Comme les combinaisons linéaires qu’on peut envisager ne comporte toujours qu’au plus un nombre fini

de coefficients non nuls, on peut noter la famille (X)i<i<n, POUr un entier n donne.
Alors, si pour : (A\)<isn DK™, 0n @ : Ap.X3 + ... + A\p.X, = 0, alors :
O1<i<n, (X|AwXx + ... + A.X,) = 0, et par linéarité par rapport a la deuxieme variable, on obtient :

Ol<i<n, )\i.||xi||2= 0, (puisqu la famille est orthogonale).

Donc si tous les x; sont non nuls, on conclut bien au faitque : 01 <i<n, A; =0, et la famille est libre.
Si maintenant on considére une famille orthonormale, elle est orthogonale et ne contient pas le vecteur
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nul, donc elle est libre.

Théoréme 2.2 : de Pythagore
Soit (E,(.].)) un espace préhilbertien réel et | . | la norme associée a (|.).
Soit (X)1<i<n, Une famille finie orthogonale de vecteurs de E.
. 2 _ 2 2
Alors : [+ 4% 7 =[x+ x|

Démonstration :
On peut par exemple procéder par récurrence sur n.
Pour : n = 2, si (x4, Xo) est une famille orthogonale de E, le théoreme 2.7 donne bien le résultat voulu.
Si maintenant on suppose le résultat vrai pour tout famille orthogonale de n vecteurs de E (avec : n = 2),
alors étant donné une famille orthogonale (i, ..., Xn+1) de vecteurs de E, la famille (x; + ... + X, Xp+1) €St
une famille de deux vecteurs de E, orthogonale car: (X; + ... + Xq|Xn+1) = (Xa|Xns1) + ... + (Xn|Xns1) =0

2 2 2 2 2 2
T PO T Py (R O L % Y P R P
Et la récurrence est terminée.

Théoréme 2.3 : procédé d’orthogonalisation et d’ort honormalisation de Gram-Schmidt
Soit (E, (|.)) un espace préhilbertien réel et || . | la norme associée a (|.).

Soit (X)1<i<n, Une famille libre de vecteurs de E.

On peut construire une famille (e4, ..., €,) de vecteurs de E telle que :
*Jl<psn,e#0,
s Ol<sps<n,e, 0Vect(xy, ..., Xp),
*01<i#j<n,(ele)=0

Onadanscecas: U1l<ps<n,Vect(xy, .., X,) = Vect(ey, ..., ).

Par ailleurs, il existe une unique famille (g4, ..., €,) de vecteurs de E, telle que :
s Jl<sps=sn,¢g OVect(x, ..., Xp),
eUl<izj<n,(glg)=0
ed1<p<n, He’pH=1

s Ol=<spsn, (&%) >0.
On aencore dans ce cas: 1 <ps<n,Vect(Xy, .., X,) = Vect(g, ..., &).

Démonstration :
* orthogonalisation de la famille : on procéde a la construction par récurrence en montrant en méme
temps que la famille obtenue vérifie bien : 0 1 < p < n, Vect(ey, ..., ep) = Vect(xy, ..., Xp).
On doit alors prendre e; colinéaire a x,, et il est possible de trouver e; tel que : e; # 0, et : e; 00 Vect(xy).
I suffit pour cela de choisir par exemple : e; = X;.
On a alors en plus (et quelque soit en fait le choix de e,) : Vect(e;) = Vect(xy).
Supposons maintenant que pour : 1 < p < n— 1, on ait construit une famille (e, ..., &p) telle qu'indiqué et
supposons alors de plus que : Vect(ey, ..., €,) = Vect(Xy, ..., Xp).
On cherche alors ep.; tel que : ey41 O Vect(Xy, ..., Xp+1), donc sous la forme : ey = Ar.Xg + ... + Api1.Xps1.
Mais puisqu’on a de plus supposé que : Vect(ey, ..., &) = Vect(Xy, ..., X;), on peut alors écrire ep,; sous
la forme : epis = A'1.€1 + ... + N'p.€p + Api1.Xpe1.
On veut de plus que la famille (e, ..., ey+1) soit orthogonale, ce qui s’écrit :

O1<i<p, (elep1) =0 =Ni(elep) + Apir.(€ifXpia),
o . (8%
et comme les g; sont non nuls, pour : 1 <i<p, il est équivalentd’écrire: 01 <i<p, A= —W. oy
€

3 (q\xp+1>
Autrement dit, le vecteur ep,; est nécessairement de la forme : €p,1 = Apis. Z
= el
Or le vecteur dans le crochet est non nul (puisque la famille (Xp.1, €1, ..., €p) est libre) donc il est possible
de trouver un vecteur ep.; répondant aux conditions imposées (en prenant : Ap.q # 0).
Enfin, on a: Vect(ey, ..., ep1) O Vect(ey, ..., €y, Xpi1) = VECt(Xy, ..., Xp:1), VU I'€criture de ep.;.
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P X

Et comme de méme, ona: X,,; = z (e‘,‘ p2+1) e+ !
= el A
on a aussi : Vect(xy, ..., Xp+1) O Vect(ey, ..., ep:1), d’ou I'égalité, et ceci quelque soit le choix de ep.;.
La récurrence est donc terminée et I'existence d’'une famille orthogonalisée établie.

* orthonormalisation de la famille.

Si on veut orthonormaliser la famille, alors la famille (g, ..., €,) est une de celles construites
précédemment.

Montrons qu’a chaque étape de la construction, il n’y a qu'un vecteur qui répond aux conditions.
Pour €, on doit normer e; et vérifier ensuite que : (€1]x;1) > 0.

X , puis : g = X
I I

Si maintenant, pour : 1 < p < n -1, on suppose tous les vecteurs g, pour : 1 <i < p, construits de fagon
unique, alors les vecteurs g sont colinéaires aux vecteurs e; precédents et €., s'écrit :

0, (&]x W
8p+1 p+l Z -

= el

La fait que &,.; doit étre norme laisse deux possibilités pour Ap.1 (puisque le vecteur yp., €st non nul,
1

Hyp+l
Si on fixe alors Ap.; @ I'une de ces valeurs, alors : 1 = (€p+1]€p+1) = Aps1-(EpsaYp+1) = Aps1-(Epea|Xp+1),
puisque €,.; est orthogonal par construction aux vecteurs (g, ..., &y).

e

pL
P

Celadonnedonc: g =+— , pour que le produit scalaire soit positif.

= )\p+1-yp+l-

comme on |'a vu précédemment), a savoir : Apyy = £—

Donc (gp41]Xp+1) €st non nul, et il suffit enfin de choisir : Ap., = +7——, pour garantir que le produit

Hyp+1

scalaire (gp:1]Xp+1) est strictement positif.
Finalement, le vecteur €., ainsi obtenu est le seul possible et il convient (au rang p+1).
Par récurrence, on vient bien de démontrer I'existence et l'unicité de la famille orthonormale annoncée.

Définition 2.2 et théoreme 2.4 : orthogonal d'une partie dun esp  ace vectoriel
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel.
Soit A une partie de E.
On appelle orthogonal de A, noté A", 'ensemble des vecteurs de E orthogonaux & tous les vecteurs de
A, soit: A"={x OE, Oy OA, (x|y) = 0}.
Pour toute partie A de E, A” est un sous-espace vectoriel de E.
En particulier : E” = {0}, et: {0}" = E

Démonstration :
« Il est clair que A" est inclus dans E.
Deplus: Oy OA, (Oy) =0, et:00A".
Enfin: O (x,x) O A%, OANN)ORE Oy OA, Ax+N.Xly) = A.(x]y) + N'(X']y) = 0, (en rajoutant une barre
de conjugaison sur les scalaires dans le cas complexe, ce qui ne change pas le résultat), et :
(A x+A".x) O A"
Finalement, A" est bien un sous-espace vectoriel de E.
« De plus si : x O E”, alors en particulier x est orthogonal lui-méme et : (X|x) = ||x||2 =0, dou:x=0.

« De méme, tout vecteur est orthogonal a 0.

Définition 2.3 : sous-espaces vectoriels orthogonau X, supplémentaires orthogonaux
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel.
Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont orthogonaux si et seulement si : [ (x,y) O FxG, (x]y) =0
On note alors parfois : F O G.
On dit que F et G sont supplémentaires orthogonaux dans E si et seulement si F et G sont

supplémentaires dans E et orthogonaux, et on note alors: E=F G.
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Théoréme 2.5 : cas de sous-espaces vectoriels de di  mension finie
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel.
Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E de dimension finie, de bases respectives % et L.
F et G sont orthogonaux si et seulement si tout vecteur de % ¢ est orthogonal a tout vecteur de % .

Démonstration :
On peut procéder par double implication.
* [=] si tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G, c’est en particulier vrai pour les vecteurs de
P et de L.
* [O] puisque : F = Vect(%¥), et : G = Vect(L ), la bilinéarité du produit scalaire montre qu’alors, tout
vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G si c’est vrai pour les vecteurs de % et de L.

Théoréme 2.6 et définition 2.4 : somme directe orthogonale de sous-espaces vector iels
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel.
Soient F4, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E.
Si les sous-espaces vectoriels sont orthogonaux deux a deux, alors la somme [F; + ... + F,] est directe.
On dit alors que les sous-espaces vectoriels sont en somme directe orthogonale, et on la note encore :

n
0 0

O O
F,OF,0..0F, ou: OF.

Démonstration :
Soit un vecteur par exemple de l'intersection : (F; + ... + Fn1) n Fi.
Alors on peut I'écrire : X = X1 + ... + X,.1 = X,, Chaque x; appartenant a I'espace F; correspondant.
On constate que : (X|X) = (Xn|X1 + ... + Xn1) = (Xa|X) + ... + XnaXn) =0,
et ce résultat est identique en intervertissant les réles de espaces.
Finalement, la somme est bien directe.

3. Projections orthogonales.

Définition 3.1 : projecteur orthogonal
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel.
Soient F et G des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et p le projecteur de E sur F dans la
direction G.

On dit que p est un projecteur orthogonal de E si: G = F".

Théoréme 3.1 : supplémentaire orthogonal d’'un sous- espace vectoriel de dimension finie
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel de dimension finie ou non.
Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie m.
Alors F” est un supplémentaire de F dans E, appelé supplémentaire orthogonal de F dans E.

Démonstration :
On va montrer que tout vecteur de E peut se décomposer de fagon unigue comme somme d’un vecteur
de F et de F".
Pour cela, soit (ey, ..., €m) une base orthonormale %« de F et soit x un vecteur de E.
Si X peut s’écrire : X = Xg + Xg, avec : xg O F, et : xg O F-, alors :
O(X1, ..., Xp) O KP, Xg = X1.€1 + ... + Xm.€m, €t X est orthogonal a tout vecteur de F.
En particulier : O 1 <i<p, (e|x) = (eixr) + (eiXg) = X;, puisque la base % est orthonormale.

m
Donc xg ne peut valoir que : Xg = Z(q|x).ei , et Xg=X—Xg
—

Réciproquement, cette unique décomposition possible convient car on a bien :

* Xxg O F, puisque % engendre F,

* X = Xg + Xg, par construction,

e O1<sksm, (eqXg) = (exlX) — (ex|x) = (ex|X) — (ex|x) = 0, & houveau parce que la base % de F est
orthonormale et en utilisant la linéarité du produit scalaire par rapport a sa premiére variable.
Le troisiéme point permet de conclure plus généralement que : Oy O F, (y|xg) = 0.
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Théoréme 3.2 : expression de la projection orthogon ale sur un sous-espace vectoriel de dimension
finie
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel ou complexe de dimension finie ou non.
Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie m.
Soit (ey, ..., €m) une base orthonormale de F et pg la projection orthogonale de E sur F.

m
Alors pour tout vecteur x de E, on a : pg(x) = Z:(ei|x).ei .
i=1

Démonstration :
On vient de montrer qu’un vecteur x de E pouvait se décomposer suivant la somme directe : E = F O F~,

m
en: x=Y (e|x).e +Xy, puisque la base choisie dans F est orthonormale.
i=1

Dans ce cas, la projection orthogonale pg(x) de x sur F s’écrit : pg (X) = Z (e |x).q .
i=1

Définition 3.2 et théoréme 3.3 : distance d’'un vecteur a un sous-  espace vectoriel de dimension finie
Soit (E, (.)) un espace préhilbertien réel ou complexe de dimension finie ou non et | .| la norme

associee.
Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie p.

Pour un vecteur x de E, on appelle distance de x & F, notée d(x,F), la quantité : d(x, F) = ian;”X -7|.
Z

Cette valeur est atteinte en un unique vecteur de F qui est pg(x), la projection orthogonale de x sur F.
On a donc : d(x,F) = ||x = px (X)|-

Démonstration :
Tout d'abord, pour un vecteur x de E, I'ensemble {|x - Z||, z O F} est non vide (il suffit de prendre : z = 0)

et il est constitué de réels positifs, donc il est minoré et il admet une borne inférieure.
De plus, en notant xg la projection orthogonale pg(x) de x sur F, on a:

Dz OF, [x=2| =|x-x +x -]
Or: (x—xg) OFY, et: (xe — z) O F, donc ces deux vecteurs sont orthogonaux et le théoréme de
. 2 2 2
Pythagore peut s'appligquer pour donner : Dz OF, [x—z|” =||x=x. | +[x: = 7]
Il est alors clair que : Dz OF, |x=2z|2||x=x. |, et: 0z OF, @z #x) = (|x= 2| >||x=x |).
Donc la valeur |x—x | estle plus petit élément de I'ensemble {|x -z, z O F}, donc aussi sa borne
inférieure, et cette derniére n’est atteinte qu’en : z = Xg = pe(X).

Théoréme 3.4 : inégalité de Bessel
Soit (E, (|.)) un espace préhilbertien réel de dimension finie ou non et | .| la norme associée.

Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie m.
Soit (ey, ..., €n) Une base orthonormale de F.

Pour tout vecteur x de E, on a: Zm:‘(ei|x)‘2 <|H".
i1

Démonstration :

m
Soit x un vecteur de E, et: X = Z(Q |x).ei + X_, sa décomposition suivant la somme : E=F 00 F",
i=1
puisque la base proposée dans E est orthonormale.
Alors les deux vecteurs de cette décomposition étant orthogonaux, le théoréme de Pythagore s’applique
a nouveau et la base de F étant orthonormale, I'expression de la norme au carré est alors canonique et :

M =X ele > (epe| =[]

2
2
+xol 2
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4. Espaces euclidiens.

Définition 4.1 : espace vectoriel euclidien
On appelle espace euclidien un espace vectoriel réel de dimension finie, muni d’'un produit scalaire.

Théoréme 4.1 : existence de bases orthonormales dan s les espaces euclidiens
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien.
Il existe dans E des bases orthonormales pour (.].).

Démonstration :
I suffit de considérer une base de E (donc une famille libre) et de lui appliquer le procédé
d’orthonormalisation de Schmidt pour obtenir une nouvelle famille libre de n vecteurs de E (puisque
orthogonale sans le vecteur nul) donc une base orthonormale de E.

Théoréme 4.2 : de la base incompléte orthogonale ou orthonormale
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien.
Soit (x4, ..., Xp) une famille orthogonale de vecteurs de E, ne comportant pas le vecteur nul.
Alors il est possible de compléter la famille (x,, ..., X,) en une base orthogonale de E.
De méme, si (ey, ..., €,) est une famille orthonormale de vecteurs de E, il est possible de compléter cette
famille en une base orthonormale de E.

Démonstration :
On utilise cette fois le théoreme de la base incompléte appliqué a la famille (xy, ..., Xp) et une base de E.
La famille complétée peut alors étre orthogonalisée suivant le procédé de Schmidt qui donne pour les p
premiers vecteurs, les vecteurs Xy, ..., X, euUx-mémes.
Dans le cas d’une famille (ey, ..., ) de départ, orthonormale, on applique I'orthonormalisation pour
obtenir une base de E orthonormale, dont les premiers vecteurs sont encore (ey, ..., €p).

Théoréme 4.3 : caractérisation matricielle des base s orthogonales ou orthonormales

Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien de dimension n.

Soit : % = (e), une base de E.

On note M la matrice du produit scalaire dans la base (ej) définie par : 0 1 <i,j <n, m;; = (ejlg).

La matrice M est alors symétrique.

On a de plus les équivalences suivantes, que E soit un espace vectoriel euclidien ou hermitien :
* (% est orthogonale) = (M est diagonale),
e (% est orthonormale) = (M =1,).

Plus généralement, si M est la matrice d’'une forme bilinéaire symétrique d’'un espace euclidien E, alors
M est symétrique.

Démonstration :

Puisque : O (i,j) O N2, m, = (e,‘ej) = (g ‘ej) =m,;, la matrice M est bien symétrique.
De plus, les deux résultats suivants sont presque immédiats puisque :
* (% estorthogonale) = (U1<i#j<n, (ele)=0=m;) - (M est diagonale).

* (% estorthonormale) = (O 1<ij<n, (ele) =38 =« (M=1,).

Théoréme 4.4 : expression matricielle du produit sc alaire
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien de dimension n, et soit : % = (e), une base de E.
Soient x et y des vecteurs de E, et X et Y les matrices colonnes de leurs coordonnées dans % .

Alors : (Xy)='"X.M.Y .
Si % est orthonormale, on a de plus :

. (x|y):‘X.Y = z X.y; (forme canonique d’un produit scalaire réel dans une base orthonormale),
i=1

y x=i(a|x)-a,
=2 =3 (o0
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Démonstration :
* Pour le premier point, il suffit de développer :

n
On note pour commencer : Y'=M.Y,etona:01<i<n, Yy, = Zm’k.yk :
k=1
Puis 'X.M.Y est une matrice & une ligne et une colonne et son seul coefficient vaut alors :
n n n
zxi Yi= zzfﬂ,k-xi Y -
i=1 i=1 k=1
D’autre part, en utilisant la bilinéarité du produit scalaire, on obtient également :
n n n n n
(X|Y) = zxi '(ei|y) = zxi z yk'(ei|ek) = zzxi YieMy s
i=1 i= k=1 i=1 k=1
et les deux expressions sont égales si on confond la matrice 1x1 avec son unique coefficient.
« Si la base est orthonormale alors : 0 1 <i,j < n, m;; = &, la matrice M vaut I,, et on a bien :

n
(X|Y):tX-Y = z %Y -
i=1
e Soit : X = x1.e1 + ... + X,.€,, la décomposition de x suivant la base orthonormale .%.

n
On peut alors calculer : (e,|x) = ij .(e,‘ej) =X, d’'ou I'expression de x.
j=1

« Enfin : ||><I|2 =(Xx) = Zn:xf = Zn:(q|x)2 , VU les expressions trouvées précédemment.
i=1 i=1

Théoréme 4.5 : dimension de I'orthogonal d'un sous- espace vectoriel dans un espace euclidien
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien de dimension n.
Soit F un sous-espace vectoriel de E.
Alors : dim(F") = n — dim(F).
De plus : (F)”=F.

Démonstration :
« Puisque F est de dimension finie, F” est un supplémentaire de F dans E et : dim(F") + dim(F) = n.
«Deplus: OxOF, OyOF", (Xy) =0, donc: x O (F)", soit: F O (F7)".
Et comme : dim((FY)") = n — dim(F") = n — (n — dim(F)) = dim(F), on en déduit que : F = (F")".

Théoréme 4.6 : caractérisation en dimension finied  es supplémentaires orthogonaux
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel.
Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E.
F et G sont supplémentaires orthogonaux dans E si et seulement si on obtient une base orthogonale de
E en réunissant une base orthogonale de F et une base orthogonale de G.

Démonstration :
Travaillons par double implication :
* [=]
Si F et G sont supplémentaires orthogonaux dans E, alors en réunissant des bases orthogonales de F et
de G, on obtient tout d’abord une base de E, et tous les vecteurs de la base de F étant orthogonaux a
tous ceux de la base de G, la base de E obtenue est bien orthogonale.
* [0]
Si la réunion de deux bases orthogonales de F et de G donne une base orthogonale de E, alors les
vecteurs de la base de F et ceux de G sont orthogonaux entre eux et F et G sont orthogonaux d’apres le
théoréme 2.4.
De plus, il est clair que F et G sont supplémentaires dans E.

Théoreme 4.7 : représentation d’une forme linéaire a l'aide du produit scalaire
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien de dimension n.
Soit ¢* une forme linéaire sur E.

Alors il existe un unique vecteur : a0 E, telque: OxOE, ¢* (X) = (alx).
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Démonstration :
Soit: % = (ey, ..., €n), une base orthonormale de E.

Alors : O(ay, ..., an) OR", Ox OE, x:ixi.ei , @*(X) :Zn:a,..xi .
i=1 i=1

n

Le vecteur: a= Zai e ,estalors bientelque : OXxOE, ¢*(X) = (alx), puisque % est orthonormale.
i=1

Puis si a’ répond également au probléme, alors : Ox O E, ¢* (X) = (a|x) = (a'|x) ,dou: (a- a'|x) =0.

Onadonc:(a—a)OdE" et:a—a =0,dou:a=a.

Théoréme 4.8 : vecteur normal a un hyperplan d'une  space euclidien
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien de dimension n.
Soit H un hyperplan de E, et : % = (ey, ..., €,), une base orthonormale de E.
Une équation de H dans % fournit alors un vecteur orthogonal a H, dit aussi vecteur normal a H.

Démonstration :
Si: % =(ey, ..., e), est une base orthonormale de E, et si: a.x; +...+a,.X, =0, est une équation de H

dans %, alors : H = ker(¢*), ou ¢* est la forme linéaire définie par :

OxOE, X:Zn:xi.q , qﬁ*(x):znlai.xi :
i=1 i=1

n
Le vecteur: a= Zai . , est alors orthogonal & H puisque : Ox O H, ¢*(x) =0= (alx) :
i=1

5. Automorphismes orthogonaux et matrices orthogona les.

Définition 5.1 et théoreme 5.1 : endomorphisme orthogonal dans un espace vectoriel euclidien
Soit (E, (.)) un espace vectoriel euclidien et | . | la norme associée.
Soit : u 0 L(E).
On dit que u est un endomorphisme orthogonal de E si et seulement si u conserve la norme ou le produit
scalaire de E, c'est-a-dire : 0 (xy) O E%, (u(X)|u(y)) = ({y), ou: Ox OE, Ju(x)|=|x|.
Ces deux définitions sont bien équivalentes.

Démonstration :
Si u conserve le produit scalaire, alors :
Ox OE, ||u(x)||2 = (UX|u(x)) = (Xx) = ||><I|2 et u conserve bien la norme.

Si par ailleurs, u conserve la horme, alors I'expression du produit scalaire a I'aide de normes (par le biais
des identités dites « de polarisation » (théoreme 1.6)) et la linéarité de u montrent que u conserve le
produit scalaire.

Théoréme 5.2 : bijectivité des endomorphismes ortho gonaux en dimension finie
Soit (E, (.)) un espace vectoriel euclidien et | . | la norme associée.

Soit : u 0 ¥ (E), un endomorphisme orthogonal de E.

Alors u est bijectif, et donc tout endomorphisme orthogonal d’un espace vectoriel euclidien est un
automorphisme : on parle donc d’automorphisme orthogonal.

De plus, u ne peut admettre comme valeur propre que 1.

Démonstration :
Puisque I'on travaille dans un espace euclidien, il est de dimension finie et il suffit de démontrer que
I'endomorphisme u est injectif.

Or:OxOE, (x Oker(u) = (u(x)=0) = (|x|=0) = (x=0).
Supposons maintenant que A est valeur propre (donc réelle) de u, et soit X un vecteur propre associé.
Alors : u(x) = A.x, et : [lu(X)|| =||A.X| = |A||x|, mais aussi : |u(x)| =|x|, et comme x est non nul : |A] = 1.
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Définition 5.2 : matrice orthogonale
Soit: n > 1.
On dit que : A O e/ ,(R), est une matrice orthogonale si et seulement si: ‘A A=1,, ou:A'A=1,.

Théoréme 5.3 : caractérisation des matrices orthogo  nales par leurs vecteurs lignes ou colonnes
Soit: n > 1.
Une matrice : A O e ,(R), est orthogonale si et seulement si ses colonnes, considérées comme des
vecteurs de R" (ou ses lignes) forment une base orthonormale de R", pour le produit scalaire canonique
de R".
De plus, si: A O e/ (R), est orthogonale, alors : det(A) = +1.

Démonstration :
Soit : A O e/ (R).
On peut tout d’abord remarquer que :
(AA=1) = (A'='A) = (A'A=1,) = (A orthogonale).
« Puis, si on note B la matrice : B = 'A.A, ses coefficients sont :
01<i,j<n,b;=(C|C), ou le produit scalaire est ici le produit scalaire canonique de R", et ot on a
noté Cy, ..., C, les colonnes de A, considérées comme des vecteurs de R".
Donc A est orthogonale si et seulement si : B = I, donc si et seulement si la famille (formée de n
vecteurs) (cs, ..., C,) est orthonormale dans R", donc en forme une base orthonormale.
« De méme, en notant L, ..., L, les lignes de A, et : B' = A.'A, on démontre l'autre équivalence.
« Enfin, si A est orthogonale, alors : det(l,) = 1 = det(‘A.A) = det(‘'A).det(A) = (det(A))>.

Théoréeme 5.4 : caractérisations des automorphismes orthogonaux
Soit (E, (.)) un espace vectoriel euclidien et | . | la norme associée.
Soit : u O L(E).
* U est un automorphisme orthogonal si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale de E est
une matrice orthogonale.
« U est un automorphisme orthogonal si et seulement si I'image d’une base orthonormale de E par u est
une autre base orthonormale.
En particulier, si u est un automorphisme orthogonal, alors : det(u) = +1.

Démonstration :
Soit A la matrice de u dans une base . orthonormale de E.

* Si A est orthogonale, alors : O x O E, (u(x)|u(x)):‘(AX).(AX) , en notant X la matrice des
coordonnées de X dans la base % et puisque cette méme base est orthonormale.
Donc : (U(X)u(x)="X.' AAX="X.I .X="X.X = (xX), et u est bien un automorphisme orthogonal.

+ Si maintenant on suppose u orthogonal, alors : 0 (x,y) JE? ona: (u(x)|u(y)) = (xly).
En notant X et Y les matrices colonnes des coordonnées de X et de Y dans ., on obtient :
O(X,Y) O (R)?, "X AAY=XY .
Notons alors : B = 'A.A, et soit X, la matrice colonne formée de 0 sauf celui de la ligne k qui vaut 1.
Alors: O1<kl<n, ‘X, .'AAX =X, .BX, =b,, et: 'X,. X, =4,,.
On en déduit que : B = I,,, et donc : 'A.A = |, autrement dit A est orthgonale.
* Soit maintenant : & = (e, ...e,), une base orthonormale de E.
Si u est orthogonal alors par conservation du produit scalaire, la famille (u(e,), ..., u(e,)) est clairement

une famille orthonormale (donc une base) de E.
Et si réciproquement, on suppose que (u(es), ..., u(e,)) est orthonormale, alors :

OxOE, x= ixi & Jux’ =(i X u(e)

n n

ixj (e, )] =33 % x,.(ue Jue) =>Y"x.x.0,

i=1 j=1 i=1 j=1

etdonc : [uf =3 % =[*.
i=1

Puisque u conserve la norme, c’est donc bien un automorphisme orthogonal.
* En particulier, si u est orthogonal et si A est sa matrice représentative dans une base orthonormale de
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I'espace, alors : det(u) = det(A) = +1.

Théoréme 5.5 : automorphisme orthogonal et sous-esp aces vectoriels stables
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien.
Soient u un automorphisme orthogonal de E et F un sous-espace vectoriel de E, stable par u.
Alors F” est également stable par u.

Démonstration :
Puisque F est stable par u, on a : u(F) O F, et u étant bijectif, donc conservant la dimension : u(F) = F.

Pour : x O F, on peut écrire : Oy OF, Oy’ OF, y = u(y), et: (u(x)|y) = uju(y")) = (qy) =0.
Donc : u(x) O F, et F” est donc également stable par u.

Théoréme 5.6 et définition 5.3 : les groupes (O(E),0), (O(n), %), (SO(E),o0) et (SO(n), ¥
Soit (E, (|.)) un espace vectoriel euclidien de dimension n et | .| la norme associée.

« Alors I'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E, noté O(E), forme un groupe pour la loi o,
appelé groupe orthogonal de E et sous-groupe de (GI(E),0).

» De méme, I'ensemble O(n) des matrices orthogonales de o/ (R), forme un groupe pour la loi %,
appelé groupe orthogonal d’ordre n, et sous-groupe de (Gl(n),x).

* Par allleurs, les éléments de O(E) dont le déterminant vaut 1 forment un sous-groupe de O(E) appelé
Groupe spécial orthogonal de E, de méme les matrices de O(n) dont le déterminant vaut 1 forment un
sous-groupe de O(n) appelé groupe spécial orthogonal d’ordre n.

* Enfin, si on fixe une base orthonormale % de E, I'application de £ (E) dans e/ (R), qui a un
endomorphisme u associe sa matrice dans la base %, induit un isomorphisme de groupes de (O(E),0)
dans (O(n),x).

Démonstration :
* O(E) :
On a pour commencer : O(E) O GI(E).
De plus il est clair que ide conserve la horme donc c’est un automorphisme orthogonal, et : O(E) # 0.

Puis, si u et v conservent la norme dans E, alors : 0 x O E, |uov(x)| = [u(v(x))[ = [v(x)| =[] -
Donc : O (u,v) 0 O(E)?, uov O O(E).
Enfin, pour tout u dans O(E), u est bijectif et : O x 0 E, Hu‘l(x)H = Hu(u’l(x))u =|x]. soit : u™ O O(E).

* O(n):

De la méme fagon, toute matrice orthogonale étant inversible, on a : O(n) O GI(n).

De plus : 'I,.l, = I, donc : I, 0 O(n), et : O(n) # 0.

Puis : 0 (A,B) 0 O(n)?, '(A.B).(A.B) ='B.'"A.A.B="B.I,.B =, et: (A.B) 0 O(n).

Enfin: DA DOO(), At="A et: (AN AT ='((A). A=A'A=1, et: AT OO(n).

* SO(E) :

On a: ide O O(E), puisque : det(idg) = 1, et : SO(E) # 0.

Puis : O (u,v) O SO(E)?, alors : detov) = det@).det) =1, et : uov O SO(E).

Enfin, si : u 0 SO(E), detu™) = (det@))™ =1, et: u™ O SO(E).

SO(E) est bien un sous-groupe de O(E).

« On montre de la méme facon que SO(n) forme un sous-groupe de O(n).

 L'application proposée est bien une application de O(E) dans O(n), d’apres le théoréme 5.4.

C’est un morphisme de groupes multiplicatifs, car : O (u,v) 0 O(E)?, mat(uov,%) = mat(u,%).mat(v,%).
Enfin, c’est bien une application injective puisque I'application de &£ (E) dans ¢/ (R) I'est, et elle est

surjective puisque pour une matrice orthogonale donnée A, I'endomorphisme u de E tel que :
A = mat(u,%), est orthogonal, toujours d'apres le théoreme 5.4.

Théoréme 5.7 : matrice de passage entre bases ortho  normales
Soit (E, (|.)) un espace vectoriel euclidien et | . | la norme associée.
Soit % une base orthonormale de E et %’ une autre base de E.

Si on note P la matrice de passage de % a %', alors %’ est orthonormale si et seulement si P est
orthogonale.
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Démonstration :
Soit donc % une bas orthonormale de E et %’ une autre base de E en notant P la matrice de passage
de 'une a l'autre.
Les coefficients de P sont (en colonne) les coordonnées des vecteurs de %’ exprimés dans la base .%.
Ordans ce cas: O (j,j)) O {1, ..., n}?,
'C;.C; = (C||C;), pour le produit scalaire canonique (des colonnes C; et C; de P) dans R",

n
'C.C; = z Py.;-Px ;- = (ejle’}), oules e sont les vecteurs de %°, et ol le produit scalaire est cette fois
k=1

celui dans E : en effet, la base % étant orthonormale, la forme que prend le produit scalaire est encore
canonique.
Il est alors clair que : (P.P =1,) = (OG,J) O{L, ..., n¥, 'C.C; = &; = (€},€})) = (£’ orthonormale).

6. Espaces euclidiens de dimension 2 ou 3.

Dans ce paragraphe, E désigne un espace euclidien de dimension 2 ou 3.

Définition 6.1 : orientation d’'un espace vectoriel, orientation induite par un sous-espace vectoriel
* Une orientation de E correspond au choix d’une base de E décrétée comme directe.
Toute base de E est alors soit directe, soit indirecte, suivant que le déterminant de la matrice de
passage de cette nouvelle base a la base de référence est positif ou négatif.
« Si F est un sous-espace vectoriel de E (un plan ou une droite), orienter F permet alors de définir une
orientation induite dans tout sous-espace supplémentaire de F dans E de la fagon suivante :

si %k est une base directe de F, une base d'un supplémentaire G de F sera directe si la concaténation

de % et de % est une base directe de E.

Exemple :
Soit R* muni de son produit scalaire canonique et de son orientation canonique (la base canonique est directe).
Soit : A = Vect(e,), avec : e; = (1,1,1)), et muni de I'orientation donnée par ce vecteur.
Alors : I = Vect(e,,e3), ol : (€2,€3) = ((1,1,0), (1,0,1)), est un supplémentaire de A dans R® (puisque la réunion des
deux bases de I et de A forme une base de R®), et (e,,e3) est une base indirecte de I dans I'orientation induite par

111 11 0
A car la matrice de passage P de la base canonique a (e,e,e5) vérifie : det(P) =[1 1 =1 1 -1=-1

1013 10 O

Remarques :
« Si on prend au départ une base orthonormale comme base directe et qu'on examine les autres bases
orthonormales de E, alors le déterminant de la matrice de passage vaut toujours %1.
* Orienter une droite (dans le plan ou I'espace) correspond donc & la donnée d’un vecteur de norme 1.
« Orienter un plan dans R® revient alors a choisir une base orthonormale du plan comme base directe,
mais de facon équivalente a choisir un vecteur de norme 1 et normal au plan.
En effet 'orientation de R® induit, par le choix de ce vecteur normal au plan, une orientation dans le plan.

Théoréme 6.1 et définition 6.2 : produit mixte
Soit E est un espace euclidien de dimension 2 ou 3 orienté.
Soient % et %’ deux bases orthonormales directes de E.
Alors :
« si E est de dimension 2 : O (u,v) O E?, detg(u,v) = detg(u,v),
* si E est de dimension 3 : I (u,v,w) [ E?, detg(u,v,w) = detg(u,v,w).
Cette valeur invariante est notée : [u,v] = detg(u,v), ou : [u,v,w] = detg(u,v,w), suivant le cas, et est
appelé produit mixte de u et de v ou de u, v et w, suivant le cas.

Démonstration :
Pour un vecteur x de E de matrice de coordonnées X et X' dans & et #’,ona: X=P.X’, ou P est la
matrice de passage de % a %’.
Si on note A et A’ les matrices des coordonnées de (u,v) (ou de (u,v,w)) dans les bases % et %’, on a
alors, en utilisant un produit par blocs : A=P.A'.
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Donc : detg(u,v) = det(A) = det(P).det(A’) = +1.det(A’) = detg(u,v), de méme si E est de dimension 3.

Théoréme 6.2 et définition 6.3 : produit vectoriel de deux vecteurs en dimension 3
Soit E est un espace euclidien de dimension 3 orienté.
Soient u et v deux vecteurs de E.
Il existe un unique vecteur w de E, noté ullv et appelé produit vectoriel de u et de v tel que :

Ox OE, [uVv,X] = (WX).

Démonstration :
L'application de E dans R définie par : x = [u,V, X] , est une forme linéaire sur E, donc le théoréme 4.6

garantit qu'il existe un unique vecteur w dans E tel que : O x O E, [u,V, X] = (V\4X).

Théoréme 6.3 : propriétés du produit vectoriel
Soit E est un espace euclidien de dimension 3 orienté.
Le produit vectoriel a les propriétés suivantes :
« il est bilinéaire : O (u,u’,v,v') OE*, OAN) OR?,
UC(AV+AV)=AuLCv+AulV, et: Au+tAUu)Cv=Aulv+A'Ulv,
eilestalterné : 0 (uv) OE?, vLu=-ulv,
« 0 (u,v) OE? uLV estorthogonal auetav.
e O(uv) OE? (UCV=0) = ((uv) estliée) = (u et v colinéaires).
* O(u,v) OE? ((u,v) libre) = (u et v non colinéaires) - ((u,v, UL V) est une base directe de E.

Démonstration :
* Soient u, v, et v' dans E, A et A’ dans R.

Alors : Ox OE, (UOANV+A'V)X) =[u,Av+ AV, X] = A[u,v, X] + A"[u,v', X] = A.(u OVx) + A".u OV|x),
dou: (UOAV+A'V)X) = (AuDOv+A'ubv|x), et par unicité : UL (Av+A'V) =AuCv+AuCV.
* On montre de méme la relation similaire par rapport a la premiére variable.
* Soient u et v dans E.
Alors : Ox OE, (vOux) =[v,u,X] = {u,v, x] = =(u OVv|x) = (-u OV|X), et par unicité : vLu=-uLv.
Puis : (u Dv|u) =[u,v,u] =0, de méme pour v, ce qui montre que ULV est orthogonal au etav.
De plus:

- si(u,v) estliée,alors: Ox OE, (u Dv|x) =[u,v, X] =0, et comme 0 vérifie aussi : (O|x) =0, par unicité
ona:ulLv=0,

- si (u,v) est libre alors : Ow O E, tel que (u,v,w) est une base de E, et : (u DV|W) =[u,v,w] £ 0, et donc
le vecteur uL v est non nul.
Dans ce dernier cas, on a alors : [u,v,u 0Vv] = (uOvu Ov) =|u D\/||2 >0, et la base (u,v, UL V) est une
base directe de E.

Théoréme 6.4 : expression du produit vectoriel dans une base orthonormale directe
Soit E est un espace euclidien de dimension 3 orienté muni d’'une base orthonormale directe .%.
Soient u et v deux vecteurs de E de coordonnées respectives (x,y,z) et (X,y’,z') dans .%.
Alors UL Vv a pour coordonnées dans % (y.Z-y'z,zX-Z'X,X.y'-y.X).

Démonstration :
Si on note (a,b,c) les coordonnées de uL Vv dans : % = (i,j,k), alors :
x X
a=(ulvi)=[uvi]l=ly y Q=yz-zy.
z 7

On obtient les deux autres coordonnées de la méme facon avec j et k.

Théoréme 6.5 : expression géométrique du produit ve  ctoriel
Soit E est un espace euclidien de dimension 3.
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Soient u et v deux vecteurs non colinéaires de E et 1 le plan engendré par u et v.
Si on oriente M a l'aide d’un vecteur unitaire n normal & M (donc dirigeant et orientant : A = "), alors :

uOv = |ul|v-sin(@).n, ot 6 est rangle orienté (u,v).

Démonstration :

Notons : | = H et j tel que (i,j) soit une base orthonormale du plan telle que (i,j,n) soit directe.
u

Alors : u=|uli, et: 06 0]0,1d, v=|M(cos@). +sin(@).j).

2
En effet, avec : v =|v|.(xi +y.j), alors : x* +y? :% =1,et: 018 0[0,2.1], Xx=cos@),y =sin(@).

Dans ce cas, 6 est bien I'angle orienté (u,v) et : u Ov = |ulli O(|V|.(cos®)i +sin(@).})) = |u||v].sin@).n.

Remarque :
Pour trois vecteurs u, v et w de E, espace euclidien de dimension 3 orienté on a:

u DV|| représente la surface du parallélogramme défini par les vecteurs u et v,

[u,v, W]| représente le volume du parallélépipéde construit sur les vecteurs u, v et w.

Théoréme 6.6 : éléments de O(2) : matrices orthogon ales 2 X2
Soit : A 00 O(2), une matrice orthogonale de taille 2x2.

cos@) - sin(H)j

 si:det(A) = +1, il existe unréel 6 tel que : A=| .
sin(@) cos@)

* si: det(A) =—1, il existe un réel 0 tel que : A=(

cos@) sin@)
sin(@) —cos@)}

Démonstration :
a ¢
Notons : A= 0 0O(2).
b d

Alors dans tous les cas : a> + b>=c?+ d*=1, et : a.c + b.d = 0, puisque les vecteurs colonnes de A
constituent une base orthonormale de R muni de son produit scalaire canonique.
Donc il existe 0 et ' réels tels que : a = cos(0), b = sin(B), ¢ = sin(0’), d = cos(V’).
De plus, on a aussi : cos(8).sin(0’) + sin(8).cos(8’) = 0 = sin(6 + ©’), soit: 68 + 8" = k.11, avec : k 00 Z.
K
On peut donc écrire : A= (C(_)SG) (=1 .sm(H))
sin@ (-1*.cos@)

Enfin :
. si:det(A) = +1, alors : (-1) = +1, et: A= (cc_)s@) —sm(H)}
sin(@) cos@)
esi:det(A)=-1,alors: (-1)*=—1,et: A= (COS@ sin(@) j

sin(@) -cos@)

Remarque :
Si on identifie E au plan complexe C, en représentant des vecteurs par leur affixe, alors la rotation

vectorielle d'angle 6 est représentée par I'application : z > z.e"°.

Théoréme 6.7 : automorphismes orthogonaux d’'un espa  ce vectoriel euclidien de dimension 2
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien de dimension 2, orienté.
Soit u un automorphisme orthogonal de E et A la matrice de u dans une base : % = (i,j), orthonormale

directe de E.
cos@) —sin(@)}

* si:det(u) = +1, alors il existe un réel 6 telque : A=| |
sin@) cosP)
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Si u n'est pas l'identité de E, u est la rotation de E d’angle 6, 6 étant donné par : 2.cos(6) = tr(u).
cos@ sin(@) j

* si:det(u) =—1, alors il existe un réel 0tel que : A=| |
sin@) -cos@)

o R : 2 . . (8 o
u est alors la symétrie orthogonale par rapport a la droite D d’équation : X.SIn E -yco E =0, et

I'angle de D avec la droite dirigée par i est égal a E

Démonstration :
Si u est un automorphisme orthogonal de E alors sa matrice représentative A dans une base
orthonormale de E est alors orthogonale et on se trouve dans I'un des deux cas précédents.

De plus, si:
cos@) —sin(H)]

e det(u) = +1, alors : det(A) = +1,et: OB O R, A=| |
sin@) cosP)
Distinguons alors deux cas.
Si: 8 =0 (2.1, alors u est I'identité de E sinon u est une rotation de E d’angle 6, et on obtient par :
tr(A) = 2.cos(8) = tr(u).
Si par ailleurs :
cos@) sin@)
e det(u) =-1, alors:det(A)=-1,et: 06 OR, A=| | .
sin(@) -cos@)
Puisqu’alors A est symétrique réelle, elle est diagonalisable et ses valeurs propres (réelles) A; et A,
vérifient, en utilisant trace et déterminant : A; + A, =0, et : A.A, == 1.
Donc A; et A, valent 1 et — 1.

0
La matrice de u dans une base de vecteurs propres est alors ( J , et u®=ide.

u est donc bien une symétrie vectorielle.
Comme enfin, les espaces propres de u sont orthogonaux, c’est une symétrie orthogonale.
La droite par rapport a laquelle s’opére cette symétrie est 'ensemble des vecteurs invariants de u

- Zsin(gj {sin(gj X = co{gj y} =0
(cos@) —1).x+sin(@).y =0 ou 2 2) 2)
SO (e DY =07y p0d O sif 9 x-cof 7y |0
2 2) 2)

Comme enfin, soit le sinus, soit le cosinus mis en facteur est non nul, on en déduit bien que la droite
invariante est la droite D dont I'équation dans la base % est bien celle annoncée.

donnés par : A.X =0, soit : {

Le vecteur (co{gj,sin(gj] est alors directeur de D et I'angle de ce vecteur avec i est bien g

Théoréme 6.8 : produit de rotations, commutativité de SO(2) et SO(E), pour E de dimension 2
Le groupe SO(2) est commutatif.
Si E est un espace vectoriel euclidien de dimension 2, le groupe SO(E) est commutatif.
En particulier, deux matrices orthogonales de déterminant +1 commutent, tout comme deux rotations
dans un plan euclidien.

Démonstration :
Si A et A’ sont deux matrices de rotation d’angle 6 et 6, alors :

AN cosf) -sin@))(cos@') -sin@)) (cos@+8E) -sin@+6)) AA
sin@ cos@) /\ sin@) cos@) sin@+8) cos@+8) o

Sir et r' sont deux rotations de E, de matrices respectives A et A’ dans une base orthonormale directe

de E, alors ror’ est la rotation d’angle (6+6’).

Théoréme 6.9 : endomorphismes orthogonaux d’'un espa  ce vectoriel euclidien de dimension 3
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien de dimension 3, orienté.
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Soit u un automorphisme orthogonal de E.

* si: det(u) = +1, et si u n'est pas l'identité de E, alors u admet une droite A de vecteurs invariants.

Soit alors I le plan orthogonal a A.

- Si:tr(u) = — 1, alors u est la symétrie orthogonale par rapport a A (ou rotation d’angle mtautour de A).
- Si: tr(u) # — 1, alors pour x un vecteur non nul de I (ou orthogonal a A), le vecteur : k = x[Ou(x), est un
vecteur non nul de A.

Si dans ce cas, on oriente A avec k et I avec I'orientation induite par celle de A, u est alors la rotation
d'axe A et d'angle +6, ou 6 est donné par la relation : 2.cos(8) + 1 = tr(u).

* si:det(u) = —1, et si u n'est pas —idg, alors I'ensemble des vecteurs changés en leur opposé par u est
une droite A de E.

Notons encore I1 le plan orthogonal a A.

- Si: tr(u) = +1, u est la symétrie orthogonale par rapport a .

- Si : tr(u) # +1, alors pour x un vecteur non nul de N (ou orthogonal a A), le vecteur : k = x[u(x), est
encore un vecteur non nul de A.

Si dans ce cas, on oriente A avec k,et I avec 'orientation induite par celle de A, alors u est la composée
de la rotation d’axe A et d’angle +6, ou 6 est donné par la relation : 2.cos(B) — 1 = tr(u), et de la symétrie
orthogonale de E par rapport a IN.

Démonstration :
Tout d’abord, le polyndme caractéristique P, de u est de degré 3 a coefficients réels, donc il admet une
racine réelle au moins.
Distinguons alors deux cas :
« P, admet trois racines réelles et ¢a ne peut étre que 1 ou — 1,

« P, admet une racine réelle et deux racines complexes conjuguées : \; =+1, A, et A.

Le produit des racines de P, vaut par ailleurs det(u).

Deux cas alors se présentent :

o det(u) = +1.

Les racines de P, sont donc (+1, +1, +1) ou (+1, — 1, — 1), si les trois racines sont réelles, et (1, A\, A),
avec : |A\| = 1, s'il y a des racines non réelles.

On constate donc que 1 est toujours valeur propre de u.

Si u n’est pas l'identité, 1 est alors racine simple de P, et 'espace propre associé est de dimension 1
donc c’est une droite A de E.

Notons alors I le plan orthogonal a A.

Alors P est stable par u, car : O (x,y) O MxA, (u(X)]y) = (u()|u(y)) = (x|]y) = 0, donc : u(x) 0 A” = .

Or I'endomorphisme u’ induit par u dans N est encore une isométrie de N (puisqu’il conserve lui aussi la
norme, des vecteurs de I cette fois).

Dans une base orthonormale : % = (ey, e,, €3), de E adaptée alors a la décomposition : E =TA, on a:

mat(u',B') 0
0 1

On constate alors que : det(u) = det(u’), et donc : det(u’) = +1.
Le théoréme 7.2 montre alors que :

mat(u,%) = [ j ou .’ est une base orthonormale de M.

cos¢) -sin@) O

cos@) _Sin(e)j’ et: mat(u,%)=|sin@ cos@ O0].

06 O0R, mat(u',B") = (Sin(ﬁ) c0s@)

0 0 1
Si maintenant : tr(u) = — 1, cela signifie que : 2.cos(8) + 1 =-1, et : 1= 0 (2.7).
-1 0 O
La matrice de u dans la base précédente estalors: | O -1 0/, et u est bien la symétrie orthogonale
0O 0 1

par rapport & la droite A.

Si en revanche : tr(u) # — 1, alors u’ est la rotation de N d’angle +0 si N est orienté avec la base
précédente, I'angle 6 étant donné par : tr(u) = tr(mat(u,.%)) = 2.cos(8) + 1.

Plus généralement, si x est un vecteur non nul de I1, alors u(x) est non colinéaire a x puisque sinon u’
admettrait des valeurs propres réelles ce qui n’est pas la cas.

Donc la famille (x, u(x), xOu(x)) est une famille libre de E, donc une base de E, directe.
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Si on oriente alors A avec : k = x JJu(x), et I avec 'orientation induite par ce choix sur A, la famille
(X, u(x)) est une base directe de I et la rotation dans le plan IN s’effectue dans le sens direct.

Reste a examiner le cas :

e det(u) =—1.

Les racines de Pysontalors: (—1,—-1,-1), (=1, +1, +1),0u: (=1, A, A).

— 1 est alors toujours valeur propre de u.

Si u n'est pas — idg, cette valeur propre est simple et I'espace propre associé est de dimension 1, soit
une droite vectorielle A de E.

Notons encore I le plan orthogonal a A, et s la symétrie orthogonale de E par rapport a .

10 O
Pour une base % adaptée a la décomposition : E = N0A, on aalors : mat(s,#)=|0 1 0 |,etla
0 0 -1

composée sou est une isométrie de E, positive puisque : det(s) = det(u) = — 1, A étant de plus invariante
par cette isométrie.
D’aprés ce qu’on vient juste d’établir, on peut en déduire que :

cos@) -sin@ O cos@) -sin@ O
06 O R, mat(sou,%) = | sin(@) cos@) O], et:mat(u,)=|sin@ cos¢) O
0 0 1 0 0 -1

Dans le cas ou : cos(u) = — 1, u est alors — idg, mais ce cas est écarté ici, sinon deux cas se présentent :
tr(u) = +1, (soit : cos(B) = 1) et u est alors la symétrie orthogonale par rapport a A,
tr(u) # +1, (soit : cos(0) # 1) et u est la composée de s et d’'une rotation d’axe A.
Les éléments géométriques de cette rotation s’obtiennent alors comme précédemment, notamment pour
tout ce qui concernent les différentes orientations d’espaces, avec comme différence le fait que son
angle est cette fois donné par : tr(u) = tr(mat(u,.%)) = 2.cos(6) — 1.

Théoréme 6.10 : éléments de O(3) : matrices orthogo nales 3 X3
Soit : A 0 O(3), une matrice orthogonale de taille 3x3.

cos@) -sin@ O
o si:det(A)=+1,alors: 06 0R,POO(3), A=P/sin@) cos@ O0|'P.
0 0 1
cos¢) -sin@ O
esi:det(A)=—1,alors: 00 0R,POO(3), A=P|sin@ cos@ 0 |'P.
0 0 -1

Démonstration :
Si on appelle u 'endomorphisme canoniquement associé (dans R®> muni de son produit scalaire
canonique), u est un endomorphisme orthogonal de R?, donc il existe comme on I'a vu dans la
démonstration du théoréme 7.3 une base orthonormale de R® dans laquelle la matrice de u est d’'un des
deux types proposés (la différence se faisant par 'examen du déterminant de u).
I suffit alors d’appeler P la matrice de passage de la base canonique de R® & la base % évoquée
au-dessus : cette matrice est orthogonale, d’ou le résultat annoncé.

7. Réduction des endomorphismes symétriques, des ma trices symétriques réelles.

Définition 7.1 : endomorphisme symétrique
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien.

On dit qu’'un endomorphisme u de E est symétrique si et seulement si : 0 (x,y) O E?, (u(x)|y) = (x|u(y)).

Théoréme 7.1 : caractérisation matricielle des endo  morphismes symétriques
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien.
Soit : u 0 ZL(E).
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L'endomorphisme u est symétrique si et seulement si sa matrice représentative dans toute base
orthonormale de E est symétrique.

Démonstration :
La démonstration est similaire a celle du théoreme 5.4.
Soient : % = (ey, ..., €n), Une base orthonormale de E, et : A = mat(u,%).

* Si A est symétrique, alors pour x et y dans E, de matrices colonnes de coordonnées dans .% notées X
etY,ona: (U(X)|y)=" (AX)Y="X.AY='X.AY="X.(AY) = (X|u(y)), et u est symétrique.
* Si u est symétrique alors :

Disijen (glue)= (@Y 8, 6) = El) =4, ot (Ue)e)=(euE) =a,.

Et puisque : (e ‘u(ej )) = (u(e )‘ej ), onendéduitque : & ; =a;;, et A est symétrique.

Théoréme 7.2 : valeurs propres d’'une matrice symétr  ique réelle, d’'un endomorphisme symétrique
Soit:n=>1.
Soit : A O e/ (R), une matrice symétrique réelle.
* Alors A, considérée comme élément de e/ ,(C), est telle que toutes les racines de son polynéme
caractéristique sont réelles et donc a toutes ses valeurs propres réelles.
» De méme, soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien, et soit : u 0 £ (E), symétrique.
Toutes les racines du polyndme caractéristique de u sont réelles.

Démonstration :
« Soit A une racine de P, éventuellement complexe, et X un vecteur propre (dans C") associé a A.
Alors : AX =A.X.
On peut écrire :

J— J— n —
"XAX =4 XX = /1.2‘|xk|2 , Mais aussi, puisque A est symétrique et réelle et vérifie : “A= A,
k=1

XAX=XSAXE (AX)X= (X)X = A XX =AY %[

n
K=

S B

. 2 3
Et comme X est un vecteur propre, il est non nul, donc : > [x|" #0,et: A=A,
k=1
Donc toute racine de P, est réelle.
» De méme, si u est un endomorphisme symétrique de E, sa matrice dans n'importe quelle base
orthonormale de E est symétrique réelle, donc les racines de P, qui sont celles de P, sont toutes réelles.

Théoréme 7.3 : orthogonalité des espaces propres d”  un endomorphisme symétrique
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien, et soit : u 0 £/ (E), symétrique.
Si A et p sont des valeurs propres distinctes de u, les espaces propres associes E,(u) et E,(u) sont
orthogonaux.

Démonstration :
» Toutes les valeurs propres de u sont réelles.
* Soient A et 1 deux valeurs propres distinctes de u, et x et y des éléments de E,(u) et E,(u).

Alors : (Xu(y)) = (ay) = 1.(y), mais aussi : (Xu(y)) = (U(X)]y) = (A1y) = A.(Xy) .

Or:A#p,donc: (xly) =0, et les sous-espaces propres E,(u) et E,(u) sont bien orthogonaux.

Théoréme 7.4 : diagonalisabilité des endomorphismes symétriques
Soit (E, (.].)) un espace vectoriel euclidien, et soit : u O £ (E), symétrique.
Il existe une base orthonormale de E dans laquelle 'endomorphisme u est diagonalisable.
E est de plus la somme directe orthogonale des sous-espaces propres de u.

Démonstration :
On effectue cette démonstration par récurrence sur la dimension n de I'espace.
Si u est un endomorphisme symeétrique d’'un espace euclidien de dimension 1, il est évidemment
diagonalisable puisque sa matrice dans toute base de E est de taille 1x1, donc diagonale.
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Supposons le résultat acquis pour tout endomorphisme symétrique d’'un espace vectoriel de dimension :
n =1, donnée.
Soit alors u un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien E de dimension (n+1).
Puisque P, est scindé dans R, u admet au moins une valeur propre A et un vecteur propre associé e;.
Notons alors E’ le supplémentaire orthogonal de Vect(e,) dans E.
« E’ est stable par u :
En effet: O x O E’, (e1Ju(x)) = (u(ey)|x) = A.(e1]x) = 0, puisque x est orthogonal a e;.
Donc : u(x) O Vect(e,)”, et : u(x) O E".
» Notons alors u’ I'endomorphisme induit par u dans E’ : 'espace E’ est de dimension n puisque
supplémentaire dans E de Vect(e,).
+ L’'endomorphisme u’ de E’ est symétrique car : O (x,y) O E, (x|u’(y)) = (x|u(y)) = (uX)ly) = (U'X)]y).
Donc il existe une base orthonormale (e, ..., en+1) de E’ formée de vecteurs propres de u'.
Mais ces vecteurs sont aussi vecteurs propres de u et en réunissant cette famille a e;, on obtient une
base orthonormale (e, ..., en.1) de E, formée de vecteurs propres de E, ce qui termine la récurrence.

Théoréme 7.5 : diagonalisabilité des matrices symét  riques réelles
Soit:n=>1.
Soit : A O e/ (R), une matrice symétrique réelle.
Alors A est diagonalisable et il est possible de la diagonaliser par I'intermédiaire d’'une matrice
orthogonale.

Démonstration :
Si u désigne I'endomorphisme de R" canoniquement associé a A, il est symétrique pour le produit
scalaire canonique de R", puisque la base canonique est orthonormale pour ce produit scalaire et A est
symétrique réelle.
Donc u est diagonalisable et ses espaces propres sont orthogonaux.
Si on considere alors une base de vecteurs propres de u formée de la réunion de bases orthonormales
des différents espaces propres de u, on obtient une base de vecteurs propres de u qui est une base
orthonormale.
La matrice de passage P de la base canonique a cette base de vecteurs propres est alors orthogonale
et si on note enfin D la matrice P™*.A.P, elle est diagonale, autrement dit on vient de diagonaliser A par
l'intermédiaire d’'une matrice orthogonale.
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