TD3 Trigonométrie Correction .

Exercice 1 : Calculer la valeur exacte de chacun des nombres réels suivants :

—21) = cos(&L) = cos(Z) = Y3 car cosinus est une fonction paire et 27
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périodique (division euclidienne de 25 par 12); cos( = cos(f) = % car

cosinus est une fonction 27 périodique (division euclidienne de 127 par 8) .

2. sin(=37) = —sin(147) = —sin(377) = 0; sin(307") =sin(%) = —g .

1. cos(

Exercice 2 : On donne cos() = @.
s s

1. Le signe de sin(¥) > 0 car 0 < £ < ¥ et pour calculer la valeur exacte de

sin(Z) on utilise I'identité cos?+sin®> = 1. On a donc sin*(Z) = & 1‘2‘[ donc
|sin(§)| = 10_12\/5 = 10;2 or sin(¥) > 0 donc
sin(ﬁ) = 710 —2V5
D 4
2. cos(*F) = cos(m — F) = —cos(Z) et sin(F) = sin(r — ) = sin()

3. cos(20) = 2cos?(A) — 1 donc cos(d) = L qone

cos(a) + 1

o
Jeos(5)] = /<24

4. Comme cos(%5) > 0 on a | cos(5)| = \/COS( \/\[+5 .

Exercice 3 : Résoudre sur R les équations suivantes d’inconnue x et représenter 1’en-
semble des solutions sur le cercle trigonométriques.

1. 4sin(z)® 4 4v/3sin(z)? = 9sin(x) < sin(z)(4sin?(z) + 4v/3sin(z) —9) =0
& sin(x) = 0 ou 4sin’(z) + 4v/3sin(z) —9 =0

On étudie les racines du polynome 4X? + 4v/3X — 9 qui sont 7 = —3v/3 < —1

et ro = L2 avec A =34%.

On a donc :

of%

sin(z) = 0 ou 4sin®(z) + 4v3sin(z) — 9 = 0 < sin(z) = 0 ou sin(z) =

2
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2. On sait que cos() = sin(5 —#) donc sin(3z) = cos(z + ) < sin(3x) = sin(}

1)
, on est donc ramené a la résolution sin(#) = sin(a). Ainsi :

. . T 3= —x+2mnr meZ :c———l——”r meZ
_ T e 1 6
sin(3z) Sm(4 z) {33: =7 — (% —z)+2pm pEZ { % +p7r pEZ

La solution du systéme est donc (7% + 3Z) U (3 + 7Z).
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3. L’équation étant 3 cos(5z) = cos(2x) + cos(12x), on pense a utiliser la relation
q

cos(p) + cos(q) = 2 cos(E5?) cos(252) avec p =2z et ¢ = 12z. On a :

3 cos(br) = cos(2x) 4 cos(12z) < 3 cos(bz) = 2 cos(bx) cos(7x)
& cos(5x)(3 — 2cos(7x)) = 0 < cos(bxr) =0 ou cos(7z) = g > 1

Donc cos(5z) = 0 < 5z = § + mm avec m € Z, les solutions sont donc S =
5+ 2.
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Exercice 4 : On considere la fonction définie par :

sin(3z)
sin(x)

froxr—

1. f est définie si et ssi sin(xz) # 0 donc I'ensemble de définition de f est Dy =
R\ (72Z).

2. f(—z)= S;nn((__ 35)) = __Ssiinn(éf)) = f(x) donc f est une fonction paire.
3. flw+m) = Si;f’(f:%)) = Sl;fgi%) = __Ssi?n(f’;)) = f(x) donc f est une fonction 7

périodique.
4. La fonction étant 7 périodique, on peut restreindre I’étude a Dy N [~5; 7] =
[—5;0[U]0; 3] et la fonction étant paire, on peut restreindre I’étude a ]0; 7).

5. f est dérivable sur Dy comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur
_ 3cos(3z) sin(z)—sin(3z) cos(x)
o sin? (x) ’

ne s’annule pas et f'(x)

Exercice 5 : v/3tan(z) —1 <0 x €[22, 57,

Exercice 7 : 1. xsin(a) +cos(2a) =1 & x € { siri;({z)

66
Exercice 6 : Si on pose ¢ = tan(5) on sait que sin = % et cos = };—ii
L 1 (=t 242
" ‘COS(I) _ gtm?) == —tan(2), 2 € R\ 7Z
sin(x) Tz 2t 2

1+tan(z) 1—tan(z) 5 1 + tan?(x)

B) tan(% +2) + tan(> — x) =

4 1 — tan(x) 1 +tan(r) 1 — tan?(x)
1 cos?(z) 2 T
= __sin 2 - 6 R — _Z
M=o~ cos? () cos?(w) — sin®(x)  cos(2z) o \ (4 T3 )

1—cos(2a) = R\ (7TZ)

a€nd

2. 22% — 2(cos(a) + sin(a))z + sin(2a) = 0 on calcule le discriminant A = 4(1 —
sin(2a)). Or 0 < 1 —sin(2«a) donc 2 cas a traiter :
Sisin(2a) = 1 & 2+ ( k € Z) alors une seule racine r = w =
? cos(§ —a) = ? cos(km) = @(—1)’“.
Si sin(2«) < 1 alors il y a deux racines distinctes.

Exercice 8 : Pour tout = # 0[r] et tout n € N, on pose

3 2n+1
P, : 7 cos(z) cos(2x) . ..cos(2"x) = ;Hi(li(x))
nrisin(x



sin(2x) _ 2 sin(z) cos
2sin(z) 2sin(z)

Hérédité : On suppose P, vraie a un rang n fixé, montrons P, vraie.

cos(z) cos(2z) . .. cos(2"z) cos(2" M x) =pp sin(2" e cos(21 ) () cos(a)sin(a) = 3 sin(2a)

@) donc Py est vraie.

Initialisation

27+ sin(z) 2
__ on+l . . osin(27t2) cos(27 1) sin(2712x)
donc avec a = 2"z on obtient : 5 sm(a) = S 7em(z)

Exercice 9 : Un peu de logique!
1. 7(3z € R, cos(z) = 0) et (dz € R, sin(x) = 0)” est vraie car il existe x = 7 tel
que cos(x) = 0 et il existe 2 = 0 tel que sin(x) = 0.
2. 7(3r € R, cos(x) =0 et sin(z) = 0)” est fausse. On peut effectuer un raisonne-

ment par I’absurde, supposons qu’il existe = € R tel que cos(z) =0 et sin(x) =0
or cos? +sin? = 1 donc 0 = 1 Contradiction !



