TP Info n°4 2012-2013

Theme : suites et séries de fonctions.

Exercice 1.
| = Soit f une fonction que I'on définira ultérieurernen

f(x)?

Définir la suite de fonctiong,donnée parg,(x) = o comme une fonction de deux
2, =
A )"+
n

variables n et x.
> restart;
B g:=(n,x)->fF(x)"2/sqrt(f(x)"2+1/ n"2):
B Choisir maintenant et définir une fonction f quaclge de signe sur un segment [a,b] sans
préciser cet intervalle ici mais qu'on utilisers@ite.
Construire ensuite une liste indexee contenargrigshes des vingt premieres fonctigpsur
I'intervalle [a,b] choisi.
Afficher ensuite simultanément ces graphes sumugme figure, puis en les superposant a celui
de la fonction f, toujours sur le segment [a,b] gaes avez choisi.
Les afficher dynamiquement ensuite, I'un apresrégouis en conservant en arriere-plan le
graphe de la fonction f.
Pensez-vous qu'il y a convergence uniforme sut fa\ers quelle fonction ?
> f:=x->sin(10*x)/ (10*x);
w th(plots):
pl ot _gn: =seq(plot(g(i,x),x=0..1,color=red),i=1..20):
plot f:=plot(f(x),x=0..1, col or=bl ack):
di spl ay(pl ot _gn, plot _f);

1 sin(10x)
10 X

fi=x>

-0.21
> graphe_ani ne: =di spl ay(pl ot _gn, i nsequence=true):
di spl ay(graphe_ani ne, pl ot _f);
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Que pensez-vous de | f | comme limite ?

Exercice 2.

TIX
B Etudier graphiquement si la suite de fonctionsrdefpar : f (x) =4n(1- x)(zn) sir(7j,

vous parait converger uniformément sur [0,2].
On pourra pour cela utiliser une animation desluggaples premieres fonctiofis
Reprendre des suites ou séries de fonctions defitaies la feuille d'exercices (de la feuille
'suites et séries de fonctions') correspondarggahiner s'il y a convergence uniforme de ces
suites et séries de fonctions.
> f:=(n, x)->4*n*(1-x)™(2*n)*sin(Pi *x/ 2):
> N =30:
di spl ay(seq(plot(f(i,x),x=0..2,color=red),i=1..N),Iinsequence=
true);
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Exercice 3.

On va construire, pour une fonction f sur [0,1] saée de polyndbmes (appelés polynémes de

Bernstein) qui converge uniformément sur [0,1] fe(Pour la démonstration, voir en exercice).
B Définir une fonction de deux variables, polynongalx, par :

k
nont f(—j X (1-x)"0
B(n,x)= >, —
“~ K (n-k)
> restart;

Ber nst ei n: =(n, x) ->sun( bi nom al (n, k) *f (k/ n)*x"k*(1-x)"*(n-k), k=
0..n);

n
k

Bernstein := (n, x) — ) binomialn,k) f(ﬂ X (1-x)"7W
L k=0
B Construire ensuite une liste des graphes des Mignepolynémes de Bernstein sur [0,1] pour
la fonction :x — 2x’ —3 x>+ 1 et tracer sur un méme graphique ces 10 premidyagmes.
Reprendre la méme chose en animant l'affichagealebes pour les numéros de 1 a 46 par pas
de 5.

Etudier ensuite le cas de la fonctian = sin( 6x).
> w th(plots):
fi=x->2*x"7-3*x"3+1:
n: =10:
di spl ay(seq(pl ot (Bernstein(i,x),x=0..1),i=1..n));

=
0.8
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0.2

of © " " "o 77 Toa ‘x' 06 'OW

> di spl ay(seq(pl ot (Bernstein(-4+5*i,x),x=0..1),i=1..n),insequen

ce=true):
> f:=x->sin(6*x);
n: =10;
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di spl ay(seq(pl ot (Bernstei n(-4+5*i,x),x=0..1),i=1..n),insequen

ce=true):
f:=x - sin( 6x)
n:=10
E Améliorer la procédure précédente en faisant adfidimultanément a I'animation la véritable
fonction.

Pour cela vous pourrez construire deux graphesctatenant la séquence des graphes des
différents polynémes, l'autre la vraie fonctionalicher ensuite les deux graphes
simultanément.
> 1 =x->2*x"7-3*x"3+1;
n: =10:
Appr oxi mat i ons: =di spl ay(seq(pl ot (Bernstein(-4+5*i,x),x=0..1),
i =1..n),insequence=true):
Vrai eFoncti on: =pl ot (f(x), x=0.. 1, col or =bl ack):
di spl ay( Appr oxi mat i ons, Vrai eFoncti on):
fi=x - 2x -3xX+1
> f:=x->sin(6*x);
n: =10:
Appr oxi mat i ons: =di spl ay(seq(pl ot (Bernstein(-4+5*i,x),x=0..1),
i =1..n),insequence=true):
Vrai eFoncti on: =pl ot (f(x), x=0.. 1, col or=bl ack):
di spl ay( Appr oxi mat i ons, Vrai eFoncti on);

f:=x - sin( 6x)

0.5

-0.51

Exercice 4.
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Fonction de van der Waerden. (voir exercice).
Definir une fonction f de x sur [0,1], qui vaut urd0,1/2] et (1-x) sur [1/2,1].
> restart;
f:=proc(x) piecew se(x<(1/2),x,(1-x)) end;
f ;= proc(x) piecewis¢x<1/2 x 1-x)end

On appellera plus généralement fp la fonction lepégue sur R qui coincide avec la fonction

précédente sur [0,1].
B Tracer cette fonction fp sur [-4,+4].
> fp:=x->f(x-floor(x)):

> with(plots):
w

pl ot (fp(x),x=-4..4);
0 X

B On noteu,, la fonction qui a x fait correspondré_’li fp(x 4M).
Construire une fonction S de deux variables naixdonne la n-ieme somme partielle de la

00
série de fonction§ Up,-

> S:=(n, x) -n>:sourr( AN(-k)*fp(x*4. k), k=0..n);

n
S:=(n,x) - 2, 47 fp(x 4k
k=0
B On montre (voir I'exercice cité en référence) gusdrie converge uniformément sur [0,1].
Tracer S(10,x) sur l'intervalle [0,1], puis S(100skr des intervalles plus petits.
Explorer enfin la fonction limite grace aux somrpestielles et constater qu'elle semble ne pas
étre dérivable.
Pour cela, on pourra comparer son graphe (surtarvaille trés court) avec celui d'une fonction
classique, dérivable).
> plot(S(10, x),x=0..1);

0.57
0.4
0.37

0.2

O.1j

0 ' ‘ ' n") ‘ ' ‘ ‘ n'A ‘ ' n‘n ' ' ‘ ' nln ‘ ' ‘ 4
> display(seq(plot(S(i,x),x=0..1),i=1..7),insequence=true):
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> pl ot (S(100, x), x=0..1):

> pl ot (S(100, x), x=0.4..0.45);
0.534-
0.532-

0.537

0.5281
0.5261
0.5241
0.522-

0.521

0.5181
0.5161
0.5147
0.512-

0.517

0.5081
0.5061
0.5047
0.502-

0. 55

042 0 43 044 0 45
> pl ot (S( 100, x) , X=0. 4. . 0. 403)

0.5331
0.53251
0.532-

0.53151

04004 04008 04017 04018 0 407 04074 04078
> plot (S(100, X) . X=0. 4.0 40001):
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0.533332
0.53333-
0.533328

0.533326

0.4

' 0.400002

0.400004
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