TP Info n°3 2012-2013

Théme : algéebre linéaire (déterminants et réduction

Exercice 1.
(b+c)> b? c?
=] Définir la matrice A 3 &% (c+a)? ¢
a’ b>  (a+b)?
> restart;
A:=matrix(3,3,[(b+c)"2,b"2,c"2,a"2,(c+a)2,c"2,a"2, b"2,(a+tb)”
2]);
(b+c)* b? c?
A=l & (c+ a)? c?
a’ b?  (a+b)?

B Calculer son déterminant, puis le simplifier.
> with(linalg):
DetA:=det(A);

War ni ng, new definition for norm
Warni ng, new definition for trace

DetA:=12b°c?a’+6b’c’a+6b’cal+6b’ca+2b'ca+r6bda’+6b’cca
+6bfa’+2bca'+2ctab
> factor(DetA);

2acb(b+c+ a)®

Exercice 2 (déterminant de Vandermonde).

B Ecrire une procédure qui définit une matrice dedéamonde avec comme parameétre une liste
notée x (et éventuellement le nombre de termes citesliste).

Calculer le determinant de cette matrice pour iste [x;, X,, X3, X,], puis pour une liste de
quatre valeurs numeriques.

Comparer la valeur numérique et la valeur théormjatenues.

> restart:
VDM:=proc(x) local n,A,i,j;
n:=nops(x);
A:=matrix(n,n);
forifrom 1 to ndo
for jfrom 1 to ndo
Al j1=x[1]7(-1);
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od:
evalm(A);
end,
VDM := proc(X)
localn, A i, j;
n:=nopgx);
A :=matrix(n, n);
for ito ndo for jto ndo Ali,j] :=x[1]™(j — 1) od od;
evalmA)
end
> with(linalg):
det(VDM([X[1],x[2],x[3].x[4]]));

War ni ng, new definition for norm
Warni ng, new definition for trace

2 3 3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3 3 2
XoXg Xg =X Xg Xy —XgXy Xy tXg X Xy F XXy Xg =Xy Xy Xg =X Xg Xy F X Xg X,

2 3 3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3
FXg Xy Xy XXy Xy TXg Xy Xg FXg X Xg FX X Xy X X Xy T X Xp X,

3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3 3 2
FXo Xy Xy FX Xy Xy T X Xy Xy TX Xy Xy FX Xy Xy HXo X Xg T X Xy Xg
2 3 3 2
TXX X H XXy X
> VDMx:=factor(%);
VDMX = (=X, + X3) (X, = X,) (X = X3) (=X, + %) (X, = %3) (X, = X,)
> det(VDM([1,3,4,6]));

180
> x:=[1,3,4,6];
VDMX;
x:=[1,3 4 69
180

Exercice 3 (exercice ENSAM)

a 0 0 o0hb
0O aoO0ODbao
B Soit:A=|0 1 2 1 0|, ouaetbsontdeux complexes.
O b Oao
b 0 0 0 al

Définir la matrice A.

A quelle condition A est-elle diagonalisable ?

En supposant cette condition réalisée, on appelleeBbase de vecteurs propres et P la matrice
de passage de la base canonique a la base B.

vérifier queP™ A P est bien diagonale (on utilisera les fonctionscodes en haut de page).
On commence évidemment par définir la matrice A.
> restart:
with(linalg):
A::matrix(5,5,[a,O,O,O,b,O,a,O,b,O,OF;aé‘ebo,O,b,O, a,0,b,0,0,




0,a]);
Warni ng, new definition for norm
Warni ng, new definition for trace

a 00 O0b
0O a0O0ODbao
A=01 2 10
O b Oao
Llb 0 0 0 al

On calcule ensuite les éléments propres de A.
> eigenvalues(A);
eigenvectors(A);
2,-b+ab+a-b+ab+a
[-b+a2,{[1,0,00 -1, [0,1,0 -1, 0} ],

[b+ 2 {[1,0,0 0 [olb+1 111b+1 10}}
H b 1 b ] 1 l_ _a'_ H l_ _a'_ 1 b
a2, {[ 1 S0*3 S0*3 }

[2,1,{[0, 0,10 Q}]
Il'y a alors plusieurs cas a distinguer suivantlgsevaleurs propres sont distinctes ou pas.
Premier cas:a-b=a+b=2.

> a=2;
b:=0;
A:=matrix(5,5,[a,0,0,0,b,0,a,0,b,0,0,1,2,1,0,0,b,0, a,0,b,0,0,
0,a]);
eigenvectors(A);
a.=2
b:=0
2 0 0 00
0 2 000
A=0 1 2 1 0
0 00 20
(0 0 0 0 2

[2,5{[0,0,1,04Q, [1,0,0,00], [0,-1,0,14,0], [0,0,0,0 1]}]
La matrice n'est dans ce cas pas diagonalisable.
Deuxieme casa - b = a + b (distincts de 2).

> a:='a’
b:=0;
A:=matrix(5,5,[a,0,0,0,b,0,a,0,b,0,0,1,2,1,0,0,b,0, a,0,b,0,0,
0,a)]);
Vects:=[eigenvectors(A)];
a:=a
b:=0
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[a 0 0
0O a0
01 2
0 0O
(0 0 O
Vects:=[[a,4,{[1,0,0,0 4, [0,-1,0, 1,
[2,1,{[0,0,10 G}] ]
La matrice est dans ce cas diagonalisable. DiapomatHa. ..

0] [0,0,00 1], 0,-2+4a,1,0,0]}],

> P:=transpose(matrix(5,5,[op(Vects[1][3]),op(Vects[2 13DD);
0 0 0 1 0
-2+a -1 0 0 O
P=| 1 0 001
0 1 0 0O
L O 0O 1 0 Q

> simplify(evalm(PA(-1)&*A&*P));

oY% O O o
N © O o o

O O OoOow
OO oY o

0
0
a
0
0

Remarque: essayez sans 'simplify'...
Troisieme cas:a + b = 2 (distinct de a-b).

> a:='a’;
b:=2-a;
A:=matrix(5,5,[a,0,0,0,b,0,a,0,b,0,0,1,2,1,0,0,b,0, a,0,b,0,0,
0,a]);
eigenvectors(A);
a:=a
b:=2-a
[ a 0O 0 0 2-al
0 a 0 2-a 0
A= 0 1 2 1 0
0 2-a 0 a 0
12-a 0 0 O a |

[2,3,{[0,0,1,00Q, 1000 1}}], Ra-22{[-1,0,0,0 1, [0,-1, 0, 1, O]}t ]
La matrice n'est pas diagonalisable.
Quatrieme cas :a - b = 2 (distinct de a+h).

> a:='a)
b:=a-2;
A:=matrix(5,5,[a,0,0,0,b,0,a,0,b,0,0,1,2,1,0,0,b,0, a,0,b,0,0,
0.,a]);
Vects:=eigenvectors(A);
a:=a
h=-2+a
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a 0O 0 0 -2+a]
0 a 0 -2+a 0
A=l 0 1 2 1 0
0 -2+a 0 a 0
|-2+a 0 0 0 a |

Vectsi=[2a-2,2,{[1,0,0,0 1, [0,-2+a,1,-2+a,0 ]} ],

[2,3{[0,0,1,00Q, [(1,0,0,0 1] [0,-1,0, 1, O]} ]
Ici, la matrice est diagonalisable.

> P:=transpose(matrix(5,5,[op(Vects[1][3]),op(Vects[2 13DD);
0 1 -1 0 0
-2+a 0 0 -1 O
P=| 1 0O 0 01
-2+a 0 0 1 O
L O 1 1 0 Q

> simplify(evalm(PA(-1)&*A&*P));

2a-2 0 0 0 0
0 2a-2 0 0 0
0 0 2 00
0 0 020

L0 0O 0 0 2

Dernier cas: les trois valeurs propres sont distinctes. La ic@tst alors diagonalisable.
> a:='a)

b:='b";
A:=matrix(5,5,[a,0,0,0,b,0,a,0,b,0,0,1,2,1,0,0,b,0, a,0,b,0,0,
0.al);
Vects:=eigenvectors(A);
P:=transpose(matrix(5,5,[op(Vects[1][3]),op(Vects[2 1[3]),0p(V
ects[3][3])]));
a:=a
b:=b
[a 0 0 0 b
0O aoO0Obao
A=0 1 2 1 0
0O b 0O ao
b 0O 0 0 al
1

1 1 1
V = 2 1 — —a-1,1— —a-1
ects [b+a, Al ,O,O,O,]],[O,2b+2a , ,2b+2a ,O}}},

[2,1,{[0,0,1,0Q4}], [b+&a2{[-1,0,0,0 1, [0,-1,0, 1, O} ]

Page 5



1 0 0 0 -
1
0 —b+£a— 10 -1 0
P:=/0 1 1 0 0
1 1
0 “b+za-1 0 1 O
2 2
> simplify(evalm(P/(-1)&*A&*P));
‘bta 0 0 0 0
0O b+a O 0 0
0 0 2 0 0
0 0O 0 -b+a O
B - 0 0O 0 0 -b+al

Exercice 4

B Résoudre avec Maple le systeme suivant, d'incorues, de paramétres aet b :
X.(1+sin(a)) + y.sin(2.a) + z.sin(3.a) n(dgi.a)
X.sin(2.a) + y.sin(3.a) + z.sin(4.a) = Siaf
x.sin(3.a) + y.sin(4.a) + z.sin(5.a) = 6iaf
x.sin(4.a) +y.sin(5.a) + z.sin(6.a) = b
On commencera par résoudre un systeme 3x3 (sanmi@ande solve) puis on examinera la
compatibilité des solutions avec la quatrieme éqnoat
Ce n'est pas un systeme carré. On commence paerdsitrois premiéres équations:
> restart;
A:=matrix(3,3,[(1+sin(a)),sin(2*a),sin(3*a),sin(2*a ),sin(3*a)
,Sin(4*a),sin(3*a),sin(4*a),sin(5*a)));
B:=matrix(3,1,[sin(4*a),sin(5*a),sin(6*a)]);
1+sin(a) sin(2a) sin(3a)
A:=| sin(2a) sin(3a) sin(4a)
sin(3a) sin(4a) sin(5a)

sin(4a)
B :{sin( 5a)}
sin(6a)
> with(linalg):
DetA:=det(A);
War ni ng, new definition for norm
Warni ng, new definition for trace

DetA:=sin( 3a) sin( 5a) - sin( 4a)” + sin(a) sin( 3a) sin( 5a) - sin(a) sin( 4a)?
—sin( 2a)? sin(5a) + 2 sin(2a) sin( 3a) sin( 4a) - sin( 3a)°
On simplifie un peu ¢a:
> simplify(DetA);
-1+coga)’
Donc pour a différent de 0 ou damoduloTt, les trois premieres équations constituent un

—r

systeme de Cramer, et on obtient X, ypage gnvasble systeme des trois premieres




éguations:
> solutions:=evalm(A"(-1)&*B):
Infernal (je ne I'ai donc pas affiché) ! La encame simplifie :
> solutions:=simplify(solutions);
0
solutions:= -1
2coqa)
On examine maintenant si le systeme est compatible
> evalm(transpose(B)&*solutions);

[-sin(5a) + 2 sin(6a) coqa)]
> map(combine,%);
[sin( 7a)]
Donc si : b =sin(7a), le syteme est compatiblée®solutions sont données par le triplet
'solutions’, sinon il n'y en a pas.

Il reste a étudier les cas : a = 0, ou :™@ gui sont immédiats a traiter.

En effet, si b est non nul, il n'y a pas de sohgicet si b est nul, les solutions sont (0,y,ztave

y et z quelconques.

Exercice 5

Maple ne sait pas calculer les puissances forme#esnatrices. Nous allons le faire pour les
matrices diagonalisables.

11 -5 5
B Exemple: trouver avec Maple les valeurs propre®eteurs propresdeM =|{-5 3 -3|
5 -3 3

Construire ensuite une matrice permettant de delggan M, et vérifier ensuite quePf_l) M P
est diagonale.

> restart;
M:=matrix(3,3,[11,-5,5,-5,3,-3,5,-3,3]);
with(linalg):
eigenvectors(M);
11 -5 5
M:=|-5 3 -3
5 -3 3

Warni ng, new definition for norm
Warni ng, new definition for trace

[16, 1 {[2,-1, 1J}]. [0, 1, {[0, 1, 1]} ], [1, L, {[-1,-1, 1] } ]

> P:=transpose(matrix(3,3,[[0,1,1],[-1,-1,1],[2,-1,1] );
0O -1 2
P=[1 -1 -1
1 1 1

> InvP:=evalm(P/(-1));
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InvP :=

Ol Wk NIk
Ol Wik NI

Wik WL

> evalm(InvP&*M&*P);

|

On va constuire une procédure qui va, pou
les puissances de cette matrice.
B Pour la matrice M précédente construire deux li$i@se contenant ses valeurs propres et l'autre
leurs multiplicités.
> valp:=NULL:
ord:=NULL:
S:=[eigenvectors(M)];
for i from 1 to nops(S)
do valp:=valp,S[i][1];
ord:=ord,S[i][2];

[EE
o O O

o O O

M

=

0
1
0
donaéterminer si elle est diagonalisable, puis

od:
valp:=[valp];
ord:=[ord];
S:=[11,1{[-1,-1, 1}], (16,1 {[2,-1, ]} ] [0, 1, {[O, 1, 1]} ]]
valp:=[1, 16, q
N ord:=[1, 1, 1]
B Extraire ensuite sous forme de liste d'ensemblegdeurs, les vecteurs propres, toujours dans
le bon ordre.

> vectp:=NULL:
for i from 1 to nops(S)
do vectp:=vectp,S[i][3];
od:
vectp:=[vectp];

L vectp:=[{[-1,-1, 1]}, {[2 -1, 1 }, {[0, 1, 1] }]
B Transformer ensuite cette liste d'ensembles eristeesimple de vecteurs et tester si la matrice
est diagonalisable.

> vectp:=map(op,vectp);

vectp:=[[-1, -1, 1], [2, -1, 1], [O, 1, 1]]
> if(nops(vectp)=add(ord][i],i=1..nops(ord)))
then print("La matrice est diagonalisable’)
else print('La matrice n'est pas diagonalisable )
fi;

La matrice est diagonalisable

- \ Construire alors la matrice de passage, la maliaggonale associée a M, la matrice diagonale a
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la puissance n et enf".
> P:=transpose(matrix(vectp));

-1 2 0
P=-1 -1 1
1 1 1

> DiagM:=diag(seq((valp[i])$ord][i],i=1..nops(valp)));

1 0O
DiagM:=|0 16 O
0

0 0
> DiagMn:=diag(seq(((valp[i])*n)$ord][i],i=1..nops(val P)));
1 0 O
DiagMn:=|0 16' 0
O 0 O
> InvP:=evalm(1/P);
1 1 1
3 3 3
1 -1 1
InvP :=| — - -
3 6 6
1 1
O — —
L 2 2 |
> Mn:=evalm(P&*DiagMn&*InvP);
(1 2 11 1
—+-16" ---16" —+-16
3 3 3 3 3 3
1 1 1 1 1 1
Mn:=| ———16" —+—-16" —--16"
3 3 3 6 3 6
1 1 1 1 1 1
—+-16" —-—-16" —+—-16"
L 3 3 3 6 3 6 i

B Ecrire enfin une procédure avec M et n en parameereprend toutes ces étapes et la tester
sur M, puis sur :

2 1
— — 0
3 3
a b c 1 2 3 3 4
A=|0 b c|sur:B=[{0 1 3|,etsurC=| — — 0
0 0 ¢ 00 2 ro7
2 3 4
. 9 9 9 |

> puiss:=proc(M,n) local
S,vectp,i,valp,ord,P,InvP,D,DiagMn,Mn;

if type(n,numeric) then RETURN(evalm(M”n)) fi;
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S:=[eigenvectors(M)];
vectp:=NULL,;
valp:=NULL;
ord:=NULL;
for i from 1 to nops(S)

do vectp:=vectp,SJ[i][3];

valp:=valp,S[i][1];
ord:=ord,S[i][2];

od,;
vectp:=[vectp];
valp:=[valp];
ord:=[ord];
if(nops(vectp)=add(ord[i],i=1..nops(ord)))

then print('La matrice est diagonalisable’)

else RETURN( La matrice n'est pas diagonalisable D),
fi;
P:=transpose(matrix(map(Set->op(Set),vectp)));
DiagMn:=diag(seq(((valp[i])*n)$ord[i],i=1..nops(val P)));
InvP:=evalm(P"(-1));
Mn:=map(simplify,evalm(P&*DiagMn&*InvP));

end:
> puiss(M,n);
La matrice est diagonalisable
1 2 1 1 1 1 ]
~+-16" ~--16" —+_16
3 3 3 3 3 3
11 11 11
---16" ~+-16" —-—16
3 3 3 6 3 6
11 11 11
—+-16" —--16" —+—-16
. 3 3 3 6 3 6
> A:=matrix(3,3,[a,b,c,0,b,c,0,0,c]);
a b c
A=0 b c
0O 0 c
> puiss(A,3);
a> a’b+(ab+K)b a’c+(ab+H)c+(ac+bc+ é)c
0 b b’c+(bc+ &)c
0 0 c’
> B:=matrix(3,3,[1,2,3,0,1,3,0,0,2]);

w
i
1

o o P
OFr N
N W W

\%

puiss(B,5);
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1 10 249
0O 0 32
> puiss(B,n);

La matrice n'est pas diagonalisable
> C:=matrix(3,3,[2/3,1/3,0,3/7,4/7,0,2/9,3/9,4/9));

2 1
- - 0
3 3
3 4
C= = - 0
7 7
2 1 4
L 9 3 9 |
> puiss(C,n);
La matrice est diagonalisable
24_15” 21(‘”) 1_15n 21(‘”)
16 16 16 16
g_gsn 21(‘”) 1_'_25“ 21(‘”)
16 16 16 16
4" 9(—n)+3+15n 21(-n) l_lSn 21(-n)
L 16 16 16 16
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