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Corrigé Devoir n° 5 (e3a PC 2009)
Source: UPS

PREMIERE PARTIE :

ETUDE THERMODYNAMIQUE DE L’AIR HUMIDE.

A/ RELATIONS GENERALES

A1l. La loi des gaz parfaits peut s’écrire :

ir a% T
PAVZ”RT:(”airJanap)RTiPA:na RT+napR
\%4 \%4
s P
R T air vap
done s Ny R R
ones R T ~ Fair = Malr Tvap N Mvap
P, vap — Mvap Mvap ‘_/
A2. Ona
Pyap 1%
w = Myvap _ Tap X/% _ Tair Pvap
Mair ﬁ X}I‘f/ T'vap Py — Pvap
Mvap Pvap My,
— 5= P
v Mair . PA - Pvap - Mair
On peut résoudre en Py,p. Le calcul donne :
w w/d w
—(Pa— Pva = Pva Pva = Py= P
5(PA = Pap) = Pop = P Trws AT wrs A

. — 18 ~
AN :6=2~062.
A3*a. Si HUR=0= my,p =0 : l'air est sec !
Si HUr= 100% ?P\,ap: sat
A3*b. On a vu que w = ¢ PAP—V—B;VW'
f(Pvap) est / dans intervalle [0; Py], car Py < Py=-

P, 3200

7B~ V92X 101300

La fonction w =

Wy =0 ~0,02~2%

A3*c. Etudions les différents cas :

e Pour une élévation isobare de température, P4 reste
constante. Par contre, le graphe fourni dans
I’énoncé montre que P; est une fonction croissante
de la température. On déja vu dans la question pré-
cédente que la fonction wps est une fonction crois-
sante de P;. Finalement, on voit qu’une élévation
isobare de température entraine une augmentation
de wyy.

e Pour une augmentation isotherme de pression, on a
alors Py /', & P,= (= wjs va diminuer.

A4*a. On a les relations suivantes :

Pair = Maijr Tair 15

v Pvap = Mvap rvap‘_/ Py= P, + Pvap

T
= PA = ‘_/(mair Tair + Myap Tvap) (1)
De plus :

Pap Pa  w Py 2

H = P — = =8 Mair

UR PS PS X w + 5 PS Tnvap 5
PA Meya HUR Ps

HUp=2-A__ M oy .
B P, Mg+ 0mman O Py HU, P,

2012-2013

En injectant cette relation dans (1), on obtient :

PaV
=

HUrP. \ =~
Pa—HU, P, ) "

(Tair + rvap 0

PaV
T (Tair + Tvap 0

Mair = ~410 kg

HUR P,
Pr—HU, P, )
d’ou :

HUR Ps
Py — HU, P,

Meyap =0

Mair ~ 3,25 kg

La masse totale d’air humide est évidemment :

Mp, = Mair + Myap = 413 kg

A4*b. La température étant descendue a 5°C, la pression
de vapeur saturante est maintenant voisine de P;~ 900 Pa.
Calculons la pression de la vapeur d’eau en la supposant
toujours entieérement sous forme gazeuse, donc en suppo-
sant Pyap < P :

Pyap =Myap Mvap % ~ 1280 Pa > P, = impossible

De la vapeur s’est donc condensée, et la pression de vapeur
dans le local vaut P, : I’humidité relative est donc de
100%.

On en déduit immeédiatement la masse d’eau m’ sous
forme gazeuse :

PV
'=—%_~230k
m T ,30 kg

Tvap

et donc la masse d’eau qui s’est condensée :
— ! ~
Meau = Mvap — M’ ~ 0,95 kg

A5*a. La température de rosée est atteinte quand toute
I’eau est sous forme vapeur, a la pression P;. On a alors :

Pa Myap

HUR =100 _——
n %: Ps mvap+5mair

=1=

Myvap P4 3,25 x 101300

= ~ ~1280 P
Mivap + 0 Maie 3,25+ 0,62 x 410 &

La lecture de la courbe fournie donne alors : 0;osce =~ 10°C

A5*b. Si la nouvelle température de rosée vaut 8°C, la
courbe donne : P; ~ 1100 Pa. La masse d’eau présente
dans le local est donc :

m =LV 9 97 kg
Tvap 1’
La masse d’air se déduit de P4 = ‘—T/(mair Tair + Myap Tvap) =
1 /P 25°C
Majr = —< AV —m/” Tvap) ~ 410,4 kg
Tair T

(le résultat est trés peu différent de celui de la question
A4*a, comme on pouvait s’y attendre !)
On en déduit I’humidité absolue a 25°C :

m’ 2,97

U}:m—alrr\amzo,’rg%

et ’humidité relative & la méme température :

" 7.3 %1073
0,6217.3 %103

Uy PA v 101300

P, w446 3200

~25%
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B/ ETUDE DE L’EQUILIBRE EN VASE CLOS

B1. Un potentiel thermodynamique est une fonction des
variables d’état du systéme qui va décroitre lors d’une évo-
lution spontanée du systéme ; elle sera minimale & 1’équi-
libre.

B2. Une transformation monotherme et monobare est
caractérisée par le contact avec un pressiostat a la pression
P4 et un thermostat a la température T4. Exprimons
dU =W +6Q) :

oW =—PndV

dS:(;—QJr(SSC =dU =—PadV +T4dS — T4 6S.
A

Et donc : d(U + P4V — T4 S) = — T4 6S. < 0. On peut
donc introduire le potentiel thermodynamique :

G*=U+PaV =Ty S
qui sera minimal & I’équilibre.

B3*a. On considére maintenant une transformation pour
laquelle 1’équilibre mécanique et thermique est assuré a
tout instant : T"= T4 et P = P4. De I'expression de G =
U+ PV — TS on tire dans ces conditions :

dG=dU + PadV —TxdS

expression qui est bien la méme que celle de dG*.
Revenons a 'expression de dG. On sait que G est une fon-
ction des variables P,T,n;. On peut donc écrire :

e e e
0-(5),., 0 (&), 7 2 (5),

Comme P = Py=C5% T =Ty =(Cs%, Mz':(g,i)T P

dG = Z 1223 dn; = Hlig dn]iq + Hvap dnvap

On a bien finalement dG™ = piiq dniiq + ftvap ANvap-
B3*b. La conservation de la matiére pour le changement

d’état liquide < vapeur s’écrit :

_ _ st _
Nliq + Nvap = Ntot = = dnliq + dnvap =0

donc : dG* = (fvap — Hiq)dNvap
e Le potentiel chimique de la phase liquide vaut

Hliq = ,uhq(T) car le liquide est seul dans sa phase

e Le potentiel chimique de la phase gazeuse vaut

P,
fivap = 10p + RT ln( e )
On en déduit donc :

* PV
dG* = (MvaerRTln( P%p)uloiq(T))dnvap
Pya Py(T
<RT1 ( Pp> RTIn < ;0))>dnvap

Pea
dG*=RTIn ( P )dnvap

Finalement :
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B3*c. Si Pup(0) < Py(T) = ln( 1;(;(;)) <0. Comme dG*

doit étre négatif pour une évolution spontanée, il faut donc
que dnyap > 0 = une partie du liquide va se transformer en
vapeur. Si I’état d’équilibre final est diphasé, on doit avoir
0 <niiq <o+ n1. Par conservation de la matiére, on a

Thvap = N0 + N1 — Nig > 0.

A T’équilibre, on a :

Nva, P
s vap nvap‘i’”au vap — Nair P_ Ps
- P
d’ou : Ny ——— 7P + Niig =No + N1

B3*d. Etudions les cas proposés, en calculant

Py
P—P

Nliqg = No + N1 — Nair
i) on trouve

Niq ~ 3,6 x 1072 mol = ny,p~ 0,364 mol

ii) les données fournies ménent & une valeur de njq < 0 =
le systéme final n’est donc pas diphasé : toute ’eau est
sous forme de vapeur :

Nliq = 0= Nyap = 1o + 11 = 0,35 mol

C/ EVAPORATION DE L’EAU LIQUIDE

C1. La loi de FICK relie la densité volumique particulaire
nvap(M t) au vecteur densité de courant particulaire

(M t) = nyap(M, )T (M, t) :

7 (M, t)=— D grad (nyap(M, t))

Elle exprime le fait que la diffusion, phénomeéne irréver-
sible, tend & uniformiser la densité particulaire.

L’équation de la diffusion résulte de la combinaison de la
loi de FICK avec ’équation de continuité :

aiv(7(1,0)) + <W> —0=

D Anap(M 1) = (W)

Dans le cas unidimensionnel le long de I'axe z :

D( aangngz, t) ) _ (8nva5§z, t) )

C2*a. Entre tg et tg + dt, la tranche de hauteur dh de
liquide disparaissant au sommet de C laisse place a de la
vapeur d’eau, occupant le méme volume. Le nombre de
molécules d’eau contenues dans C est donc :

a to : N(to) = MNliq Sh(to)
atg+dt : N(to + dt) = Niig Sh(to + dt)
— nvap(h(to), to) Sdh

Remarque : signe — dans la derniére ligne car dh <0.
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On a donc :

AN = N(to+dt) — N(to)

Nlig Sh(ﬁo + dt nvap( (to), ﬁo) Sdh — Nliq Sh(fo)
dhlto) . o dh(ty)

00) 41— g )( 0 s L) gy

nvap(h(to) to)) S dt

= nliq S (
dh

\_/

= (iq— dat

Ce qui est la formule du texte, au facteur S prés afin de
rendre la formule homogeéne !

C2*b. 1l est clair que la variation dN est liée aux molé-
cules d’eau s’échappant du cylindre C par sa face supé-
rieure, qu’on peut calculer & l'aide du vecteur densité de
courant particulaire (attention au signe...) :

AN = — j(ho, t) SdtD(W) Sdt
On obtient finalement :

(220011 = (s ), ) 8 L0

dh(to) _ D ( Onvap(h(to), t) >
de Nliq — nvap(h(to), to) 0z

)d/té

Alig gr?i(T). L’équation de
continuité dans le liquide est : div(jth) ~+ Plig € (6 ) =0,

C3 Loi de FOURIER : jy, = —
ce qui donne finalement ’équation de la chaleur au sein du

liquide :
P*T _ pigc (T
022 | Alig \ Ot

c étant la chaleur massique du liquide,
absente des données de I’énoncé ...

curieusement

C4. Soit dz I'épaisseur de la tranche supérieure de liquide
qui va se vaporiser pendant dt. Il est clair que dz = — dh

et donc que dz=-— (%) dt.

La vaporisation de la tranche de gaz nécessite de la cha-
leur, qui va étre fournie par le liquide situé en dessous et le
gaz situé au dessus. On a donc :

priq B dz Ly = jen(h(t),t) 8 dt + Kee 8 (Ta — T(h(t),t)) dt

Soit :

pliqu(%) /\hq(gT)Jrch(TA T(h(t),t)) =

)\hq( ZT) + Koo (T(R(t),t) —T4) = piiq LV(%)

C5*a. Si le régime est quasi-stationnaire, on peut alors
résoudre dans le liquide I’équation de la chaleur en régime
permanent, et appliquer le résultat a la date ¢ :

o’T

égime permanent) = ( =—
(régime permanent) (322

)0¢T(z)az+b

Comme la température en z=0 vaut T4, on a donc

T(z)=az+Tx
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En appliquant maintenant ce résultat au régime quasi-sta-
tionnaire, le coefficient a devient une fonction lentement
variable de ¢ :

T(z,t)=a(t)z+Ta

C5*b. Posons v = — % S %.
peut s’écrire T'(z, t) = a(t) h(t) + T4. En reportant dans
léquation (C4) :

Le résultat précédent

)\liq ( )+ch( +7],/4 17,/4) pthV =
a(t) (Mg + Kec h(t) = = v(t) priq Lv = a(t) = x;%%%ﬁ%

C5*c. Comme v(t) > 0, on en déduit que a(t) < 0 : la
température décroit donc dans le liquide a partir du fond
vers la surface ;
donc diminuée par le phénoméne d’évaporation.

Cette diminution va favoriser I’évaporation : en effet, la
chaleur nécessaire a la vaporisation provient de l’atmo-
sphere et du liquide (c.f. C4), et les deux quantités sont
d’autant plus grandes que la température de la surface du
liquide est faible.

la température moyenne du liquide est

DEUXIEME PARTIE :
MESURE DE L’HUMIDITE DE L’AIR HUMIDE.

A/ PSYCHROMETRE

A1l. La masse d’air ne changeant pas au cours de la
transformation, on a :

w = Tvap
Mair _, Mvap T Méy _ WM
m + me -
Wy = vap év mvap w
Mair

A2. On peut écrire pour le systéme S : AU =W + Q La
transformation étant isobare, SW = — P, dV =

AU=W

WPAAV}éA(UJrPAV)OéAHO

A3. Ecrivons les différentes variations d’enthalpie des
parties de S :

L AH&]I‘ Mair Cp(air) (Th - T)

o vapeur : AHy,p=Myap (T, - T)

Cp(vap)

e eau liquide se vaporisant :
AHgy =mgy LV(T)
On peut donc écrire, par extensivité de H :

0 = AI{air + AI{vap + AI{ev
= (mair Cp(air) + Myap Cp(vap)) (Th - T) + Mmey LV(Th)

En divisant par m.;, :

0= (Cpair) T W Cp(vap) ) (Tn — T) + ey Ly (Ty)

air
Or mév/mair =wp — W=
w) Lv(Th) =

(war — (Cpair) + W Cp(vap) ) (T — Th)
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A4*a. La résolution en w est immédiate :

war Ly (Th) + cpairy(Th —T')
LV(Th) + Cp(vap) (T - Th)

Ps(Th)
0 Pa— P:(Th) LV(Th) + Cp(air)(Th - T)

LV(Th) + Cp(vap) (T - Th)

A4*b. Si la variation de température n’excéde pas quel-
ques degrés, il est clair que

LV(Th) > Cp(vap) (T — Th)

car Ly(T) ~ 2500 kJ/kg, cprap) AT =2 a 4 kJ/kg. On a
donc :

L) P Ly (Th) + Cpain) (Th = T)
Lv(Th)
- iy i
- | e rmey T
_ %}%[1 CA(T Ty
en posant : A= Lcé((a.jl:,i) Pf(ls I_DSI(D;“ELI)%)

AN:A=438x1072 K !
A5. La courbe fournit :
o T,=280 Kx7°C= Ps(Ty)~ 1000 Pa
o T=288 K~ 15°C= P,(T)~ 1700 Pa
On peut donc calculer HUp :

1000 -
HUR~ Zoos (16,6 X 107> x 8) = 28%

B/ Hygrométre capacitif

B1. La modification de la constante diélectrique du con-
densateur provient de la forte constante diélectrique de
leau (g, ~81)

B2. Ona Ch:CO(1+aHUT):>

Co=110 pF

HU,=0=C;,=Cy=110 pF
a~1,273

HU,=1= Cj,=Cy(1 +a) =250 pF

B3. Supposons la diode D, passante : le courant dans
R, est donc positif de A — B. On en déduit évidemment
que Uap > 0. Ceci est incompatible avec la diode D, pas-
sante qui imposerait une tension Uxp < 0.

On a donc :

D, passante = (AB) équivalent a R,
Dy passante = (AB) équivalent a Ry

B4*a. Quand la tension wu.(t) est positive, le condensa-

s ue(t) + Ro C duct(t) =F=

teur se charge a travers R, ]

uC(t):E(l—eft/T“) Toa=R,Cy,
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B4*b. Quand la tension d’entrée passe a 0, le condensa-

teur va se décharger a travers Rp. On a alors 1'équation

différentielle suivante :
duc(t)

uc(t)+ Ry Cp——+=0 = uc(t):Ae*t/”’

q =Ry Ch

La détermination de A se fait par continuité de la tension
aux bornes du condensateur :

1—e T/7a

e—Tl/Tb

uc(Th) :E(l —e_Tl/Ta) =Ae /M= A=E

ue(t) = E(l — eiTl/Ta) e~ (E=T1)/7

B4*c. Le tracé a l'allure suivante :
T T T
E .
0 -
1 1 1
0 T,/2 T, 2T, 3T,

la décroissance de la tension pour t > T3 est bien moins
rapide que la montée, car si Ry =10 R, = 1, =107,.

B5*a. L’AOP fonctionnant en régime de saturation, la
tension différentielle d’entrée € = v, — v_ fixe le signe de la
tension de sortie u1(t) : uy(t) =signe(e) x Usar.

e Au début de chaque période, donc en particulier a
t=0%, la tension d’entrée u.(0") =+ EF= v, =E/2
(formule du pont diviseur)

e Quand t =07, la tension v_ = 0 (elle est égale a
celle existant aux bornes du condensateur). Par
continuité de cette tension, on a donc v_(0") =0

Il s’en suit donc que ¢(07) >0=u;(0")=+F

La tension aux bornes de C}, va donc augmenter (c.f. ques-
tion précédente) pour atteindre E. L’AOP va pouvoir bas-
culer de + Ugat & — Usar si € devient négatif, donc si
Vo >vq = g Or uc(t) = E(l — e*t/“)7 maximale quand
t =17 =il faut donc :

E(lfe*Tl/T“)>£ =

5 Ty > 74 X In(2)

Si cette derniére condition est satisfaite, ’AOP va basculer
a la date Ty définie par :

E(lfe_Tz/T“)ZE =

5 To =1, X In(2)

B5*b. Il faut que le circuit fonctionne quelle que soit la
valeur du taux d’humidité ( = quelque soit la capacité du
condensateur). On va donc évaluer Tj en utilisant la plus
grande valeur possible pour 7,, et donc pour C} le plus
grand possible.

AN :7,=250x10712x2,7x105=6,75 x 10~* s, ce qui
donne :

T >4,68x 1074 s
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ce qui donne pour 75, en minimisant avec la valeur
obtenue pour C}, la plus faible possible :

2,06 x 1074 s<T5<4,68 x 1074 s

B5*c. Le fait d’avoir T' = T} sous-entend « certainement
» que le signal périodique d’entrée est une impulsion néga-
tive ramenant trés briévement u. & 0 a chaque début de
période. Ainsi, v4 est aussi nul tandis que v_ est encore
trés légérement positif, permettant ainsi le basculement de
la tension de sortie u1(t) de —Ugat & + Usar.

On a donc les graphes suivants :

Puc(t) .

T L
P s
N S [N AR | B2
u(t) | | t

i____ i —Usar

B6. Analysons les différents cas :
e Si D est passante, on a alors :
vy=R19120=>u; 20et up=0
e Si D est bloquée, on a :

vy=0=u1<0et up<0

I’AOP étant cablé en suiveur, on a bien sir :
qui permet de tracer les graphes suivants :

U2 = V4, Ce

. wi) Usat
t
T, T
B I S |~ Usar
B UQ(t) 7777777777777777777777 I,],SAT
t
T, T

B7*a. Le calcul est évident (surface d’un rectangle
divisée par la période) :

1>
T

Usat x 1>

(uz(t)) = ——F—=Usar 7

B7*b. Etant en régime périodique, on peut donc écrire :

== [

dt 0:/ icdt=0= (i.)=0
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R , on en déduit :

(i) = () + 3 a2

Comme § =i.+i3=1,+ ==

Enfin, uo = Roi + uz = <U2> =Ry Ris <U3> + <U3> =
R3 R3 T
Usam =2
i A A e
On posera dans la suite a = % pour simplifier les
expressions.
B8*a,b. Etablissons tout d’abord ’équation différentielle

vérifiée par us(t). On a :

i) =ic(t)+ u?%(z) = RQ(CUB(??)—F%@))
ie=q=Cuis(t) ’
 RoRsC
Soit : ug(t) + 7 dust(t) =aus(t)  avec: R2E3R3
4= Ry + R3
e Site[0,Tz), on a : us(t)=Usar =
ug(t) + dud3t(t) =aUsar

La solution de cette équation différentielle est :
uz(t) = aUsar + Ae /7

La valeur minimale de cette tension doit corres-
pondre & t =0 (on charge un condensateur...) =

Umin=aUsar + A= A= Upin — a Ugar
Finalement :
Us(t) =aUsat + (Umin -« USAT) et/

o Site[Ty,T],onaus(t)=0=

dus(t)
dt

La valeur maximale de cette tension doit corres-
pondre & t =T (décharge d’un condensateur) =

ug(t) +7 =0=u3(t)=Be /"

—(t=Tz)/7

Umax =B eiTZ/T = ’(,L3(t) = Umax €

B8*c. La détermination de Upayx et Unin est classique :
on va utiliser la périodicité et la continuité de wus(t) :

us(Ty ) = us(Ty")

Umin = Umax 6_(T_T2)/T
=
aUsat + (Umin — @ Usar)

u3(0) =uz(T™)

—t/T
€ / :Umax

La résolution de ce systéme est facile, elle conduit & :

1—e 7 gy,
Unin =0 Usar = =g e ™7
1—e T2/7
_ . —(TQ—T)/T:
Umax min € aUSAT 17€_T/7_

qui sont bien les expressions fournies dans 1’énoncé.
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B8*d. Le taux d’ondulation est défini par :

_ e~ T2/7 _ _ -
Umax — Umin ¢U$/AT11—@’T2/" X(e o _1)

=
(us(D) W Ugar 2
T 1—e T2/7
— = [ T-T2)/7 _ 1\ &
p T2 (6 1) 17€_T/T

A.N : En prenant le cas le plus défavorable, correspondant
a la valeur de T la plus faible (T = 2, 06 x 10=% s), on
obtient p=4% (Pour To~4,68 x 107% s, p~2,7%)

B8.e) Le taux d’ondulation est nul quand T' = T5 : il sera
certainement faible si 7o < T : il faut donc augmenter la

~

constante de temps de charge du condensateur.
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B9. La valeur mesurée donnée par le dispositif corres-
pond & la valeur moyenne de us(¢). On a donc :

e = 8 o To
3T Ry R, USATT
R3  Usar
= — In(2
R2+R3 T n( )XRaCh
= (@) x 2B USAT oo+ a HUL)
Ro+ R3 T
Et donc :

1 T (R2+ R3) us
HU,.=~=— _
UT a(ln(2) R3 USAT Ra CO

1>z79%



