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I. Etude microscopique:

I.A. La vapeur d’eau :

[.LA.1.La loi des gaz parfaitss’écrit :
P.V=n.RT
On en déduit :
ny = P.Na/RT=P/Kkg.T = 1,94.1025 molécules.m-3.

La distance moyenne est donc :

Cette valeur est confirmée a la question 8.
2. Les interactions intermoléculaires sont négligées dans un gaz parfait.

A pression constante, I'équation des gaz parfaits montre que le volume molaire décroit linéairement
avec la température lorsqu’on le refroidit.

B. Un modele atomique simple :

3. Par symétrie et invariances :

E=EM.w
Le théoréme de Gauss appliqué sur une sphére de rayon r = ||PN|| fournit :
pr 3e
E(r) = 3—80avecp = I
On en déduit finalement :
EL(N)=— 7

4meyad

4. On néglige le poids de I'électron devant la force exercée par le noyau.
Le principe fondamental de la dynamique appliqué a I'électron s’écrit alors :

' 2
d2r e .
m =— T
dt? dmeyal

C’est I'équation d’un oscillateur harmonique de fréquence propre :

1 e?

2n | 4megmad

fo

On calcule:

c 4tegma’

/10=f—=21tc =4,19.10°82m =41,9nm
0

eZ

Ce rayonnement est dans 'UV.



C. Notion de polarisabilité :

5. AT'équilibre de I'électron, on a :
Ey(N)+E; =0
On en déduit :

. 4meya’ 5

Y., = — 0

eq e
— — 3—_)
p = —ery = 4ngga’ky

La polarisabilité est :
a = 4ma = 3V

6. Bien que le nuage concerné par la question précédente ne soit pas le nuage électronique, le volume
V est de I'ordre de grandeur du volume de I'atome.

On peut ainsi penser que la polarisabilité croit avec le volume de 'atome, qui décroit avec Z dans une
période.Ainsi le néon sera moins polarisable que le lithium.

Concernant les molécules diatomiques, la polarisabilité croit également avec le volume des atomes qui
la constituent, ainsi le diiode est plus polarisable que le difluor.

II. Interactions intermoléculaires :

II. A. Interaction entre deux molécules polaires :

7. Le module du champ E o, est:

s p
||E1,02|| = 477.'80d3 Vv 1+ 3C05201
Il est maximal pour 8; = 0 ou 6; = m.

2

. ) e -2
La valeur minimale de ep; s’obtient pour 8; = 0 et 8, = 0 et vaut emin = ﬁ.
0
P, P,
—> - >
. , . 2p2
La valeur maximale de ep; s’obtient pour 8; = 0 et 6, = m et vaut emax = FIEL
0
P, P,
—- - >
On en déduit :
2
Ae = P
Tl'SOd?’

8.€max = -€min = 1,37.10-23 ] ; Ae = 2,73.10-23 | ; e = 5,15.10-21] .

On constate que :
emn>>Ae
Les deux configurations sont donc facilement accessibles.

9. Pour le systeme a deux états :
P(emin] + P(emaszl.
On en déduit :



1 1

A= exp( "”") + expiff— m“x) T2 (ﬁmax
On aalors:
1 = P(€min)-€min + P(€max)- €max
e = W [ p( e;cn;:l)-emin +eXp(—eZ;x)-emax]
e :; [_ ( ;:ax) max +exp( ez;x)'emax]

2. chifgfey

) nar _ = —3,65.10726)

IZ

€1 = —Cmax -t (

II.B. Interaction entre une molécule polaire et une molécule polarisable :

10.0na:
Evo, = Amteyd3
d'ou:
2

1 2p4
= —= —] = .10728
e, > ag, (4 £0d3> 3,43 ]

II.B. Interaction entre molécules non polaires :
11.La théorie physique en question est la théorie quantique, car le résultat fait intervenir la constante
de Planck h.

On calcule numériquement : ez =-2,91.10-2¢ J,
Rq : la fréquence f, donnée ne correspond pas a celle calculée en question 4.

IL.D. Synthese :
12. On peut remarquer que ez << ej, es.

L’énergie totale d’'interaction s’écrit , dans I'approximation kT >>emax et en négligeant e> devant e et

€3:
1( 20> \° &2hf,
esar ez+e3=el+63=‘k—r<w> " 245

1 (2p? 2+ a’hfo] 6
kT \ 4e, 2 |7

ou U est dirigé de 01 vers Oz et Fest la force exercée sur le dipdle situé en M.

La force d’interaction est donc:

-

F =—grad(e) = —

On a alors:

Pour des molécules non polaires, D est nul.

Cette force est la force de Van der Waals.
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| vibrations d’une corde de piano fixée a ses deux extrémités

I.LA — mise en équation du mouvement transversal d’'une corde de piano sans raideur
LA.1)

— corde sans raideur : les actions entre deux portions de corde adjacentes se réduisent a leur
point de contact a la force de tension tangente a la corde en ce point.

— dans '’hypothése des petits mouvements, les déplacements de la corde par rapport a sa
position d’équilibre sont suffisamment petits pour qu’a tout instant et en tout point ’angle
entre la tangente a la corde en mouvement et la tangente a la corde a 1’équilibre soit petit
devant 1.

I.A.2)

On considere le segment de corde situé entre les abscisses x et x 4+ dx a ’équilibre. Sa masse et
son accélération ont pour expressions

I est soumis aux forces de tension T'(z+6z) et —T'(x) & ses deux extrémités, ot T = T}é, + Tyéy.
Le principe fondamental de la dynamique s’écrit

8’Uy—* _ aQy—» __’ = _af
Mﬁey = N&U@@y =T(x+dzx)—T(x) = 8751’

En projection sur les axes = et y

0L, - dvy _ OTy

0=%r "o T o

Pour une corde sans raideur, la tension en tout point est colinéaire a la corde

T, Oy
T, Oz
et dans I'hypothése des petits mouvements
1y
—= 1
T, <
soit
T, ~ ||T|

La projection sur z du principe fondamental s’intégre en

To(w,t) = f(t) = ||IT]| = To



Par conséquent

oy Oy
T,="T. =To==
YT T o
puis en dérivant par rapport au temps
or, 0%y Oy

ot Yozor Yoz

Les deux relations entre v, et T}, sont

(%y B 6Ty _ 8Ty B 8vy
Por T ar ot - gy

I.A.3)

On repart des équations

%y 0T, oy
ZJ_Z7Y. — 7,2
Hor = oz ' v~ %%,

qui conduisent en éliminant T}, & I’équation de d’Alembert

0%y B 0%y ' 0%y 1 0%y ' To

oz = 0022 022~ 2o “~ \|

ou c représente la célérité des ondes transversales sur la corde.
La propagation des ondes électromagnétiques dans le vide et des ondes de pression de faible
amplitude dans un gaz parfait sont régies par la méme équation.

I.A.4)

On convertit la tension exprimée sous forme d’une masse équivalente m = 85kg en tension
Ty = mg = 850 N. Pour la corde d’acier

d2
Ww=sp= %p =74%x103kgm™?

c= ,/@zﬁlmg —34%x10%ms!
1 mpd?

I.B — modes propres d’une corde de piano sans raideur, fixée aux deux extrémités. Position
du marteau sur la corde

1.B.1)

D’ou

Une onde stationnaire est une onde pour laquelle les dépendances spatiale et temporelle sont
séparées : s(x,t) = f(x) - g(t) en notation réelle.
Le report de la forme précédente dans I’équation de d’Alembert conduit a 1’équation

F(@)g(t) = 3 ()5 (1)



soit en utilisant la propriété de séparation des variables

f// 1 g// t
— = % =cste
[y
L’équation différentielle en f s’écrit
f" —cstef =0

et admet pour solution des fonctions harmoniques (cste < 0), affine (cste = 0) ou hyperboliques
(cste > 0). Comme la corde est fixée a ses deux extrémités, a tout instant y(0,t) = y(L,t) = 0,
soit f(0) = f(L) = 0, condition qui ne peut étre vérifiée, si f n’est pas identiquement nulle, que
par les solutions harmoniques :

f(@) = focos(kz + 1))

ou fy est une constante arbitraire, et k et ¢ dépendent des conditions aux limites et sont exprimées
a la question suivante.
L’équation différentielle en g s’écrit alors

g// f//
i 027 = —(ke)* ; ¢" + (ke)’g =0

et admet pour solution générale
g(t) = go cos(wt + ¢) ; w = ke

ou go est une constante arbitraire.
Les solutions de I’équation de d’Alembert en ondes stationnaires compatibles avec les conditions
aux limites sont de la forme

y(x,t) = yo cos(kx + ) cos(wt + ¢) ; w = ke

1.B.2)

Les modes propres de la corde vibrante sont les ondes stationnaires susceptibles d’exister sur
la corde en ’absence d’excitation extérieure. Chaque mode propre a une dépendance temporelle
sinusoidale. Les fréquences propres de la corde sont les fréquences de ses modes propres.

Les conditions aux limites de la corde s’écrivent y(0,t) = y(L,t) = 0 a tout instant, soit, comme
le terme yg cos(wt + @) n’est pas identiquement nul

cos(v)) = cos(kL + 1) =0

on en déduit

T T
¢—§[7T]a kL =nm ; kzn—nz

ou n est un entier non nul. Les fréquences propres ont pour expression

wn kpc  nc

T 2r 2r 2L

Si on choisit ¥ = —7/2, cos(kx + ) = sin(kx), et les modes propres sont de la forme
(1) = . (mrac) mnct "
Yn(2,t) = yonsin (—— ) cos | — ©

A un instant ou le terme temporel est maximal, I’allure de la corde pour les trois premiers modes
est la suivante

fn




n=1 n=2 n=23

Y t=20 Y t=20 y. t=0
el VAN A VAVAN
L L
t="T1/2

T5/2 T3/2

1.B.3)

a) La largeur a du marteau influence 'amplitude des harmoniques via le facteur
sin(nma/L)

nwa/L

Qualitativement ce facteur prend des valeurs notables si

™
n— <m
L
et devient négligeable au-dela.
La largeur a du marteau intervient en limitant I’ordre de grandeur du rang maximal des har-
moniques présents dans la vibration de la corde a

1 < Nmax = —

En particulier, plus la taille du marteau est petite, plus le spectre est riche en harmoniques. La
fréquence caractéristique au-dela de laquelle les harmoniques ne sont pas excités par le marteau
a pour expression

L
f=nfi=—h
a
correspondant a une longueur d’onde minimale

c ca
Amin = —— = —— = 2a
e fmax Lfl
Qualitativement le marteau n’excite que les modes de longueurs d’onde supérieures a sa largeur.
Pour une corde de longueur L = 65cm, de fréquence fondamentale f; = 262 Hz et un marteau
de largeur 2a = 2cm
Nmax = 65 ; frmax = 17kHz

Les modes excités sont situés dans le spectre audible.
La taille des marteaux résulte d’'un compromis :
— une augmentation de la taille du marteau conduit a une augmentation de 'amplitude des
vibrations (y est proportionnel & a), donc a un son plus puissant
— une diminution de la taille de marteau permet d’augmenter le nombre de modes excités, donc
favorise la richesse spectrale du son émis et sa qualité.
La taille du marteau indiquée correspond a ce compromis, car les modes excités couvrent pra-
tiquement ’ensemble du spectre audible : diminuer sa taille conduirait a une diminution de
I’amplitude du son sans amélioration audible de sa richesse.



b) La position 2y du point d’attaque intervient dans I’expression de la vibration par le facteur
multiplicatif
sin(nmxg/L)
nmwxg/L

Pour supprimer I’harmonique de rang n il suffit que xg soit choisi de maniére & annuler ce facteur.
Pour éviter de supprimer des harmoniques de rang inférieur a n, il faut prendre la premiere

annulation du sinus-cardinal

nmTIo L
= 7T . :'UO = —
L ’ n

I.C — Conséquences sur la conception des cordes d’un piano
1.C.1)

D’apres la question, la fréquence fondamentale de la corde vérifie f = ¢/2L, soit

_C
2f

En I'absence d’autre information, il faut supposer que la célérité est la méme pour les différentes
cordes (ce qui est criticable, en pratique la tension est pratiquement identique mais la masse
linéique varie). Dans cette hypothese, le produit Lf se conserve et, connaissant fp, 4 = 262Hz
et Lpo, 4 = 65cm, on détermine les valeurs

L

Lpos=6,1m; Lp,g = MLDo4:4,1€m

fDoS

fDo4
fLaO

LLaO =

1.C.2)
On reprend la relation précédente en exprimant la célérité ¢ = /Ty/ 1

f_C_l T()
2L 2L\

En augmentant la masse linéique des cordes, il est possible, a tension et longueur fixées, de
diminuer leur fréquence fondamentale, et ainsi produire les notes graves sans augmentation de la
longueur des cordes.

On peut envisager de diminuer la tension des cordes pour produire les notes graves (procédé
utilisé pour I’accord du piano et des instruments a corde). Cependant il y a un risque de mauvaise
répartition des contraintes sur le cadre du piano.

1.C.3)

La masse linéique de la corde filée a pour expression

™

1 (D?pre+ (D +2€)* = D*)pcn) = 89,2gm™!

M= SFepFe) + Scupcu =

On en déduit pour le La 0 de fréquence f = 28 Hz

1 /T
L=—1[2=174m
2f\ w



I.D — Prise en compte de la raideur : dispersion et inharmonicité

1.D.1)
a) L’équation aux dimensions s’écrit
L*PressionL
I = % = PressionL® = ForceL = Couple

b) Le principe fondamental de la dynamique est inchangé par rapport a la question 1.1), et
conduit aux deux équations scalaires

_oT, 0%y 0T,

o Mo T o
La premieére équation s’integre comme précédemment en

Tac:f(t):TO

c) Le mouvement de la corde se fait dans le plan Oxy, donc le vecteur rotation du segment de
corde de longueur dzx, de barycentre G considéré est dirigé selon €,. La distance maximale des
points de ce segment a 'axe Gz est 0z /2, donc le moment d’inertie du segment par rapport a Gz
vérifie

2
Jey o< dmox? = ,u5;v3 <JGZ = omox )

12
Il s’agit donc d’une quantité du troisiéme ordre en dx. Le moment cinétique barycentrique vérifie
la méme propriété et sera donc négligeable si on se limite au premier ordre dans 1’expression du
théoreme du moment cinétique.

Le moment en G des actions s’appliquant sur le segment de corde a ses extrémités A d’abscisse
x et B d’abscisse x + dx a pour expression

—> —> —> — — —> — —> — 5 _bl, (5 g
M =GB ATz +62) + F(a + 62) + GAN —Ty(z) — T(z) ; GB= —GA = w
—  Oxe; +dyey . . - -
M = — 5 A (2Toéy + (Ty(z + 6x) + Ty(z))éy) + I'(z + dz) — T'(z) =
5
<§(Ty(x +62) + Ty(x)) — oyTp + D + o) — r(@) z,

soit & lordre 1 en iz 5 or
v Y -
M = (Ty - aixTO + a:E) 5$€z
Ce moment est d’ordre 1 en dx, donc le moment cinétiqtﬁ d’ordre 3 est bien négligeable. Le
théoréme du moment cinétique barycentrique s’écrit alors M = 0, soit
oy or dy Ir
T, ——To+—=—=0;T,=Ty— — —
v 90 * ox v 9x Oz
d) On déduit du principe fondamental de la dynamique et de l'expression précédente de T,
I'équation aux dérivées partielles vérifiée par y(x,t)
Py _OT, oty o
a2~ dxr " Y0a? a2
soit, d’apres 'expression de I'(x, )
0%y %y w9ty 0%y

- Jd_r9J_ " gpZI. 7 I _
Fo@e = 0922~ 4 "ozt o



1.D.2)

a) L’expression proposée pour y(z,t) conduit aux relations

0? 0? o4
= —wlys =Ky o =Ky
ot? 0x? Ox*

soit en reportant dans I’équation des mouvements de la corde

T rd

2 0,2 4 2.2 2
= —k E—FEk =ck* |1 E—k
w p + m c < + ATy )

b) Les conditions aux limites en x = 0 et x = L sont inchangées par rapport a la premieére
partie, donc k vérifie toujours la relation

ko =
L

Par conséquent, d’apres la question précédente

/ 4 3,.4 3,4
Wn Tr 7 c > Er

= — = +FE—Fk2=n— + FE 2=n—+\/14+Bn?; B=——
I 2 4T}, n 4T0L2n n2L e 4Ty L?

Il faut savoir que les cordes d’un piano a queue sont plus longues que celles d’un piano droit,
donc la valeur de B est plus petite pour un piano a queue, et 'effet de la raideur des cordes est
plus faible : la déviation des fréquences des harmoniques par rapport a une série arithmétique est

plus petite.

)

f _®avec raideur

egsans raideur

T T T T T T T T

1 2 3 4 5 6 7 8"

Les fréquences propres de la corde sans raideur forment une suite arithmétique. Celles de la corde
avec raideur sont plus élevées et s’en écartent d’autant plus que leur rang n est élevé.

d)  Application numérique : B = 3,75 x 1074,
Pour les harmoniques de rang inférieur & 20, le facteur correctif Bn? est petit devant 1, et de
maniere approchée

2
fo = ni\/l +Bn2= {91+ Bn2 ~ f° <1 + >



On en déduit I'inharmonicité
. f n - f 1(1) B n2
1/ pr fry
" R 2

e)  On cherche & déterminer le rang n a partir duquel

[21/6 — 1
%—\/1+Bn2>2l/12;n> —5— =18
n

L’écart sera supérieur au demi-ton a partir de ’harmonique de rang 18.

Il Couplage entre une corde de piano et la table d’harmonie : le r6le du chevalet

II.A — Impédance caractéristique d’'une corde vibrante
11.LA.1)

La vitesse de déplacement transversal associée a une onde progressive sinusoidale se propageant
selon les x croissants est de la forme

vy(m,y) = vg cos(wt — kx)

D’apres la question 1.A.2

oT, 0
a—xy = u% = —pwvg sin(wt — kz)
relation qui s’intégre en
w
T, = —%var cos(wt — kx) = —pcuy
T
= —pc=-Z¢
Uy

Zc = masse X temps

11.A.2)

Si 'onde se propage selon les z décroissants
vy = v, cos(wt + kx)

Le changement de signe dans le terme de propagation se traduit par un changement de signe de
I'impédance caractéristique

I,

—— =pc=Zc

Uy

I1.B — Couplage corde-chevalet

11.B.1)

Cette condition & la limite x = L traduit le couplage entre la corde et I’ensemble chevalet, table
d’harmonie. De point de vue énergétique, la puissance transmise par la corde au chevalet a pour
expression

P =T,(L,t) - G(L,t) = =T, (L, t)v,(L,t) = Ru,(L,t)* > 0



donc il existe un transfert énergétique net de la corde vers le chevalet et la table d’harmonie, qui
va permettre a la table d’harmonie de rayonner de I’énergie sonore grace a son excitation par la
corde.

Je ne vois pas d’autre argument simple justifiant la cohérence de ce modéle.

11.B.2)

Les vibrations de la corde sont décrites par I’équation de d’Alembert et les conditions aux
limites en x =0 et z = L.

0
@ :CQQ . y(o t) =0: Ty(L,t) :TO%(L,t) - R
ot? ox?’ ’ " uy(L,t) %(L,t)
en utilisant la relation
T, =T @
v 0%

pour relier T}, et y.
On considére dans un premier temps ’équation de d’Alembert et la condition en x = 0

s exp(st) f(z) = exp(st) f'(x) 5 F(0) exp(st) = 0
soit les équations
2
1= (3) £=05 f0)=0
c
L’équation différentielle en f admet la solution générale
f(x) =aexp (ﬁ) + bexp (_ﬁ)
c c

les constantes d’intégration a et b étant liée par la condition

fO)=a+b=0; b=—a

soit, en considérant I’extension aux arguments complexes de la fonction sinh

o= o () o (-2)) = o (%)

La condition & la limite x = L s’écrit alors

SU(L,t)  Tyscosh(sL/c) To

=T %(L,t) " ¢s sinh(sL/c)  ctanh(sL/c)

soit, comme Ty = uc?

C

La forme équivalente donnée dans I’énoncé découle de la relation

exp(2z) — 1

h =
tanh(z) exp(2z) + 1



11.B.3)

On recherche s sous la forme s = a + jw, soit,comme r est réel et r > 1

2L« 2Lw r—1
exp <) exp (J> =71k

On en déduit les deux équations

2Lw 2L« r—1
xp ]T =1 exp c :r—l—l

La premieére équation impose les valeurs de w

2Lw e
- =27n ; w:nf:27rfg

Les solutions constituent un ensemble de modes propres de fréquence identiques aux fréquences
propres de la corde vibrante non couplée au chevalet.
D’autre part, comme r > 1, 0< (r—1)/(r+1) <1

r—1 c r—1
a—ln<r+1>2L—ln<r+1>f0<0

La dépendance temporelle de y(z,t) est de la forme

exp(st) = exp(at) exp(jwt)

Comme « < 0, exp(st) est amortie exponentiellement avec le temps, ce qui est cohérent avec la
perte d’énergie de la corde au profit de ’ensemble chevalet, table d’harmonie.
11.B.4)

On reporte s = a + jw dans 'expression de la solution, en développant sinh(z) = (e* —e™7%)/2

A ax W azx Wx .
y(x,t) = 3 (exp (—) exp (j—) — exp (——) exp <—]—>> exp(at) exp(jwt)
c c c c

en regroupant les exponentielles complexes

y(z,t) = é (exp (afca,“) exp (jw (t + %)) — exp (—a—f) exp (jw <t - %))) exp(—at)

et en notant F'(u) = (A/2) exp(jwu)

y(x,t) = exp(at) (exp <%> F (t + %) — €xp <—%> F <t - E))

& C C

Il s’agit de la superposition de deux ondes progressives se propageant en sens inverses, amplifiées
(o < 0) dans le sens de la propagation et atténuées temporellement. Ce n’est donc plus une onde
stationnaire, puisque les dépendances spatiales et temporelles ne sont plus séparées.

10



11.B.5)

Le temps caractéristique d’atténuation de 'onde est

1 1 1
T=—= -0
* Jom(55)

Ce temps est d’autant plus court que la fréquence fondamentale de la corde est plus élevée, donc
que le son émis est plus aigu. L’atténuation des sons aigus est donc plus rapide que celle des sons
graves, ce qui est cohérent avec les constatations expérimentales.

La premiere amélioration possible pour le modéle serait la modélisation de ’ensemble chevalet,
table d’harmonie par un oscillateur amorti, pour tenir compte des deux sens de transfert énergé-
tique possible, et non du seul sens corde — chevalet. En effet quand on excite la table d’harmonie
(en la frappant par exemple, ’expérience étant encore plus démonstrative avec une guitare), elle
transmet de ’énergie aux cordes qui se mettent a vibrer. L’amortissement de 1’oscillateur modé-
lisant la table rend compte du rayonnement d’énergie sonore par cette derniere.

La seconde amélioration possible consisterait a modéliser I’ensemble des cordes du piano, qui
sont en réalité couplées par I'intermédiaire du cadre du piano et de la table d’harmonie (principe
d’émission de sons harmoniques par un piano : enfoncer sans la jouer une note pour permettre la
vibration de la corde associée, puis jouer et relacher immédiatement une note située par exemple
une octave au-dessus ou au-dessous : la corde libérée est mise en vibration)

Modéliser mécaniquement la table d’harmonie, qui se comporte comme une surface vibrante et
posséde donc différents modes propres de vibration, ainsi que ses interactions avec les cordes (ex-
citation de la table d’harmonie) et interaction avec I’air qui I’entoure (rayonnement de puissance
sonore).

Pour avoir une idée de ce type de modélisation, on peut consulter par exemple les theses
de G. Derveaux (2002) pour une guitare, de J. Chabassier (2012) pour un piano, en acces
libre aux adresses http ://pastel.archives-ouvertes.fr/pastel-00002585/ et http ://tel.archives-
ouvertes.fr/tel-00662740//.

Ill Corrosion des cordes de piano

I1I.A — L’acier : constituant essentiel des cordes de piano
I1LA.1) Le fer o

a) Une maille élémentaire est le plus petit motif permettant de reconstruire le cristal par
translations successives.

b) La maille conventionnelle du fera contient :
— un atome a chacun des 8 sommets, partagé entre 8 mailles, soit 1 atome en propre;
— un atome au sommet de la maille, appartenant en propre a la maille.

soit au total deux atomes par maille conventionnelle.

c) Dans la maille conventionnelle du fer a les atomes sont tangents le long de la grande
diagonale de la maille, donc

4Rpe = \/gaoz
Rpe = \flgaa = 124pm
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