Notes de cours

Séries de Fourier

PC, Lycée Dupuy de Lome

1 Coefficients de Fourier

1.1 Fonctions 27 périodique continues par morceaux

Définition (Fonctions périodiques) Soit f : R — C une fonction. On dit que f est 2m-périodique
si:
VeeR , f(z+2m) = f(x)

Remarque Etant donné une fonction g définie sur [0, 27|, il existe une unique fonction f définie sur
R, 27 périodique, telle que
Ve e [0,2n] , f(z)=g(z)

Ainsi pour définir une fonction 27 périodique sur R, il suffit de la définir sur [0, 2]

Remarque Si g est continue sur [0, 27[, alors f est continue sur R si et seulement si

g(0) = lim g(z)

T—27T

Définition (Fonctions continues par morceaux) — Soit f : [a,b] — C un fonction. On dit que f
est continue par morceaux si : il existe a = ag < a1 < -+ < a,, = b tels que Vi € {0,--- ,n—1}
f est continue sur Ja;, a;41[ et posséde des limites finies & gauche et & droite en a; et a; 1.
— Soit f : R — C un fonction. On dit que f est continue par morceaux si pour tout segment
[a, b], la restriction de f & [a, b] Pest.
Remarque Soit f : R — C une fonction 27 périodique.
— Pour prouver que f est continue par morceaux sur R, il suffit de prouver que f est continue
par morceaux sur [—m, 7] (ou [0, 27]).
— Pour intégrer f sur un intervalle de longueur 27 :

a+2m 27
[ swae= [ s
a 0
Définition (Fonctions C' par morceaux) — Soit f : [a,b] — C un fonction. On dit que f est C*
par morceaux si : il existe a = ag < a; < --- < a, = b tels que Vi € {0,--- ,n— 1} f est C! sur
lai,a;+1] et f et f’ posséde des limites finies & gauche et & droite en a; et a;41.
— Soit f : R — C un fonction. On dit que f est continue par morceaux si pour tout segment
[a,b], la restriction de f & [a, b] Pest.

1.2 Coefficients de Fourier

Définition (coefficients de Fourier exponentiels) Soit f : R — C un fonction 27 périodique,
continue par morceaux. On appelle coefficients de Fourier (exponentiels) de f les nombres :

YneZ, cff)= % f(t)e ™tdt

—T

Remarque t — f(t)e~"" est continue par morceaux 27 périodique, donc :

1 27

VneZ, c,(f) = o/, f(t)e ™tat



Définition (coefficients de Fourier trigonométriques) Soit f : R — C un fonction 27 périodique,
continue par morceaux. On appelle coefficients de Fourier (trigonométriques) de f les nombres :

WneN , an(f) =~ [ f@ycosmtrdt  bu(f) =L [ ft)sin(nt)dt

s ™

Proposition Pour tout n € N :

al) = g(an() ~ ba()

an(f) = cn(f) +con(f) , bu(f) =ilca(f) — c—nlf))

Preuve : ...

1.3 Propriétés

Proposition Soit f: R — C un fonction 27 périodique, continue par morceaux. Pour tout n € Z,

cn(g) = c—n(f)
oig=f
— ¢n(g) = c_n(f) ol g est définie par g(t) = f(—t)
~ ¢n(ga) = €™c,(f) ol g, est définie par g,(t) = f(t + a).

Preuve ...
Remarque Mieux vaut savoir refaire ces preuves que d’apprendre des formules.

Proposition Soit f: R — C un fonction 27 périodique, continue par morceaux.
— Si f est paire, alors pour tout n € N,

an($) =2 [ sy costunye | b (£) =0

— Si f est impaire, alors pour tout n € N,

an(f) =0, bu(f) = i/oﬂ f(t)sin(nt)dt

Remarque On utilisera donc les coefficients de Fourier trigonométrique lorsque la fonction possede
une propriété de parité.

Exemple Si f est 7 périodique, que peut-on dire de ¢, (f)?

Remarque Soit n € Z, Uapplication f — c¢,(f) est linéaire.

Proposition (Majoration des coefficients de Fourier) Soit f : R — C un fonction 27 périodique,
continue par morceaux. Pour tout n € Z,

el < 5= [ 15Ol len(D] < 1fl

—T

1.4 Coefficients de Fourier et dérivation

Proposition Soit f : R — C une fonction 27 périodique continue, C! par morceaux.
Vn € Z, c,(f') =inc,(f)

Preuve Pour fC!, faire une IPP

Corollaire Soit f: R — C une fonction 27 périodique C¥~1, C¥ par morceaux.
Vn € Z, c,(f®) = (in)*en(f)

Proposition (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f : R — C une fonction 27 périodique conti-

nue par morceaux,
lim ¢,(f)=0

n—-+4oo

Preuve Pour fC! avec la formule précédente, puis par approximation.



1.5 Méthodes de calcul

Exemple (calcul direct, par parties) Coefficients de Fourier de la fonction 27 périodique f telle
que :
Ve e [0,2n], f(z)=n—=

Exemple (calcul direct) Coefficients de Fourier de la fonction f définie par
f(x) = maz(sin(zx),0)

Exemple (calcul par développement en série entiére) Soit a € C tel que |a| # 1. Calculer les
coefficients de Fourier de la fonction f définie par

1

a — e

fz) =

Exemple (par récurrence) Coefficients de Fourier de la fonction f définie par :

1

0= s

2 Séries de Fourier

2.1 Définition

Définition Soit f: R — C une fonction 27 périodique continue par morceaux. On appelle somme de
partielle de la série de Fourier de f :

P

VpEN , Sy(f)(@) = > exl(f)e*”

k=—p
On appelle série de Fourier de f la série de fonctions
+oo _
S(H@) = Y elNe™ = lim_S,(f)(2)

— 400
k=—0o0 P

Remarque La série de Fourier de f peut étre exprimée avec les coefficients trigonométriques :

55(1)@) = ) LS (a(F) cos(ha) + be( ) sin(ka))

2
k=1

_w(f) X .
S(He) ===+ > “(ax(f) cos(kx) + by.(f) sin(kz))
k=1
Preuve ....

2.2  Convergence pour |.|

Remarque L’espace vectoriel des fonctions continues 27 périodiques de R dans C peut étre muni du
produit scalaire :

<fo>=g- [ fiaa

La norme associée :
1 T
[flle=4/5= [ [f(®)|?at

2 J_
Remarque Pour ce produit scalaire, la famille (e, )nez est orthonormée :

en (t) — ez’nt



Remarque Pour tout n € Z,
en(f) =<en, [ >
Remarque La projection orthogonale de f sur Vect(ex, —p < k < p) est S,(f)

Théoréme (convergence en moyenne quadratique) Soit f : R — C une fonction 27 périodique
continue par morceaux. La suite (S,(f))p>0 converge vers f pour ||.||2.

Preuve Cas ou f est continue, distance ....+approximation .

Théoréme (Formule de Parseval) Soit f : R — C une fonction 27 périodique continue par mor-
ceaux. On a :

>l = o [ iR

n=-—o00 -T

Preuve Cas ou f est continue,

Remarque On peut réécerire cette formule avec les coefficients trigonométriques :

a 2 = "
| 0(4f)| +%Z(|an(f)|2+|bn(f)|2): i/ £ ()|t

2 J_,
Remarque On retrouve que (¢, (f))nez tend vers 0.

Application 1 (calcul de série) A 'aide de la fonction la fonction 27 périodique f telle que :
Ve € [0,2n], f(z)=7—=

Calculer
+oo 1

P~
n=1 n
Application 2 (inégalité) Soit f : R — C une fonction 27 périodique C! telle que :

2m
F(t)dt =0
0

Montrer I'inégalité suivante et prouver qu’elle est optimale :

2m

ﬁwﬁséﬂﬁm%t

0

Proposition Soit f,g : R — C une fonction 27 périodique continues telles que pour tout n € Z
en(f) = cnl(g), alors f =g
Exemple Soit f : R — C continue telle que ¢, (f) = 0 pour n impair. Montrer que f est 7 périodique.

2.3 Convergence normale

Théoréme (Dirichlet, version convergence normale) | Soit f : R — C une fonction 27 périodique

continue, C! par morceaux. Alors :
- Vr e R,

— Cette série converge normalement sur R

Preuve Pour fC!. Pour la convergence normale utiliser ab < %(a2 + b?). Pour I'égalité, f et S(f)
sont continues et ont méme coefficients de Fourier.

Application 1 (calcul de séries) Soit f la fonction définie par :

f(x) = [ cos(x)]

En utilisant f, calculer :

“+o0
1 (=1)"
+oo
; anz —1 0 M=l



Application 2 (développement en série de Fourier) Développer en série de Fourier la fonction
f

f(z) = @ cos(sin(z))

Application 3 (résolution d’équation) Trouver toutes les fonctions f : R — C 27 périodique et
C? telles que :

vt e R,y (t) +ey(t) =0

2.4 Convergence simple

Notation Soit f: R — C une fonction continue par morceaux. Soit z € R. On note;

fat) = Jim f(0) | f@)= lm (2

Remarque Vu la définition d’une fonction continue par morceaux, cela existe toujours.

C' par morceaux. Alors :

Théoréme (Dirichlet, version convergence simple) Soit f : R — C une fonction 27 périodique
- VzxeR,

+oo

> e = S+ f)

k=—o00
— Cette série converge simplement sur R.

Remarque Si f est continue en x, on retrouve S(f)(x) = f(x)

Exemple Soit « €]0,7[. On note f la fonction 27 périodique définie sur | — m, 7] par

0 sinon

f(x):{ 1 silz]<a

En utilisant f, calculer :

—i:.o sin(2nq) -i:.o sin(na) —i:.o sin? (na)
A 7 —
n=1 " n=1 n n=1 "

2.5 Autres périodes

Remarque Soit g : R — C une fonction T-périodique continue par morceaux. La fonction f définie
par

Tx

F@) = g(50)

est continue par morceaux, 2w périodique.

Définition Soit g une fonction T-périodique continue par morceaux, on définit :

[N

1 imnt
Vn € Z, c,(g) T/ g(t)e_2T dt

.
2

= iTka
Ve eR, S(g)(x)= Y. crlge T

k=—o0

Remarque Mieux vaut avoir compris le changement de variable que d’apprendre ces formules.
Exemple Soit g : [0,1] — R continue telle que

1
VYn >0, / g(t) cos(nmt)dt =0
0

Montrer que g = 0.



