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Nombres complexes

Lensemble des nombres complexes est un ensemble de nombres que vous avez déja rencon-
tré au lycée. Comme il s’agit de rappels, on ne rentre pas trop dans le formalisme. La construction
de C n'est pas détaillée.

Rappels sur les fonctions trigonométriques

On consideére la représentation suivante du cercle trigonométrique € de centre O et de
rayon 1 dans le plan (muni d'un repére orthonormé direct). Chaque point M du cercle € peut
étre associé a un angle 6 dont la valeur en radian (dans [0, 2mn[) correspond a la longueur de I'arc
partant du point O au point M, et réciproquement.

Le cosinus de P'angle 0 est I'abscisse du point M, le sinus de Pangle 0 est 'ordonnée du
point M. La tangente de 'angle 0 est I'ordonnée du point M’, intersection de la droite (OM) avec
la droite A d’équation x = 1. Comme il n’y a pas d’intersection entre pour les angles 0 = 7 et
0 = -7, latangente de ces angles n’est pas définie.

y
1
tan(0) |- - - - - - -
sin(®) |- - - - - - - M
1
|
o\ | x
-1 o cos(®)] 1
€ A
-1

Les fonctions cosinus, sinus et tangente sont ensuite prolongées sur tout R par 2n-périodicité.
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Représentation graphique de cosinus

1
/ /
*\ % v \\ % // 1
_ i _
Représentation graphique de sinus
y
\\\ N
N\ AN

: \\ % % \\ : A

— 0
737“ T \\\ _g // % T 37“ P 4 27(
- -t _
Représentation graphique de tangente
y |
|
| |
/ 1 ,r’/
/,//
yd Y x
| —F i — —F i —
31 S -n _n - n / b 3n yd
2 / 2 % 2 / 2 J/

/ /'/ -1

Quelques formules (d conndaitre parfaitement)

cos? ©) + sin® (8) =1 (rien d’autre que le théoréme de Pythagore!)

sin(0)
cos(0)

tan(0) =

(rien d’autre que le théoreme de Thales!)
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cos(—0) =cos(B) (cosinus est paire.)
sin(—-0) = —sin(0)  (sinus est impaire.)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
cos(a+ b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b)
Une bonne partie des autres égalités classiques peuvent se déduire de ses quatres égalités,

par exemple cos(2a) = cos(a + a) = cos?(a) —sin’(a) = cos?(a) — (1 — cos?(a)) = 2cos?(a) — 1.

Valeurs remarquables (d connaitre parfaitement)

6.1.2 Forme algébrique d’un nombre complexe

Pour ce qui concerne ce cours, un nombre complexe est un nombre de la forme x + iy ou x
et y sont réels et i est un nombre, non réel, tel que i* = —1.

Théoréeme 6.1.1 — Forme algébrique. Tout nombre complexe z € C s’écrit de maniére
unique sous la forme z = x + iy ol x et y sont des réels. On appelle forme algébrique de z
cette écriture. L'unicité de cette forme permet de définir deux applications R et S de C dans R,
appelées partie réelle et partie imaginaire, telles que Vz € C, z = R(z) + iS(2).

Propriété 6.1.2 — R-linéarité de R et 3. Pourtoutz,z/ e Cet A eR:

6] R(z+2") =R(z) +Re(z))
(ii) S(z+2) =S(2) +Im(z)
(iii) R(Az) =AR(2)
(iv) S(Az) = AS(2)
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R) Onparle de R-linéarité parce que cela fonctionne uniquement lorsque I'on considere un
scalaire A réel.

Définition 6.1.1 — Représentation graphique d’'un nombre complexe. La représenta-
tion graphique d’'un nombre complexe z = x+ iy, ol (x, y) € R?, est le point de coordonnées
cartésiennes (x, y) dans le plan (muni d'un repere orthonormé direct).

6.1.3 Conjugué d’'un nombre complexe
Définition 6.1.2 — Conjugué. Soit z = x+ iy € C, un nombre complexe sous sa forme algé-
brique. On note z et on appelle nombre complexe conjugué de z le nombre complexe défini
parz=x-1iy.

Propriété 6.1.3 — Régles de calcul. Soient z, z’ € C. On a les propositions suivantes :

@) Z=z
(i) z+7 =Z+7
(i)  zz'=2z7
. . 1 1
(iv) Siz#0,|—|==
z)] z
Démonstration. C’est direct, il suffit de passer aux formes algébriques. |

p) De(ii) et (ii), on peut déduire la R-linéarité de z — z,i.e. Vz,z2/ € C, YAER, z+ Az =Z+ AZ.

6.1.4 Module d’'un nombre complexe
Définition 6.1.3 — Module. Soit z = x + iy € C, un nombre complexe sous sa forme algé-
brique. On définit le module de z, noté |z|, le réel positif |z| = /x% + y2.

Propriété 6.1.4 — Régles de calcul. Soient z, z’ € C. On a les propositions suivantes :

(i) |2l? = zz

(ii) lz| =|-2z| =1z]|

(iii) |zZ| = |z]|Z|

@iv) Siz#0,|—|=—
z |z|

) z=0%]z|=0

Démonstration. Encore une fois, il suffit de poser z = x+iy, ' = x'+iy’ et de faire les calculs. B

R ) On peutse débarasser d’'un nombre complexe au dénominateur d'une fraction en multi-

. ; .12 _ 2z
pliant en haute et en bas par son complexe conjugué: ; = = = R
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Forme exponentielle d’un nombre complexe
Définition 6.1.4 — Exponentielle complexe. On pose ¢'® = cos(0) + i sin(0) pour tout 0 € R.
En particulier, ez = i.

p) Laforme exponentielle se justifie pour de nombreuses raisons. On remarque, entre autres,
que la formule e'® + e'? = ¢!(@*D) est bien vérifiée. En effet, (cos(a) + isin(a))(cos(b) +
isin(b)) = cos(a) cos(b)—sin(a) sin(b)+i(sin(a) cos(b)+cos(a) sin(b)) = cos(a+b)+isin(a+
b). D’ailleurs, cette égalité permet de retrouver rapidement ses formules de trigo oubliées !

Théoréeme 6.1.5 — Forme exponentielle principale. Tout nombre complexe non nul, z €
C*, s’écrit de maniére unique sous la forme z = pe’® o1 p e R* et 8 € [0, 27[.

Démonstration. On remarque d’abord que si z = pe’.e alors |z|? = zz = p2 d’ol p = |z|. Mainte-
nant, si z = x + iy est la forme algébrique de z, alors il suffit de poser p = |z|. On remarque alors
que (g, %) appartient au cercle trigonométrique et il existe un unique 6 dans [0, 2n[ correspon-
dant. [ ]

Iy a unicité de la forme exponentielle principale. Si z = pe"9 avecp>0et0e[0,2n[ alors,
d’apres la démonstration du résultat précédent, p = | z| et 0 est unique, on 'appelle 'argument
principal de z. Toutefois, il n'y a pas unicité de I'écriture exponentielle de maniéere générale.
Si z = pe’® est la forme exponentielle principale de z alors, on a également z = pe’ 92k pour
tout k € Z et on appelle argument de z n'importe quelle valeur 8; = 0 + 2kmn. On peut également
écrire z = —pe!®*Ck+DM pour tout k € Z, mais on ne parle pas alors d’argument du nombre
complexe z.

Propriété 6.1.6 — Identité d’Euler.
1+e'™=0.

p) Cetteidentité est connue comme étant la formule la plus concise comportant les 5 nombres
les plus importants de I’analyse complexe: 0, 1, e, i et !

Retour a la trigonométrie
Propriété 6.1.7 — Cosinus et sinus. Soit 0 € Ralorsona:

oi0 4 =10 oi0 _ =0
cos@)=—— et sin(@)=——.
2 21
. i0, ,—i0 i _isi N
Démonstration. On a &5*— = COS(9)+’SIH(G)+2(COS(G) isin®) _ 2‘3025(6) = cos(0) et, de maniére ana-
e%—¢ " _ cos(0)+isin(@)—(cos(@)—isin(0)) _ 2isin(0) _ _:
logue, “—7— = 57 = == =sin(8). |

Théoreme 6.1.8 — Formule de Moivre. Soit0 e Ret n e Z, alors :

(cos(0) + isin(0))" = cos(n0) + i sin(n0) .

Démonstration. (cos(0) + isin(0))" = (eie)n = ¢! = cos(nB) + i sin(n0). [ ]

R On peut exprimer cos(n6) = R ((cos(0) + isin(0))") et sin(nB) = I ((cos(0) + isin(0))") en
fonction de cos(0) et sin(0) en développant la puissance via le bin6me de Newton.
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On peut également utiliser ces formules pour linéariser des expressions trigonométriques
(i.e. écrire un produit de fonctions trigonométriques en somme de fonctions trigonométriques).

ix, ,—ix)2 ix_ —ix)3
= Exemple 6.1 On cherche 2 linéariser f(x) = cos?(x)sin®(x). Ona f(x) = (e L ) (e = ) :

fx) = I +1+e %) (¥ —3e 4307 1T —e 73X j(e5F 2 re—e 1T 42073 —¢75Y) _ —sin(5x)+2sin(3x)— sinx)

4x8i3 32 16

La formule qui suit n’est pas a connaitre par coeur, mais sa démonstration doit étre connue.

Propriété 6.1.9 — Angle moitié. SoitO e R, ona:

D

[Sl[==)

1+e%= Zcos(—) e
2

. . . . 0 -0
Démonstration. 1+ e'% =%+ e = ¢’z '2) =2cos (g) [ |

p) Latechnique de I'angle moitié est souvent utilisée pour additionner deux complexes de
méme module (et de méme module seulement), en ramenant le probleme a la propriété
via diverses manipulations, notamment, en factorisant.

Equqtions polynomiales du second degré

Théoreme 6.1.10 — Racine d’un nombre complexe. Soient Z € C et (E) I'équation définie
pour tout z € C par z% = Z. Si Z = 0, (E) posséde une unique solution zy = 0. Si Z = pe® # 0
(avec p = |Z] et @ 'argument principal de Z), (E) posséde exactement deux solutions distinctes

zZ] = \/ﬁeig etz = —\/ﬁe’g.

Démonstration. Le cas Z = 0 est évident. Pour le cas Z # 0, on voit que z — 72 = (z—2z))(z—2p),
I’équation a donc bien exactement deux solutions z; et z;. [ ]

Théoréeme 6.1.11 — Racines complexes d’un polyndme complexe du second degré.
Soient a, b et c trois complexes avec a # 0 et (E) 'équation définie pour tout z € C par
az? + bz+c = 0. On pose A = b® — 4ac, le discriminant de 1'équation. Si A = 0, alors (E)
possede exactement une solution zy = —%. Si A # 0, alors (E) posséde exactement deux
b+6 b

et zp 7’5 ou J est une racine de A.

solutions distinctes z; =

2
Démonstration. az2+bz+c=a(z2+§z+§) (z+ 3 )2 (—) +<|=

((Z+ by2_ bzzl—{;lzac)'

Le trindbme ramené ainsi a sa forme canonique, on voit que ’équation (E) est équivalente a

2 2
(z + %) — (%) =0, puis a (z— z1)(z — z) = 0. On obtient donc le résultat. [ |

Corollaire 6.1.12 — Racines complexes d’un polynéme réel du second degré. Soient
a, b et c trois réels avec a # 0, (E) 'équation définie pour tout z € C par az’>+bz+c =0
et A = b% — 4ac, le discriminant de I’équation. Si A > 0, alors (E) posséde exactement deux

solutions complexes distinctes, toutes deux également réelles, z; = = +‘F et zp = bz_ u\/g.
Si A =0, alors (E) possede exactement une solution complexe, également réelle, zg = —%.

SiA<O, alors (E) possede deux solutions complexes distinctes, non réelles et conjuguées,

z1 b+l\/ et Zy= b—zia\/—A.
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Autres résolutions d’équations

Cette section regroupe différents exemples utiles de résolution d’équations. Il est plus
important ici de retenir la méthodologie que les résultats présentés.

Racines n-iémes de l'unité

Soit n € N, on s’intéresse aux solutions de I'équation (E;) définie pour tout z € C par z" = 1.
Si z est une solution alors on pose z = pe'® la forme exponentielle principale de z et on a
p”e"”e =1=¢9 Dou p =1 et nO = 2kn pour un certain k € Z. Et comme 0 € [0,2n[, on a
k € [0,n —1]. Réciproquement, e”+" est bien solution de (E;) pour tout k € [0,n —1]. Ces
solutions sont appellées les racines n-iémes de 'unité. En résumé :

2(n=1)in 2kin

(z"=1) < (ze{l,e%,...,eT}) @(ze{e n

ke[[o,n—l]]}).

Cercle

Soit zg € C et r € R*. On considere 1'équation (C) définie pour tout z € C par |z — zg| = 1.
Alors z est solution de (C) si et seulement si z— zg = re® avecOe R, soit z = zy + re® avec 0 e R.
L'ensemble des solutions décrit alors un cercle, de rayon r et de centre zy. En résumé :

S{z} -
v N

/ T ‘\\
‘ “\
20

-+ 1 \\\ c {”////

-1 1 T Riz}

} }
T —1

(Iz—zolzr)o(ze{z0+reie|6€R})©(z€<€).

Demi-droite

Soit zg € C et 8 € R. On consideére I'équation (D) définie pour tout z € C par é:igl = ¢/%. Alors
z est solution de (D) si et seulement si z— zy = pe’® avec p € R**, soit z = 2y + pe'® avec p e R**.
L'ensemble des solutions décrit alors une demi-droite, d’origine z; exclus et dont la direction est
donné par 'angle 6. En résumé :

-1 1 Riz}

[F2=e) o feefarpe [per ) o cem
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6.2 Polynomes

Dans I'’ensemble de ce chapitre, K désigne un ensemble de nombre qui peut-étre Q, R ou C.

6.2.1 Définitions
Définition 6.2.1 — Polynéme. Soit P une application de K dans K. On dit que P est un

polynéme a coefficients dans K, s'il existe un entier n et un n + 1-uplet (ay, a1, ..., a,) € K"+
tels que :

n
VxeK, P(x)=ay+a1x+ apx* + ...+ apx" =y apx® .
k=0

Définition 6.2.2 — Ensemble des polyndmes. L'ensemble des polynomes a coefficients
dans K est noté K[X], lu « K crochet X ».

K — K
Notation 6.1. Soit k € N*, on noteX¥ le polynome X* : . ok
K — K n
Plus généralement, le polynome P : n r estnoté Y apXF.

Vocabulaire 6.1 Voici quelques éléments de vocabulaire usuel dans le contexte des polynomes :
— Le polyndme nul est 'application P = Ok x; définie par Vx € K, P(x) =0.
— Les polyndémes constants sont les applications constantes définies par Vx € K, P(x) = ay,
ou ap € K.
— Un mon6me (resp. bindme, resp. trindme) est un polynéme ayant exactement un (resp.
deux, resp. trois) coefficients non nuls.

6.2.2 Degré d’'un polynébme

Théoreme 6.2.1 — Unicité des coefficents. Soit P un polynome a coefficients dans K. On
suppose qu'il existe deux entiers 7 et m, ainsi qu'un (n + 1)-uplet (ay, ai, ..., an) etun (m+1)-
uplet (b, by, ..., by) tels que a, #0, by, #0 et :

n m
P= Zakaz Zbkxk.
k=0 k=0

Alors n=m, Yk € [0, n], ay = by.

Démonstration. Ce résultat est admis. Pour faire la démonstration, on peut se ramener au cas
ol P est le polyndme nul, puis on le montre par récurrence sur n en dérivant P. ]

Définition 6.2.3 — Degré d’un polynéme. Soit P € K[X] un polynéme non nul, le degré de

P, noté deg(P), est'unique entier n tel qu’il existe un (n + 1)-uplet (ay, a1, ..., a,) avec a, #0
n

telque P = Y aiXX. a, X" est appelé le terme dominant de P et a,,, le coefficient dominant.

k=0
Si a; =1, on dit que P est unitaire.

Par convention, on pose deg(0k x;) = —oo.

Définition 6.2.4 — Ensemble K ,[X]. L'ensemble des polynémes a coefficients dans K de
degré inférieur ou égal a n est noté K, [X].

= Exemple 6.2 2X3 est un monome de degré 3 ; X° + 2X est un binéme unitaire de degré 5. =
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6.2.3 Opérations usuelles
Définition 6.2.5 — Opérations. Soient P et Q deux polynomes de K[X] et A un élément de
K. Alors on peut définir les opérations suivantes sur les éléments de K [X].

1 P+Qdéfinipar Vx ek, (P+Q)(x) =P(x)+Q(x) . (addition)
(ii) P x Q défini par Vx e K, (P x Q)(x) =P(x) x Q(x) . (multiplication)
(iii) AP défini par Vx € K, (AP)(x) = AP(x) . (multiplication par un scalaire)
(iv) PoQ défini par Vx e K, (PoQ)(x) =P(Q(x)) . (composition)

n m

Théoréme 6.2.2 — Opérations et coefficients. Soient P = Y aiX* et Q = ¥ biXF deux
k=0 k=0

polynomes de K[X]. On pose, pour tout k > n, ay = 0 et, pour tout k > m, by = 0. Alors on a les

formules suivantes pour les coefficients des polynd6mes obtenues apres opérations :

n m max(n,m)
(i) (z akxk) + ( )3 bkxk) = Y (ax+bpx~.
k=0 k=0 k=0
n m n+m
(i) (z akxk)x(z kak): Y| X ab|xk.
k=0 k=0 k=0 | 0<i<n
0<j<m
i+j=k

n n
(iii) )\( Y aka) =Y AaixFk.
k=0 k=0

Démonstration. 1l s’agit simplement d’appliquer les regles de calcul sur les sommes et de re-
grouper les termes par puissance de X. |

Corollaire 6.2.3 — Opérations et degré. Soit (P,Q) € K[X]?. On a les propositions suivantes :

6))] deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) .

(ii) En particulier, si deg(P) # deg(Q) alors deg(P + Q) = max(deg(P),deg(Q)) .
(iii) deg(P x Q) = deg(P) +deg(Q) .

(iv) SiP # Ok x et Q # Ok x), alors deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q) .

Démonstration. Ce résultat découle directement du théoreme précédent, il suffit a chaque fois
de considérer le mondme de plus au degré dans les sommes et de vérifier s'il estnonnul. B

6.2.4 Division euclidienne de polynéomes

Théoreme 6.2.4 — Division euclidienne. Soient A et B deux polynémes de K[X] tels que
B # Ok x;. Alors il existe un unique couple (Q,R) € K[X]? tel que :

A=BxQ+R et degR)<degB).

Q est appelé le quotient de la division euclidienne de A par B et R le reste de la division
euclidienne de A par B.

Démonstration. La démonstration de ce théoreme est admise. Elle peut s’obtenir sans trop de
difficultés par récurrence sur deg(A). [ |
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p) Ladivision euclidienne pour les polynomes se pose comme la division euclidienne pour
les entiers, c’est-a-dire la division que vous avez appris au primaire!

I Exercice 6.1 Effectuer la division euclidienne de 5X* + 8X> — 2X + 6 par —3X? + 7. u

Définition 6.2.6 — Multiples, diviseurs. Soient A et B deux polynomes de K [X] avec B # Ok x].
On dit que A est un multiple de B, ou encore que B est un diviseur de A, si le reste de la
division euclidienne de A par B est nul.

Exercice 6.2 Déterminer I'ensembles des diviseurs et des multiples de X2 +1 dans R[X], puis
dans C[X]. "

6.2.5 Racines d’un polynome
Définition 6.2.7 — Racine et multiplicité. Soit P € K[X] et a € K. On dit que « est une racine
de P si X—a est un diviseur de P. Lordre de multiplicité d’'une racine o de P est le plus grand
entier m tel que (X — a)™ soit un diviseur de P.

Théoreme 6.2.5 — Caractérisation de la racine. SoitP € K[X] et a € K. Alors :

aestracinedeP © P(a)=0.

Démonstration. Si a est racine de P, alors il existe Q € K[X] telle que P = (X —a)Q. On a donc
P(a) = (a — 0)Q(a) = 0. Réciproquement, si a n’est pas racine de P, alors le reste R de la division
euclidienne par X—a de P est un polyndme non nul de degré strictement inférieur a deg(X—a) = 1.
On en déduit que R est un polynéme constant, non nul. Il s’en suit que P(a) = (a—a)Q(a) +R(a) =
R(a) #0. ]

Corollaire 6.2.6 Soit P € K[X], a € K et m € N. Alors a est racine d’ordre de multiplicité m de
P si et seulement si il existe Q € K[X] tel que P = (X — ) Q et Q(a) # 0.
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Démonstration. On obtient facilement le résultat en supposant par 'absurde que Q(x) = 0, puis
en utilisant le théoréme. ]

Corollaire 6.2.7 Soit P € K[X] un polynéme de degré d, alors la somme des ordres de multi-
plicité des racines de P est inférieure ou égale a d.

Démonstration. Le résultat peut se montrer aisément par récurrence forte sur d. ]

Théoréeme 6.2.8 — Racine complexes de polynémes réels. Soit P € R[X] « C[X].Sia € C\R
est une racine de P dans C[X] (par la R-linéarité de z — z), alors « est une racine de P dans
CIX].

Démonstration. 11 suffit de remarquer que si P est a coefficient réel, alors P(z) = P(z) pour tout
zeC.Ainsi, P(ad) =0 P(ax) =0. [ |

Factorisation de polynémes

Théoreme 6.2.9 — Théoréme de d’Alembert-Gauss. Tout polynéme non constant de C[X]
admet au moins une racine.

Démonstration. Ce théoreme est admis. Sa démonstration n’est, a ce niveau, pas triviale. [ |

Corollaire 6.2.10 — Factorisation dans C[X] . Soit P € C[X] tel que deg(P) = n > 1. Alors, on
peut écrire :

.
P=A[][X-oap)=A]]X-pr)™

n
k=1 k=1

ou A est le coefficient dominant de P, «;, ..., &, sont les racines (non focrcément distinctes) de
P, etPBy,...,pr sont les racines deux a deux distinctes de P avec m;, ..., m; leurs multiplicités
respectives (on a alors m; + my + ...+ m; = n).

Démonstration. On peut obtenir le résultat par récurrence, a partir du théoreme. |

p) Factoriser un polyndéme dans C[X], c’est I'écrire sous la forme ci-dessus. Factoriser un
polynéme dans R[X], c’est I'écrire sous la forme ci-dessous.

Théoreme 6.2.11 — Factorisation dans R[X]. Soit P € R[X] de degré n > 1. Alors, on peut
écrire :

P=A

r q
H(X_O(k)mk) (1‘[ X2 +BrX + yi) ™
k=1 k=1

ou A est le coefficient dominant de P, ay,...,a, sont les racines réelles distinctes de P avec
my,..., m, leurs multiplicités respectives, X + B X + yx sont des polyndmes réels de dégré 2
sans racine réelle et ny, ..., ng des entiers tels que n=my + mp +...+ my +2n; +2np + ... +2n4.

Démonstration. Ce théoréme se déduit du corollaire précédent et du théoreme 6.2.8. Il suffit de
considerer la factorisation dans C[X] du polynéme P. On regroupe tous les termes contenant les
racines réelles dans le produit de gauche, puis on constate que les racines complexes restantes de
P peuvent étre associées deux a deux, avec leurs conjugués. Or (X —a) X —a) = X2 — (a+0) X+ o =
X2 - 2R ()X + |af? ce qui est bien un polyndéme réel de dégré 2 sans racine réelle. [ |
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Corollaire 6.2.12 — Racine réelle d’'un polynéme réel de degré impair. Tout polynéme
de R[X] de degré impair possede au moins une racine réelle.

Démonstration. Ona n=r +2q dong, si n est impair, r est nécessairement non nul. ]

Pour factoriser un polynéme, on peut chercher certaines de ses racines en utilisant les
moyens classiques (résolution d’'une équation de degré 2, racines évidentes, changements de
variables, racines n-iémes de l'unité,...). Si on trouve des racines, on aura alors un facteur de P et
on pourra faire la division euclidienne de P par ce facteur pour obtenir un polynéme de degré
inférieur. On réitere ensuite le processus sur ce nouveau polynéme. On remarque qu'il peut étre
plus aisé, pour réaliser une factorisation dans R[X], de commencer par factoriser le polynéme
dans C[X].

Exercice 6.3 Factoriser les polynomes suivants dans R[X] :

A=X3-2xX?+1 B=X®+1 C=x*+X°+1.



