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Ce chapitre s'integre dans le cadre général de |'algebre linéaire. Jusqu'a présent, les chapitres
d’algebre linéaire précédents doivent donc parfaitement étre maitrisés afin de bien comprendre
les notions que I'on introduit ici. Dans l'intégralité de ce chapitre comme dans ces chapitres
précédents, K pourra désigner I’ensemble R ou l’ensemble C.

18.1 Cas général

18.1.1 Définition et premiéres propriétés
Définition 18.1.1 — Application linéaire. Soient E et F deux [K-ev et f une application de E
dans F. On dit que f est une application linéaire si :

) Y(u,v) €E?, f(u+v)=fw+ f(v),
(ii) YA\, v) eKxE, fA.v)=A.f(v).

L'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté £ (E, F).

I Exercice 18.1 Préciser de quelles lois « + » et «.» il s’agit dans cette définition. u

Exercice 18.2 Montrer que I'on peut combiner les deux propositions de la définition d'une
application linéaire en un seul critére de linéarité et énoncer ce critere. .

Exercice 18.3 — Application nulle. Soient E et F deux [K-ev. Montrer que I'application 0,
définie par Yu € E, ©®(u) = O, est une application linéaire. .
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Exercice 18.4 Soit E = RN 'ensemble des suites réelles. On considére I'application ¢ : E —
R; u— uy. Décrire ¢ et montrer qu’il s’agit d'une application linéaire. .

Exercice 18.5 Soient E = R® et F = R?. Montrer que I'application f de E dans F, définie par
Y(x,y,2) €E, f((x,),2)) = 2x—3z,x— y +2z) est linéaire. -

Exercice 18.6 Soit E = C([0,1],R) 'ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R. On
considere 'aplication p: E - R; u— fol u(t)dt. Montrer que ¢ est une application linéaire. =

Théoreme 18.1.1 — Propriétés des applications linéaires. Soient E et F des [K-ev, et f €
Z(E,F). On a les propositions qui suivent.

(i) f(O0) =05 .
(i) Y(u,v) €E%, flu-v)=fw)-f).

n n
(iii) VneN*, V(uy,...,uy) €EE", V(A1,..,A,) e K", f( Yy )\k.uk) =Y Ag-fug).
k=1 k=1

Démonstration. D’abord, on a f(0g + 0g) = f(0Og) + f(0g) = f(0g). D’out f(0g) = Og.
Ensuite, f(u—v)=f(u+(-1D.v)=f(W)+(=1.f(v) = f(w) - f(v).
Enfin, le dernier point s’obtient par récurrence immédiate a partir de la définition. |

18.1.2 Opérations usuelles

Théoreme 18.1.2 — Opérations. SoientE, Fet GdesK-ev, f,g€ Z(E,F),he L(EG)et A € K.
Alors les applications qui suivent, définies par opérations, sont des applications linéaires.

() f+8: E=Fuv—(f+9W=f)+gW). (addition)
(ii) Af:E-Fv—AfNHW=Af(v). (multiplication par un scalaire)
(iii) hof:E—G; v— (hof)(v)=h(f(v). (composition)
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I Exercice 18.7 Démontrer le théoreme. "

Corollaire 18.1.3 — Espace vectoriel #(E,F). Soient E et F deux K-ev. Lensembles des
applications linéaires de E dans F est un K-ev.

Démonstration. Lensemble Z(E,F) est non vide car il contient toujours I'application nulle. Le
résultat découle alors immédiatement des deux premiers points du théoréme précédent. M

18.1.3 Noyau et Image
Définition 18.1.2 — Noyau. Soient E et F des K-ev, et f € Z(E,F). On appelle noyau de f et
on note ker(f) le sous-ensemble de E défini par:

ker(f) = f~' ({0s}) = {u € E | f(u)=0¢} .

Définition 18.1.3 — Image. Soient E et F des K-ev, et f € Z(E,F). On appelle image de f et
on note im(f) le sous-ensemble de F défini par :

im(f)=fE) ={veF|JucE, v=Ffw}.

p) Lenoyaude f estI'image réciproque de {Og} par f. Limage de f estI'image directe de E
par f.

Théoreme 18.1.4 — Le noyau et I'image sont des K-ev. Soient E et F des K-ev, et f €
Z(E,F). Alors ker(f) estun sev de E et im(f) est un sev de F.

Démonstration. Soient uy, uy € ker(f) et A e K. Alors f(u; +A.up) = f(u1) +A.f(up) =0p+A.0p =
Op + 0p = Op, d’ou u; + A.up € ker(f). De plus, f (0g) = Op, donc O € ker(f) # @.

Soient vy, v, € im(f) et A e K. Il existe uy, up € E tels que f(u1) = vy et f(up) = vo, dott vy +A.vp =
Fuy) + N f(uz) = f(uy + \.up) € im(f). De plus, f(0g) = O donc O € im(f) # @. ]

Théoreme 18.1.5 — Ciritéres d’injectivité et de surjectivité. Soient E et F des K-ev, et f €
Z(E,F). On ales propositions qui suivent.

(i f injective & ker(f) = {0} .
(ii) [ surjective =3 im(f)=F.
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Exercice 18.8 Rappeler la définition de 'injectivité et de la surjectivité puis démontrer le
théoreme. .

Isomorphismes
Définition 18.1.4 — Isomorphisme. Soient E et F des [K-ev, et f € Z(E,F). On dit que f est
un isomorphisme si elle est bijective. On dit alors que E et F sont isomorphes (i.e. il existe
un isomorphisme de E dans F).

Théoréeme 18.1.6 — Réciproque d’un isomorphisme. Soient E et F des [K-ev, et f un iso-
morphisme de E dans F. Alors la bijection réciproque de f, f~!, est un isomorphisme de F
dans E.

Démonstration. Soient vy, v, € F et A € K. Comme f est un isomorphimse, il existe un unique
u; € E et un unique u; € E tels que vy = f(uy) et vo = f(up). Ainsi, on voit que f‘l(vl +A.vp) =
FHf@) + A f(w2) = 1 (fun + Aup)) = ug + Atz = f~H(w1) + A.f L (1) et 1 est bien une
application linéaire de F dans E. |

Théoreme 18.1.7 — k-ev de dimension n. Soit 7 € N un K-ev est de dimension 7 si et
seulement si il est isomorphe a K".

Démonstration. Soit E un K-ev isomorphe a K” et f un isomorphisme de K" dans E. Soit
(e1,..., en) labase canonique de K". Alors, on peut montrer que % = (f(e1), ..., f (e,)) est une base
de E. Soit u € E, alors f~!(u) € K", on peut donc décomposer f~!(u) dans la base (ey, ..., e,). Soit
n n n
f~'w) = ¥ Ag.ex sadécomposition. Ona u = f(f~1(w) = f( Y )\k.ek) = Y Ar.f(er). Donc u
k=1 k=1 k=1
n
se décompose bien dans 4 (i.e. la famille 2 est génératrice de E). De plus, si )} Ag.f(ex) =0,
k=1

n n
alors f( > )\k.ek) =0. Or f est bijective, donc ker(f) = 0. On en déduit donc que Y Ay.ex =0
k=1 k=1
ce qui implique que A} =... = A, = 0. La famille est donc libre. On conclut bien que 28 est une

base de E.
Réciproquement, si E est un K-ev de dimension n, alors on peut définir un isomorphisme f de E
vers K”. En effet, on considére une base 9 = (uy, ..., ;) de E et on pose f 'application telle que

n n
pour tout (Ag,...,An) € K", f( y )\k.uk) = Y Ag.er. On peut ensuite vérifier assez facielement
k=1 k=1

que f est un isomorphisme de E dans K", |
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p) Le théoreme précédent induit que deux K-ev de dimension finie sont isomorphes si et
seulement si ils ont méme dimension. Limage par un isomorphisme f :E — F d'un sev de
E dimension 7 est donc un sev de F de dimension n.

18.1.5 Endomorphismes
Définition 18.1.5 — Endomorphisme, automorphisme. Soit E un K-ev. Une application
linéaire de E dans E est appelé un endomorphisme. L'ensemble des endomorphismes de E
est noté Z(E). Un endomorphisme bijectif est appelé un automorphisme. L'ensemble des
automorphismes de E est noté GL(E) et appelé le groupe linéaire de E.

R) Z(E)estunlk-ev par le corollaire 18.1.3. Par contre, si E n’est pas réduit a Og, alors GL(E)
muni des opérations usuelles n’est pas un espace vectoriel, car I’application nulle n’est
alors jamais bijective.

Propriété 18.1.8 — Identité. Soit E un K-ev. Lapplication identité de E définie comme suit est
un automorphisme.
i dE : E — E
v o— v’

| Exercice 18.9 Démontrer le résultat. .

Définition 18.1.6 — Puissance d’'un endomorphisme. Soient E un K-ev et f € £(E). On
pose fO=idgetVkeN, f1 = fo fk,

Propriété 18.1.9 — Régles de calcul. Soient E un K-ev, f € Z(E) et (m,n) € N?. On a les
propositions qui suivent.

(1) fnofqm:fn+m:fr?lofn‘

I Exercice 18.10 Démontrer la propriété précédente. n

p ) Dans le cas d'un automorphisme f, on peut définir les puissances négatives via f~" =
(f ‘1)n et les régles de calcul se généralise alors a tout entier dans Z.
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p) Pourdeux endomorphismes f et g de E, onn'apasapriori fog = go f,ni(fog)" = f"og".

Théoreme 18.1.10 — Bindme de Newton. Soient E un K-ev, f et g deux endomorphismes
deE.Si fog=gof,alors:

nem (gl = (1) rogrs= 1) sost

I Exercice 18.11 Démontrer le théoreme. "

18.1.6 Projecteurs
Définition 18.1.7 — Projecteur. SoientE unlK-evetF et G deuxsevdeE tels que E = F&G. On
considere les applications p et g de E dans E telles que, pour tout u € E, u = p(u) + q(u) avec
p(u) e Fet gq(u) € G. Lapplication p est le projecteur sur F parallelement a G et I'application
q est le projecteur sur G parallement a F.

R) Les applications p et g sont bien définies car F et G sont supplémentaires. Ainsi, tout
vecteur de E se décompose de maniére unique comme somme d'un vecteur de F et d'un
vecteur de G.

Théoréeme 18.1.11 — Propriétés des projecteurs. Soient E un K-ev et F et G deux sev de E
tels que E = F& G. On pose p le projecteur sur F parallelement a G et g le projecteur sur G
parallelement a F. Alors, on a les propostions qui suivent.

@ p et g sont des endomorphimses de E.
(ii) p+q=idg.

(iii) poqg=qop=0.

(iv) pep=petgoq=q.

) ker(p) =im(qg) = G et ker(q) =im(p) =F.

Démonstration. Soientu,veEetAeK.Onau=pu)+qu)etv=pw)+q),dotu+Av=
p(w+q(u)+A. (p(v) + q(v)) = pw)+A.p(v)+q(w)+A.q(v). Ainsi, par unicité de la décomposition
selon la somme directe, p(u+A.v) = p(u) +A.p(v) et g(u+A.v) = q(u) + A.q(v). D’ou p et g sont
bien des endomorphismes de E.

La définition donne directement le point (ii).
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On commence par montrer (v). Soit u € F. La décomposition de u selon F® G est u = p(u) +0.
Donc F c ker(q). Maintenant si u € ker(g), alors q(u) =0, puis u = p(u). D’ou ker(gq) c im(p).
Enfin, si u € im(p), on a u € F par définition. Ainsi on a bien ker(q) = im(p) = F. Par symétrie, on
montre ker(p) =im(q) =G.

Soit u € E. On a q(u) € im(gq) = ker(p). D’ou po q(u) = 0. De méme, on obtient go p(u) = 0. Ce
qui donne (iii).

Enfin, soit u € E.Ona pop(u) — p(u) = p(p(w) —u) = —p(q(w)) =0. D’ott po p = p. De méme,
go g = q.Ce quimontre (iv). [ ]

Théoréeme 18.1.12 — Caractérisation des projecteurs. Soient E un K-ev et p € Z(E) telle
que pop = p. Alors E =im(p) @ ker(p) et p est le projecteur sur im(p) parallelement a ker(p).

Démonstration. Soit ue€ E.On a u = p(u) + u— p(u) avec p(u) € im(p) et u— p(u) € ker(p). En
effet, p(u—p(u)) = p(u) - pz(u) = 0. Ainsi, E = im(p) + ker(p). De plus, si u € ker(p) nim(p), alors
u=p()avecveEet p(u) =0.D’ol10 = p(u) = p?>(v) = p(v) = u. On a bien E = im(p) & ker(p).
Puis, par unicité de la décomposition en somme directe, p est bien le projecteur de sur im(p)
parallelement a ker(p). [ |

Dimension finie
Rang d’une application linéaire

Exercice 18.12 Soient E un K-ev de dimension finie n € N, Fun K-ev et f € Z(E,F). Montrer
quesi (e, ..., e,) est une famille génératrice de E, alors (f(el), e f(e,,)) engendre im(f). En
déduire que im(f) et ker(f) sont de dimension finie. .

p) Pour définir une application linéaire d'un espace de dimension finie E vers un espace F, il
est suffisant de définir I'application sur une base de E.

Définition 18.2.1 Soient E un K-ev de dimension finie n € N, Fun K-ev et f € Z(E,F). On
appelle rang de f, noté rg(f), la dimension de I'image de f.

p) Lerangde f est bien défini car I'image de f est un espace vectoriel de dimension finie.

I Exercice 18.13 Montrer que 1g(f) = 0 si et seulement si f est!’application nulle. n
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Théoréeme 18.2.1 — Théoréme du rang. Soient E un K-ev de dimension finie n € N, F un
K-evet fe Z(E,F).Ona:
rg(f) = n—dim (ker(f)) .

Démonstration. Soient p = dim(ker(f)) et F = (ey,...,ep) une base de ker(f). Comme ker(f)
est un sev de E, & est une famille libre de E que 'on peut compléter en une base de E (par
le théoreme de la base incomplete). Soit & = (ey, ..., e;) une telle base. On va montrer que
(f(ep+1),.... f(en)) est une base de im(f). En effet, par I'exercice qui précede, (f(e1),..., f(en))
engendre im(f), mais comme f(e;) =... = f(ep) =0, (f(ep+1),...,f(en)) engendre im(f). De plus,

n n n
soit (Ap+1,...An) €K Ptelque ¥ Arfler) =0.0na Y Agflex) = f( Yy )\kek) =0,d ol
k=p+1 k=p+1 k=p+1

n n

Y Aker € ker(f). Orker(f) ® VECT (eps1,...en) =E.D'oll ¥ Agep=0etAps =...=X,=0.
k:p+] k:p+1
Ainsi, la famille (f(ep+1), ...,f(e,,)) est bien libre et c’est une base de im(f). On a donc rg(f) =
n—p = n-dim(ker(f)). [ |

On peut retenir facilement le théoréme du rang sous sa forme plus symétrique : dim(E) =
dim (im(f)) + dim(ker(f)).

Corollaire 18.2.2 — Rang et injectivité. Soient E un K-ev de dimension finie n € N, F un
K-evet fe £(E,F).Ona:
f injective & rg(f) =n.

Démonstration. 1l s’agit d'un corollaire direct du théoreme du rang ainsi que du critere d’injec-
tivité des applications linéaires. En effet, f est injective si et seulement si ker(f) = {Og}, ce qui
équivalent a dim (ker(f)) = 0, puis a rg(f) = n via le théoréme du rang. [ ]

Corollaire 18.2.3 — Bijectivité des endomorphismes en dimension finie. Soient E un
[K-ev de dimension finieet f € £ (E).Ona:

f injective < f surjective < f bijective.

Démonstration. Soit n = dim(E). Comme im(f) estun sevde E, on aim(f) =E si et seulement
sirg(f) = n. Ceci donne donc f surjective si et seulement si f injective. La derniére équivalence
est alors immédiate. [ |

Formes linéaires et hyperplans
I Définition 18.2.2 — Forme linéaire. Soit E un K-ev. On appelle forme linéaire de E toute
application linéaire de E dans K (i.e. tout élément de Z (E, K)).

p) Cette définition n’est pas limitée au contexte des espaces vectoriels de dimension finie
mais on se limitera a ce contexte dans le cadre du programme.

Définition 18.2.3 — Hyperplan. Soit E un K-ev de dimension finie n € N. On appelle hyper-
plan de E tout sev de E de dimension n — 1.
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Théoreme 18.2.4 — Caractérisation des formes linéaires. Soient E un K-ev de dimension
finie neNet f € £ (E,K) une forme linéaire non nulle. Alors ker(f) est une hyperplan de E.
Réciproquement, tout hyperplan de E est le noyau d'une forme linéaire de E.

Démonstration. On suppose que f est une forme linéaire non nulle. Alors im(f) est un sev de
K non réduit a 0, on a donc forcément im(f) = K et rg(f) = 1. D’ou, par le théoréme du rang,
dim (ker(f)) = n—1, et ker(f) est un hyperplan de E.

Réciproquement, si H est un hyperplan de E alors, on considere (e;, ..., ;1) une base de H et on
la complete une une base (e, ..., e;) de E. Alors 'application linéaire définie par f(e;) = 0 pour
tout i € [1,n—1] et f(e,) = 1 définit bien une forme linéaire de E de noyau H. |

18.2.3 Matrice d’une application linéaire
Définition 18.2.4 — Matrice d’une application linéaire. Soient E et F deux K-ev de dimen-
sion de finie n et p respectivement et g € Z(E,F). On considere une base %g = (ey, ..., €n)

p
de E et une base %y = (fi,..., fp) de F. Pour tout j € [1,n], on considere g (e;) = ¥ m; j fila
i=1

décomposition de g (e;) dans la base 9. Alors, la matrice de I'image par g de la base %
dans la base % est la matrice, notée Matg, g, (g), définie par:

Matgs, 25, (8) = (Mi,1) i e pixinm -

R L’applicatipn @: x(E_) - MpnK); g = Mat@E, a:(8) estun ispmorphisme. En particulier,
les opérations d’addition et de multiplication par un scalaire sont préservées lors du
passage a |’écriture matricielle.

I Exercice 18.14 A quoi correspond la j-éme colonne de Matg, . (g) ? n

I Exercice 18.15 Que peut-on dire de la matrice d’'une forme linéaire ? .

Exercice 18.16 On considére E = R3([X], F = Ry[X] et A : E — F I'application de dérivation.
Déterminer la matrice de A dans les bases canoniques de E et F. .

Définition 18.2.5 — Vecteur des coordonnées. Soient E un K-ev de dimenSiO}’ll de finie
n et v € E. On consideére une base % = (e, ...,e,) de E et la décomposition v =} Aje; de

j=1
v dans la base 2. Alors, le vecteur colonne des coordonnées de v dans 28 est la matrice
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colonne, notée Matg(v), définie par :

A1
Matg(v) =
An

p Lapplication ¢: E — K"; v— Matg(v) est un isomorphisme.

Théoreme 18.2.5 — Produit matriciel. Soient E, F et G trois K-ev de dimension finie, f €
Z(E,F), g€ ZL(EQG)etveE.On considere des bases %Bg, By et B¢ de E, F et G respectivement.

Alors :
0 Matg, (f(v)) = Matg,, g, (f) x Matg, (1).
(ii) Matg, g, (g f) = Matg,, 2. (g) x Matg, 4, (f).
I Exercice 18.17 Démontrer le théoreme. »

18.2.4 Application linéaire d’'une matrice

Théoréme 18.2.6 — Application linéaire d’une matrice. Soient (p,n) € (N*)? etAe My n(K)
Alors, I'application fj définie par:

fa: M) — My 1(K)
X — AX

est une application linéaire, appelée I'application linéaire associée a la matrice A.

Démonstration. Lalinéarité découle directement des propriétés du produit matriciel. |

Définition 18.2.6 — Noyau, image et rang d’'une matrice. Le noyau (resp. I'image, resp.
le rang) d’'une matrice est le noyau (resp. I'image, resp. le rang) de son application linéaire
associée.

Exercice 18.18 Justifier que 'image d’'une matrice est le sev engendré par ses vecteurs
colonnes. .
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Exercice 18.19 Déterminer une base du noyau, puis de I'image de A =

— W

S =N

w o1~
[ |

Théoreme 18.2.7 — Rang de la transposée. Une matrice et sa transposée ont méme rang.

Démonstration. Ce théoréme est admis. [ |

Théoréme 18.2.8 — Rang d’une application linéaire. SoientE et F deux K -ev de dimension
finie et g € Z(E,F). Alors, le rang de f est égal au rang de sa matrice Matg, g, (g) dans
n'importe quelles bases &g de E et %k de F.

X1
Démonstration. SoientX=| : |, %g = (e1,...,e,) une base de E et % = (fl, ...,f,,) une base de
Xn
n
F.On pose M = Matg, 4, (g) et u = Y xiei de sorte que X = Matg, (u). Alors, on a X € ker(M) <
k=1
MX =0 < Matg, (g(u)) =0 < g(u) =0 < ucker(g). Ainsi, ker(M) est isomorphe a ker(g) via la

restriction de u — Matg, (1) a ker(g). Ces deux espaces ont donc méme dimension. On conclut
via le théoréme du rang. u

18.2.5 Endomorphismes et matrices carrées
Définition 18.2.7 — Matrice d’un endomorphisme. Soient E un K-ev de dimension de finie
net f € Z(E). On considere une base % = (ey, ..., e;) de E. Alors, la matrice de f dans 28 est
la matrice Matg (f) € 4, (K) de I'image par f de 98 dans %.

Théoreme 18.2.9 — Automorphismes et matrices inversibles. Soient E un K-ev de dimen-
sion de finie n et f € £ (E). On considere une base 28 = (ey, ..., €,,) de E et on note M la matrice
de f dans 2. Alors M est inversible si et seulement si f est un automorphisme. Dans ce cas,
M~ =Matg(f ).




230 Chapitre 18. Applications linéaires

Démonstration. On remarque d’abord que, pour tout g € Z(E), Matg(g) =1, si et seulement si
8= ldE

Ainsi, si f est un automorphisme, on a Matg (f) x Matg(f~!) = Matg(fo f~1) = Matg(idg) =1,.
De méme Mat@(f_l) x Matgz (f) = 1,. Ainsi M est inversible et Ml= Matgg(f_l).

Réciproquement, si M est inversible, alors on pose M™! = (a;, f)(i Delt, - On définit ensuite

n
I'endomorphisme g € Z(E) par g(ej) = ). a;,je; de maniere a ce que M~! = Matg(g). Ceci
i=1

donne alors I, = Matg(go f) = Matgg(foga.Ainsi, gof=fog=idgetfl=g. |

Théoréme 18.2.10 — Caractérisations des automorphismes. Soient E un K-ev de dimen-
sion finie n et f, g € Z(E). Alors, les propositions qui suivent sont équivalentes.

() gof=fog=idg.

(ii) gof=idg.
i) fog=idg.

Démonstration. On remarque qu'il suffit de montrer que (ii) < (iii).

On montre que (ii) implique (iii). Si go f = idg alors f est injective. En effet, soient x;,x, € E
tels que f(x1) = f(x2). Alors, go f(x1) = go f(x2) = x1 = x2. Or, par le corollaire 18.2.3, si f est
injective, elle est bijective. Ainsi, par le théoreme de la bijection réciproque, on déduit que f est
inversible puisque f!=gofofl=g.

On montre que (iii) implique (ii). Si f o g = idg alors f est sujective. En effet, soit y€ E, y =
fog(y) eim(f). Or, par le corollaire 18.2.3, si f est surjective, elle est bijective. On conclut de
maniere analogue au cas précédent. |

Exercice 18.20 Soit A € 4, (K), al'aide des différents théoremes du chapitre, donner six
propositions mathématiques équivalentes a la proposition « A € GLj, (K) ». .

Définition 18.2.8 — Polynéme d’endomorphisme. Soit E un [K-ev. On appelle polynéme
d’endomorphismes de £ (E) toute application P définie par :

P: YE — ZL(E)
m
fo— P(H=X af*
k=0
ol m € N et ag € K pour tout k € [0, m].

I Définition 18.2.9 — Polynéme annulateur. Soit E un K-ev, P un polynéme d’endomor-
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I phismes de £ (E) et f € Z(E). On dit que P est annulateur de f si P(f) est'’endomorphisme
nul.

p) Dela méme facon, on définit la notion de polyndme de matrices de ./, (K) et de poly-
nome annulateur d’une matrice de ./, (K).

Définition 18.2.10 — Opérations. Soient E un K-ev, P et Q deux polynomes d’endomor-
phismes de E et A un élément de K. Alors on peut définir les opérations qui suivent.

(1) P+ QdéfiniparVf e L(E), P+Q)(f)=P(f)+Q(f). (addition)
(i) AP défini par V f € Z(E), (AP)(f) = AP(f). (multiplication par un scalaire)
(iii) PxQdéfiniparVf e L(E), PxQ)(f)=P()oQ(f). (multiplication)

p) Dans la définition, la multiplication des polynomes d’endomorphismes correspond a
la composition des endomorphismes. Ceci est nécessaire pour que les formules sur les
coefficients des polyndmes d’endomorphismes soient énoncées de la méme facon que
pour le théoréme 6.2.2. On laisse cette vérification en exercice.

Dans la suite, on illustre via des exemples l'utilisation de polyndmes annulateurs pour
déterminer I'inverse ou une puissance k-ieme d'un endomorphisme ou d’'une matrice.

Polynédme annulateur et calcul de I'inverse

On considére un endomorphisme f d’'un K-ev E tel que P(f) = 2f°>-2f3+3f2 = 0, par
exemple, et il s’agit de calculer la réciproque de f (si elle existe). On peut d’abord remarquer que
P(f) = f?o(2f3-2f+3idg) = 0.

Sil'on sait que f est inversible, on obtient 2 3 — 2 f + 3idg = 0 par multiplication 4 gauche
par f~2. On peut ensuite déterminer f~! comme polynéme de f en passant le terme constant
a droite, ce qui donne 2f3 —2f = =3idg puis fo (—%f2 + %idE) = idg. On conclut alors que
F==2(f? - id).

Sil’on ne sait pas si f est inversible, il faudra calculer 2 f3 — 2 f + 3idg. Si'on obtient 'endo-
morphisme nul, alors on pourra conclure a I'inversibilité en déterminant son inverse comme
précédemment. Par contre, sil’on obtient un endomorphisme non nul, alors il faudra conclure
que f est non inversible.

Bien évidemment, ce principe peut étre adapté a n'importe quel polyndme annulateur de f,
ainsi qu’au cas d'une matrice annulée par un polyndome.

01 1 1
. . 1 01 1 , L _
Exercice 18.21 SoitM = 11 0 1l Calculer M“ — 2M — 31,. En déduire que M est inver-
1 1 10

sible et donner M~!. Montrer, par ailleurs, que M — 314 n’est pas inversible. .
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Polynéme annulateur et calcul d’'une puissance

Dans cet exemple, on considére un endomorphisme f d’'un K-ev E tel que P(f) = f° - f =0.
1l s’agit ici de déterminer f2°. On considere alors la division euclidienne du polynéme X?° par
X5 -X, i.e. X9 = Q(X)(X® —X) + R(X) avec deg(R) < 5. En substituant X par f, on obtient alors
22 =Q(f) oP(f) +R(f) = R(f). Le reste se calcule en utilisant les techniques a notre disposition
que 'on peut retrouver dans le cours sur les polyndémes (chapitre 6). Dans cet exemple, on
obtient R(X) = X* et donc f2° = f*.

Exercice 18.22 On considére la méme matrice M que dans I’exercice précédent. En utilisant
le polyndme annulateur de M, déterminer M” pour tout n € N. n



