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Calcul différentiel. Chap. 14 : cours complet.

Dans tout le chapitre, on considérera des fonctions de R’ dans R, et en pratique, p vaudra 2 ou 3.
Au besoin, on notera : &% = (ey, ..., ), la base canonique de RP.

Enfin, on utilisera la norme || . ||oo dans RP et on admettra au besoin que toutes les notions développées dans
le chapitre ne dépendent pas de la norme choisie.

1. Fonctions de classe C ! de R” dans R.

Théoréme 1.1 et définition 1.1 : dérivées partielles d'une fonc  tion de A& dans Ren un point
Soit f une fonction définie d’un ouvert U de R® dans R, et soit : a [ U.
Alors il existe une boule ouverte centrée en a sur laquelle f est définie.

Pour : 1 <i<p, lafonction de R dans R donnée par : t—~ f(a+t.e), estalors définie sur un intervalle
ouvert autour de 0.

On dit alors que f admet une i®™ dérivée partielle en a si et seulement si Itingzl[ f(a+te)— f(a)] existe.
- 1 _of _
On note cette limite : Itlrrgf[ f(a+tte)-f(a)= a—(a) =0,f(a).
- XI

En écrivant : a = (a, ..., ap), cette limite quand elle existe correspond a la dérivee a; de la fonction de R
dans R (appelée partielle i*™ fonction partielle en a) définie par : t — f(a,.a,,ta.,,.a,).

Démonstration :
« Puisque U est ouvert, pour la norme | .| dans R®, il existe : & > 0, B(a,5) O U.

Onaalors: O1<i<p Ot01-8+9 |[(a+te)-a|_ =[te], <J1=7, et: (a+te)DU.

fi(h) - fi(a)
_a

h , ol on a noté :

e Dautre partona:d1<i<p, 0tO]-8,+9, %.[f(a+t.e,) -f(a)]=

1
h=t+a, et: f(h)="f(a,..,a,,ha,,..a,),
et la quantité précédente admet bien une limite en 0 si et seulement si f; est dérivable en a; (et dans ce
cas, la limite en O correspond bien a la dérivée en a; de f).

Définition 1.2 : fonction de classe C ' sur un ouvert de R
Soit f une fonction définie d’'un ouvert U de R® dans R.
On dit que f est de classe C* sur U si et seulement si f admet des dérivées partielles par rapport & toutes
ses variables en tout point de U et si ces p fonctions sont toutes continues sur U.

Théoréme 1.2 : existence et unicité d’'un développem  ent limité en un point pour une fonction de
classe C*
Soit f une fonction définie d’'un ouvert U de R® dans R.

Si f est de classe C* sur U, alors la fonction : h— f(a+h), est définie sur une boule ouverte B, autour
deOet:

DaOdU,0hDOB, f(a+h)= f(a)+Zp:hi.%(a)+||h||w.e(h) = f(a)+ih.%(a)+o(h),

P
ouonanoté: h= ;hi & =(h,...,h,), etou: Ihlirg)f(h) =0.
Ce développement limité a I'ordre 1 est unique, autrement dit :

P
si: 00y, ..., 0p) DR? telque: DaOdU, Oh OB, f(a+h)=f(a)+) a.h +o(h),

i=1

alors:01<i<p, a; =i(a).
0x,
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Démonstration : (admise)
« On sait qu'il existe : 3> 0, tel que : O h O R®, (|h|_ <) = ((a + h) O U), comme on I'a vu plus haut et

donc la fonction : hi— f(a+ h), est définie au moins que la boule ouverte : B, = B.,(0,9).

Soit : h:Zp:hi & =(h,...,h)), tel que : O<||h||0o <9J.

On pose alors : £(h) = ” ” {f(a+ h)-f(a) - Zh —(a)]
On va passer de a a (a+h) en ajoutant une par une toutes les composantes supplémentaires de h, soit :

e(h) = ”h”{Z[f(a he +..+he )—f(a+h1.el+---+hi-1.e._1)]—ihi.%(ao]

=1

autrement dit en utilisant une somme télescopique.
On applique alors le théoréme des accroissements finis aux p fonctions d’'une seule variable :

Ol<i<p, ¢i:t—> f(a+h.e +...+te), surles segments [0,h],
et on peut écrire :

D1<i<n 0601014 (h)-¢ (0)=h4'@6.h)= hi.g—f(a+ he+.+h e, +6he).

Donc : O(B4, ..., 6p) O10,1[°, &(h) = lehll{ (ath.e +.. +hllql+9i.hi.e,)—g—f(a)}.
c Xi
Il suffit alors de dire que toutes les fonctions derlvées partielles sont continues en a, et donc que :

Da>0,00<& <38 0kOR, (|, <d)=@1<isp, <9

of of
—((@+k)-—(a
‘axi( )~ @

Par conséquent avec les notations précédentes, pour : h O R® tel que : [h| <& ,ona:
O1<i<p, |he+..+h_ e, +6hel =max(h|..|Jh,.|6.h|) <max(h..|h,|h) <] <o,

etdonc:01<i<p,

of of
a(a"' he+.+h, e, +6he) _a_Xi(a)

Pour htel que : 0<|h|_<J', onremarque que: 0 1<i<p, ﬁ <1, et on en déduit que :
le]., Z”L”| (a he+.+th, e, +6he)- _(a) % =a.

Autrement dit on a montré que : Ja >0, 08 >0, 0 h ORP, (0<||h||oo <) = (|eth)|, < a) etla
fonction € tend vers 0 quand h tend vers 0.

On a donc bien : f(a+h) = f(a) +Zp:hi .ﬂ(a) +|h|_ £(h) = f(a)+ ihi .ﬂ(a) +o(h).

« L'unicité enfin vient du fait que si: Dh OB, f(a)+ Z h. a—(a) +o(h) = f(a) + z h.a, +o(h),

i=1 , i=1

alors : 0 h OB, Zh(%(a) aj:o(h):||h||w.£(h).

Si on prend alors le cas particulier: J1<i<p, h =te =(0,...,0t,0,...0), avec : t > 0, on obtient :
O1<i<p, t.(i(a) —aij =te(te), soit: (i(a) —aij =£te),
0X, 0X;

et en faisant tendre t vers 0, on aboutita : 0= Itirrg E(te)= [g—f (a)- aij , Soit bien : g—f(a) =a,.
- X X
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Définition 1.3 : différentielle d’'une fonction en u n point
Soit f une fonction définie d’'un ouvert U de R dans R, de classe C”.
On appelle différentielle de f en a, la forme linéaire notée df (a) , définie par :

0 h:Z::hi.e, O R, df(a)(h):Z:hi.%(a):éhi.aif(a).

On a donc alors pour h au voisinage de a: f(a+h) = f(a) +df (a)(h) +o(h) .

Théoréme 1.3 : classe C ! et continuité
Si f est une fonction de classe C! d’un ouvert U de R® dans R, alors f est continue sur U.

Démonstration :
Sif est de classe C' sur U, alors pour:a 0 U, et:h ORP telque:(a+h)dU,ona:
f(a+h) = f(a)+df(a)(h) +o(h).
Or df (a) , comme application linéaire de R dans R, espaces vectoriels de dimension finie, est continue.
Donc : Ihlrrg df (a)(h) = df (a)(0) =0, de méme que : Ihlrr?) o(h) =0,

d’ou on déduit la continuité de f en a et donc sur U.

Théoréme 1.4 : opérations sur les fonctions de clas  se C!
Soit U un ouvert de RP.
Si f et g sont des fonctions de classe C* de U dans R, et  une fonction définie au moins de : f(U) O R,
dans R, et de classe C*, alors:
« O(\W OR? (A.f +.9) estdeclasse C'surU, et: DaOU, d(A.f +u.9)(a) = A.df (a) + n.dg(a),

9(1.9) 5 ::_;(a)-g(a) + f(a)'%(a) '

« (f.g) estdeclasse C'surU,et: DJadU, 01<i<p,

. 1
« si de plus f ne s'annule pas sur U, T est de classe C* sur U, et :

1 1 0 (1 1 of
DaOU,d|—|(a=—————df(a),ou:01l<i<p, —|—|(@) =—F——(d),
(f]() (0 A paxi(f]() (f@y o @
-signes'annulepassuru,alorsiestdeclasseClsurU, et:
g

(a).df (a) - f (a).dg(a)
(9(a))
0

« yof estdeclasse C'surUet: JalU,01<i<p, @(a) =l//'(f(a)).a—f(a).
X; X;

, de méme avec les dérivées partielles.

Da0u, d(i](a) =9
g

Démonstration :

epour:alU,et:1<i<p, Iti[rg)%[f(aﬂ.q)— f(a)] et Iti[rg)%[g(aﬂ.q)—g(a)].
Donc 'j['g%[()'-f +ug)(a+te) - (A.f +u.9)(a)] existe aussi, et :
Iti[rg%[(/].f +ug)a+tte)—(Af +ug)@)] = A m%[ fa+tte)-f(a)]+ m%[ fa+te)- f(a),

donc:0alOU,01<i<p, ai(/tf +u1.9)(a) = A.g—f(a).+u.g—g(a) , et les dérivées patrtielles
X Xi X

obtenues sont clairement continues sur U, autrement dit (A.f + £.g) est de classe C* sur U.
De plus: OaOU, d(A.f +u.g)(@) = Adf (a) + p.dg(a).
e pour:alU, etpour:1<i<p,lafonction¢i:t— (f.g)(a+te)=f(a+te).g(a+te), estune

fonction qui admet une dérivée en 0, comme produit de deux fonctions d’un intervalle de R dans R ayant
cette propriété.
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@)= f (a2 99 9 (a) +—(a) o(a).

On vient donc d’établir que (f.g) admet des derlvees parUeIIes en tout point de U, continues sur U.
Donc (f.g) est bien de classe C* sur U autrement dit (f.g) est de classe C* sur U.
Deplus: :JDaldu,0h0OU, telque'(a+h)DU ona:

d(f.g)(@)(h) = Z{f (8).—= (a) +—(a) g(a)} h =f(a) Zh —g(a) +9(a) Zh —(a)
ce qui s'écrit encore : d(f .g)(a)(h) = f (a).dg(a)(h) + g(a).df (a)(h) =[f (a).dg(a) + g(a).df @](h).

Deplus:01<i<p, ¢, (O)—a(af 9)

: . 1
« de méme, sifne s’annule passurU,ona:dJalU,01<i<p, Y:t—» ———— —, admet une

f(a+te)

dérivée en 0 comme inverse d’'une fonction d'un intervalle de R dans R qui en admet une, et :
0|1
Ol<i<p, ¢, '(0)= —{—}(a) = ——( a).————, qui est bien continue sur U.
ox | f (f( (f(@)?

De plus, on obtient de la méme facon que précédemment la forme annoncée de la différentielle.

« le point suivant combine simplement les deux points qui le précédent.

e pour:a U, etpour:1<is<p,lafonction ¢;:t— (gof )(a+te)=¢(f(a+te)), estune fonction qui
admet une dérivée en 0, comme composée de deux fonctions entre intervalles de R et a valeurs dans R
ayant cette propriété.

Deplus: D1<i<p, (wof)<0)—a("’°”(a) w(f(a»—(a)

A nouveau, on constate pour finir que ces dérivées partlelles sont bien continues sur U.

Théoréme 1.5 : régle de la chaine (dérivée le long  d'un arc paramétré)
Soit f une fonction d’un ouvert U de R? dans R de classe C”.
Soit ¢ une fonction de classe C' d’un intervalle | de R dans RP de telle sorte que : ¢(I) O U, pour laquelle

onnote: Ot Ol @(t) = (x(t),....X, (), avec : 01 <i<p, x; de classe C' de | dans R.
Alors (fog) est de classe C* de | dans R, et :

Ot0l, (fog)'(t) = df (#(O)(#'(V) = Zp‘,s—;@(t))-xi '®).

i=1

Démonstration :
Pour : t O I, chaque fonction x; admet un développement limité & I'ordre 1 en't :

OhOR,avec: (t+h)Ol,ona: x (t+h)=x(t)+hx'(t) +o(h).
Donc: OhOR, avec: (t+ h) OI, on peut écrire :

(fog)(t +h) = f(x,(t) + h.x'(t) + 0, (h),...x, (t) + hx,'(t) +0,(h)) = f(A(t) +K),
ouonanoté : k= (hx'(t) +0,(h),....,hx,'(t) +o,(h)), et donc :

(f0¢)(t+h)‘zp: (¢(t)) (hx'(t) + 0, (h)) = hZ—(¢(t)) (t)+i%(¢(t))-h-€i (h).

|—1

De plus : Z—(¢(t)) h.g (h) = hZ—(q)(t)) & (h) = h.e(h), ou la fonction €, comme combinaison
-1
linéaire de fonctlons qui tendent vers 0, tend encore vers 0 quand h tend vers 0.
fo@)(t + h) — (fog@)(t
jim (PN Z(TOA) - 57 O (5507 t) + lim ) = Z—(¢(t)) x'(0),
h = 0X, = 0X.
donc (fo@) est dérivable sur |, et sa dérivée est bien celle annoncée.

Et pour terminer cette dérivée est une somme de produits de composées de fonctions continues et est
donc continue sur |, ce qui prouve que (fog) est bien de classe C* sur .

Enfin, on a:
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Théoréme 1.6 : caractérisation des fonctions consta ntes sur un ouvert convexe
Soit f une fonction f de classe C* définie sur un ouvert convexe U de RP et a valeurs dans R.
Alors f est constante sur U si et seulement si: DJa 0O U, df (a) =0.

Démonstration :
« Si f est constante sur U, alors ses fonctions partielles (qu’on avait notées f;) le sont aussi, donc elles
ont toutes une dérivée nulle et : 0 a O U, df (a) =0.

 Supposons maintenant que la différentielle de f soit nulle pour tout a dans U, df (a) =0.
Soit : (a,b) O U, et la fonction ¢ : t— (L—t).a+t.b, décrivant le segment qui relie a a b.
Cette fonction est clairement de classe C' sur [0,1], et: Ot 0 [0,1], ¢'(t) =b—a=(b, - a,,....b, —a,).
La fonction (fog) est alors définie et de classe C" sur [0,1], et :
0t0[0,1], (fo@)'(t) =df (g(t))(b—a) =0.
Comme fonction de [0,1] dans R, (fo¢) est donc constante et : f(a) = (fo@)(0) = (fog)@) = f(b).
f est donc bien constante sur U.

2. Gradient.

Définition 2.1 et théoréme 2.1 : gradient d’'une fonction de classe C !, expression de la différentielle
Soit f une fonction de classe C' d’un ouvert U de R” dans R.

P
Pour : a O U, on appelle gradient de f en a le vecteur défini par : grad(f)(a) = zg—f(a).e, .
X.

i=1

Si on munit RP de sa structure euclidienne canonique, alors :

OalOU,0h0ORP ona: df (a)(h) = (grad(f)(a)|h).
Si on note le produit scalaire par ¢, on peut encore écrire cette égalité avec : df (a)(h) = grad(f)(a)e h,
et si on note le gradient a I'aide de I'opérateur [1 (nabla), on a alors :

OaOU,0h0ORP df(a)(h)=0(f)@)eh.
Il arrive parfois qu’'on écrive alors aussi (abusivement) : df (a)(h) = df (a) * h, en confondant la forme
linéaire et le vecteur qui lui est associé.

Démonstration :
Pour la structure euclidienne canonique de R la base canonique est orthonormale et donc on a bien :
P
OaOU,0h0ORP, df (a)(h) = Za—(a) h = (grad(f)(a)|h)

i=1

Théoréme 2.1 : dérivées partielles et changement de  variables dans &
Soit f une fonction d’un ouvert U de R? dans R de classe C*.

Soit @ : (u,v) = (X(u,Vv), y(u,Vv)), un changement de variables de R? dans R?, tel que x ety sont des
fonctions de classe C' de R? dans R.
La fonction composée fo® admet des dérivées partielles par rapport & u et v en tout point : (a,b) de R?,
telque : d(a,b) DU, etona:

0 (a,b) OR? tel que : (x,y) = CD(ab) Ou,

a(;0¢)( b)-"f (®(a b»—( b)+—(¢(a b)). ay(ﬂ b)., et:

. W(a,b) =5 (P@b). —( b)+—(q>(a b))5, % ,@b).

Démonstration :
Soit : (a,b) O R?, tel que : d(a,b) O U.
Considérons les deux fonctions partielles définies autour de a, et a valeurs dans R, données par :
* h> x (h) = x(h,b),
* hi> X, (h) = y(h,b),
et la fonction ¢ définie autour de a et a valeurs dans R?, donnée par : hi— (x,(h), x,(h)).
La fonction ¢ est de classe C! d’un intervalle contenant a dans R et le théoréme précédent montre alors
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que (fo@) est de classe C* sur cet intervalle et que en particulier :

(fog,)'(a) ‘—(¢1(a)) X (a)+—(¢1(a)) .'(a) ‘—(CD( ,0)). —( ,b) +—(d>(a 0)-5; % ,@b).
Or ce qu’on vient de calculer c est Ia dérivée partlelle de: (u,v) > (foCD)(u,v) , par rapport auen (a,b),
soit : %(a, b) = (cb( b)) —(a b) +_(q>(a )~ oy > (a.b).

Le méme résultat s obtlent pour la dérivée partlelle de (focD) par rapport a v en (a,b).

Exemple 2.1 : changement de coordonnées dans /&, exemple du changement polaires-cartésiennes
« Soit f une fonction de classe C' d’un ouvert U de R? dans R, ® une fonction de classe C' d’un ouvert V
de R?dans U, et: F = fod.

On note alors : O (u,v) OV, ®(u,v) = (x(u,v), y(u,v)).

Onadansce cas: O (u,v) OV, F(u,v) = f(x(u,v),y,v)).

Il arrive souvent qu’on désigne par u et v les variables de F et (abusivement) par x et y les variables de f,
X ety étant a la fois vues comme coordonnées dans U et comme fonctions des « anciennes »

coordonnées u et v.
F est alors de classe C' de V dans R, et:

0 (Uo, Vo) OV, Z_E(UO'VO) = (X(UO,V ), Y(Ug,V, )) (VO'V )+ (X(UO'VO)’ y(UO'VO))'% (Ugs Vo),

de méme pour la dérivée de F par rapport a sa deUX|eme varlable
Si on considére alors une grandeur physique scalaire E définie sur une portion I du plan géométrique
dans lequel on dispose de deux systemes de coordonnées, et dont le calcul se fait, soit par une fonction
f en référence au premier systeme de coordonnées (ici (u,v)), soit par F en référence au second systéme
(ici (x,y)), on arrive alors a I'expression « a la physicienne » :

omMon, EM)=1(x,y)=F(u,V), puis:

oMon, _(M)——(M)% a—E(M)  ou plus simplement : 25 = 9E 9% | 0E 0y
U ox au ay ox’

les dérivées parUeIIes |nd|quant a chaque f0|s a quelle facon de calculer E (soit f, soit F) on se référe.
* En particulier, si on considére le changement de variables polaires-cartésiennes ® défini par :

0 (p.8) 010, +es)x]-me, {X ~ pcost)
y = p.sin(@)
et si on se donne deux fonctions f et g a valeurs scalaires liées par la relation :
0 (p,6) 010, +e0)x]-mi+1d, F(0,6) = f(x,y) = f(p0.cos@), p.sin(@))
alors si f est de classe C' sur R?, g est de classe C' sur son ensemble de définition et :

Z—F(p, 8) =" (p.cos6), p.sin@). % (0.6) + & (p.cos6), p.sin@). % (0.6)
0 ox 0p oy 0p

F g0 0@ (0,049 o 08
36 (0, 6) o (p.cos@), p.sin(@)). 36 (. 6) + oy (p.cos@), p.sin(@)). 36 (0, 6)

‘3_':(,0, 6) = g_f (x,y).cos@) + O (x,y).sin(®)
X oy
oF

Ou encore : of of )
—( ,0) = ——(X,y).0.sin(6) +— (X, y).p.cos@)
ox oy

Exemple 2.2 : expression du gradient en coordonnées polaires
Soient U un ouvert de R? ne contenant pas (0,0), et f une fonction de classe C* de U dans R.
On pose par ailleurs : F(p,6) = f (p.cos@), p.sin(@)) = f (x,y), avec: x= p.cos@), y = p.sin(6).
Autrement dit, f et F pourraient représenter la méme grandeur physique (attaché au point M de
coordonnées cartésiennes (x,y) et polalres (p, 9))

Si on note ug et U’g les vecteurs : U, = cos@).i i+ SIn(H)j et: ug = —Sin(H).i + cos@)._j , avec (i,j) la base
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orthonormale naturelle de R?, dans laquelle les coordonnées sont notées x et y, alors :

0 (xy) O U, grad(f)(x,y) = grad(f)(p.cos@), p.sin(6)) = 3—F 0.05; +~. 2 (0,000,
o p 06

Démonstration :

On remarque tout d’abord que U ne contenant pas (0,0), la valeur de p est toujours non nulle.
Puis si on reprend I'expression obtenue dans I'exemple 2.1 pour les dérivées partielles de F, on constate
gu’on peut « inverser » ces équations et obtenir :

o ) =9F LF L osin@). et
. &(x, y) = o (p,6).cos) 508 (p,6).sin@), et :

of _OF in@ +L 9F
. a_y(x’ y) = % (0,6).sin(0) + XL (0,6).cos@).

Alors :

grad(f)(x y) = (Z—F (0,6).cos@) -~ OF (p,H).sin(H)J.i " (G_F (0,0).sin@) + = & (p,e).cos@)}]
0 p 06 0p p 06

=% 5.6).(cost)i +sin@)) +=.°F (5.8).(~sin@)i + cos)])
0p p 06

1 oF

oF — —,
=—(p,u, +—.—(p,0).u,"
ap(p )-Ug ,066?('0 )-Ug

3. Dérivées d’ordre 2, étude d'extrema de fonctions a valeurs réelles.

Définition 3.1 : dérivées partielles d'ordre 2 d'un e fonction de R&° dans Ren un point
Soit f une fonction définie d’'un ouvert U de RP dans R et de classe C?, et soit : a [ U.

) f
Si pour : 1 <i,j <p, la fonction g—f admet une j°™ dérivée partielle en a, on note i(a—j(a) ou
X.

(@=0,f(a).

j

e : . , .. 0 [of 0°f

d,, f(a), cette dérivée partielle seconde, et pour : i =j, on écrit: —| — (&) =—;
’ 0x; | 0X X,

Définition 3.2 : fonction de classe C ?de R’ dans R
Soit f une fonction d’un ouvert U de RP dans R.

On dit que la fonction f est de classe C? sur U si et seulement si f est de classe C* sur U et si toutes ses
dérivées partielles sont de classe C*.

Théoreme 3.1 : de Schwarz
Soit f une fonction de classe C? d’'un ouvert U de R? dans R.

02f 02f
a)=——a).
@)= 5 @

Alors:JalU,01<i#j<n,

X 0X;

Démonstration : (hors programme)

e on va commencer par démontrer le résultat pour les fonctions a valeurs réelles et donc on considere f
de classe C? de U dans R.

Soit:a U, (e, ..., e,) labase % de E et : (i,j) O N2

Onnote : V={(h,h) OR? (a+h.g +h,e)0U.

Soit par ailleurs ¢ définie de [0,1] dans R par :
pt)=f(a+the +h,e)-f(at+tthe).

¢ est alors définie, continue et dérivable sur [0,1], et sa dérivée vaut :
Ot0d[o,1], ¢'(t) = hi.%(aﬂ.hi € +h .g)- hi.%(aﬂ.hi e).

On peut alors lui appliquer le théoréme des accroissements finis, pour obtenir :
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18, 010,1[, #(1) - #(0) = (L- 0).¢'(,) =h .%(a+ 6,h.e +he)-h .%(a+ 6,he).

Pour cette valeur 8, fixée, notons alors Y la fonction de [0,1] dans R, définie par :

0t0[0,1], ¢(t) :ﬂ(a+ 6,.h.e +th; e).
0X;
Elle est également définie, continue et dérivable sur [0,1] et le théoréme des accroissements finis a
nouveau donne :
. a°f
06, 010,1[¢ Q) -¢©)=QL-04'(F,) =h, .W(aﬂ% h.e+6,h.¢).
j i

Globalement, on a donc :

s -40 =(f(a+he +he)-fa+he))-(fa+he)-f(a)
of of
=h .(G—Xi(a+t9¢.hi.q +h, .ej)—a—)(i(a+6¢.hi.q)]

=h.@@®-¢()
=h.h o°f (a+6,h.e +6,h e)
—_— i_._— ¢'i'| l/j.--'-
i Xjaxi 1]
En intervertissant les rbles de i et de j, on peut également trouver ', et 'y dans ]0,1[, tels que :
2
(f(a+h.g +h,g)-f(a+h g))-(f(a+h.e)-f(a)=h .hj.%(aﬂ?gé.hi.eI +6',.h g).
X, 0X.
i
Donc, en divisant par (h;.h;), pour : h, .hj # 0, on aboutit a (puisqu’on vient d’évaluer deux fois la méme
2 ' ' B 021:
0 (a+éd',he +6,.h .e) —m(a+0¢.hi.q +6,.h;.e).
Enfin, lorsque I'on fait tendre (h;, h;) vers (0,0), puisque les deux dérivees partielles secondes sont
: e 9°f 9°f
continues en a, on obtient a la limite : (a)= (a).
0x;0X; 0x; 0%

guantité :

Définition 3.3 : extremum d’une fonction a valeurs réelles
Soit U un ouvert de RP et soit f une fonction de U dans R.
On dit que f présente un minimum local (respectivement maximum local) en a si et seulement si il existe
un voisinage ouvert V de a (ou une boule ouverte centrée en a) et inclus dans U tel que f(a) est le
minimum (respectivement maximum) de f sur V.
On dit de méme que f présente un minimum global (respectivement maximum local) en a si et seulement
si f(a) est le minimum (respectivement maximum) de f sur U.

Définition 3.4 : point critique d’'une fonction de c lasse C* a valeurs réelles
Soit f une fonction d’un ouvert U de R” dans R, de classe C* sur U.
On dit que a est un point critique de f si et seulement si: df (a) = 0.

Théoréme 3.2 : condition nécessaire d’extremum pour une fonction de classe C * sur un ouvert
Soit f une fonction d’'un ouvert U de R? dans R, de classe C* sur U.
Si f présente un extremum local ou global en un point a de U, alors a est un point critique de f et on a
donc : df (a) =0.

Démonstration :
Soit .||, la norme infinie dans R°.
Puisque U est un ouvert, il existe : r > 0, tel que : B(a,r) O U.
En particulier : O (hy, ..., hy) OR", (O 1<i<n, |h|<r=((a+h.e +..+h e )0U)

De plus, si f présente un extremum local en a, on peut considérer, quitte & prendre une valeur de r plus
petite que f présente un extremum global en a sur la boule B(a,r).
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Puis pour : 1 <i < n, la fonction partielle ¢; de ]-R,+R[ dans R, définie par :
OtO]-R+R[¢ (1) = f(atte),
présente un extremum en 0.

. - . Of
Donc, puisque de plus ¢; est dérivable en 0, on a: $/(0) = 0, soit : a—(a) =0.
)(i
Et comme toutes les dérivées partielles de f en a sont nulles, la différentielle de f en a est bien nulle.

Remarque :
Si f est définie de : A O R®, dans R ou A n’est pas un ouvert, f étant de classe ClsurA etsif présente
un extremum (local ou global) en: a [1 A, alors:
e df (a) =0, si: aestintérieur a A,
* ou a est « au bord » de A, c'est-a-dire que a est dans A, mais pas intérieur a A.
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