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Calcul différentiel.            Chap. 14 : cours complet. 
 
1. Fonctions de classe C 1 de �p dans �. 

 
Théorème 1.1 et définition 1.1 : dérivées partielles d’une fonction de �p dans � en un point 
Définition 1.2 :  fonction de classe C1 sur un ouvert de �p 
Théorème 1.2 :  existence, unicité d’un développement limité en un point pour une fonction de classe C1 
Définition 1.3 :  différentielle d’une fonction en un point 
Théorème 1.3 :  classe C1 et continuité 
Théorème 1.4 :  opérations sur les fonctions de classe C1 
Théorème 1.5 :  règle de la chaîne (dérivée le long d’un arc paramétré) 
Théorème 1.6 :  caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert convexe 

 
2. Gradient.  
 

Définition 2.1 et théorème 2.1 : gradient d’une fonction de classe C1, expression de la différentielle 
Théorème 2.1 :  dérivées partielles et changement de variables dans �2 
Exemple 2.1 :  changement de coordonnées dans �2, exemple du changement polaires-cartésiennes 
Exemple 2.2 :  expression du gradient en coordonnées polaires 

 
3. Dérivées d’ordre 2, étude d’extrema de fonctions  à valeurs réelles.  

 
Définition 3.1 :  dérivées partielles d’ordre 2 d’une fonction de �p dans � en un point 
Définition 3.2 :  fonction de classe C2 de �p dans � 
Théorème 3.1 : de Schwarz 
Définition 3.3 :  extremum d’une fonction à valeurs réelles 
Définition 3.4 :  point critique d’une fonction de classe C1 à valeurs réelles 
Théorème 3.2 :  condition nécessaire d’extremum pour une fonction de classe C1 sur un ouvert 
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Calcul différentiel.             Chap. 14 : cours complet.  
 
Dans tout le chapitre, on considèrera des fonctions de �p dans �, et en pratique, p vaudra 2 ou 3. 
Au besoin, on notera : B = (e1, …, ep), la base canonique de �p. 

Enfin, on utilisera la norme 
∞

.  dans �p et on admettra au besoin que toutes les notions développées dans 

le chapitre ne dépendent pas de la norme choisie. 
 
1. Fonctions de classe C 1 de �p dans �. 
 

Théorème 1.1  et définition 1.1 : dérivées partielles d’une fonc tion de �p dans � en un point 
Soit f une fonction définie d’un ouvert U de �p dans �, et soit : a ∈ U. 
Alors il existe une boule ouverte centrée en a sur laquelle f est définie.   
Pour : 1 ≤ i ≤ p, la fonction de � dans � donnée par : t a ).( ietaf + , est alors définie sur un intervalle 

ouvert autour de 0. 

On dit alors que f admet une iième dérivée partielle en a si et seulement si )]().([
1

lim
0

afetaf
t i

t
−+

→
 existe.  

On note cette limite : )()()]().([
1

lim
0

afa
x

f
afetaf

t i
i

i
t

∂=
∂
∂=−+

→
. 

En écrivant : a = (a1, …, ap), cette limite quand elle existe correspond à la dérivée ai de la fonction de � 
dans � (appelée partielle iième fonction partielle en a) définie par : t a ),...,,,,...,( 111 pii aataaf +− . 

Démonstration : 
• Puisque U est ouvert, pour la norme 

∞
.  dans �p, il existe : δ > 0, B(a,δ) ⊂ U. 

On a alors : ∀ 1 ≤ i ≤ p, ∀ t ∈ ]-δ,+δ[, δδ =<=−+
∞∞

1..).( ii etaeta , et : ).( ieta + ∈ U. 

• D’autre part on a : ∀ 1 ≤ i ≤ p, ∀ t ∈ ]-δ,+δ[, 
i

iii
i ah

afhf
afetaf

t −
−

=−+
)()(

)]().(.[
1

, où on a noté :    

  iath += , et : ),...,,,,...,()( 111 piii aahaafhf +−= , 

et la quantité précédente admet bien une limite en 0 si et seulement si fi est dérivable en ai (et dans ce 
cas, la limite en 0 correspond bien à la dérivée en ai de fi). 
 

Définition 1.2 : fonction de classe C 1 sur un ouvert de �p 
Soit f une fonction définie d’un ouvert U de �p dans �. 
On dit que f est de classe C1 sur U si et seulement si f admet des dérivées partielles par rapport à toutes 
ses variables en tout point de U et si ces p fonctions sont toutes continues sur U. 

 
Théorème 1.2 : existence et unicité d’un développem ent limité en un point pour une fonction de 

classe C 1 
Soit f une fonction définie d’un ouvert U de �p dans �. 
Si f est de classe C1 sur U, alors la fonction : h a )( haf + , est définie sur une boule ouverte Ba autour 
de 0 et : 

  ∀ a ∈ U, ∀ h ∈ Ba, )()(.)()(.)(.)()(
11

hoa
x

f
hafhha

x

f
hafhaf

p

i i
i

p

i i
i +
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∂+=+ ∑∑

=
∞
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ε , 

où on a noté : ),...,(. 1
1

p

p

i
ii hhehh ==∑

=

, et ou : 0)(lim
0

=
→

h
h

ε . 

Ce développement limité à l’ordre 1 est unique, autrement dit : 

si : ∃ (α1, …, αp) ∈ �p, tel que : ∀ a ∈ U, ∀ h ∈ Ba, )(.)()(
1

hohafhaf
p

i
ii ++=+ ∑

=

α , 

alors : ∀ 1 ≤ i ≤ p, )(a
x

f

i
i ∂

∂=α . 
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Démonstration : (admise) 
• On sait qu’il existe : δ > 0, tel que : ∀ h ∈ �p, ( δ<

∞
h ) ⇒ ((a + h) ∈ U), comme on l’a vu plus haut et 

donc la fonction : h a )( haf + , est définie au moins que la boule ouverte : Ba = B∞(0,δ). 

Soit : ),...,(. 1
1

p

p

i
ii hhehh ==∑

=

, tel que : δ<<
∞

h0 . 

On pose alors : 
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On va passer de a à (a+h) en ajoutant une par une toutes les composantes supplémentaires de h, soit :  
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autrement dit en utilisant une somme télescopique. 
On applique alors le théorème des accroissements finis aux p fonctions d’une seule variable : 
  ∀ 1 ≤ i ≤ p, ϕi : t a ).....( 11 ietehaf +++ , sur les segments [0,hi],  

et on peut écrire :  

  ∀ 1 ≤ i ≤ n, ∃ θi ∈ ]0,1[, ).......(.).('.)0()( 1111 iiiii
i

iiiiiiii eheheha
x

f
hhhh θθϕϕϕ ++++

∂
∂==− −− . 

Donc : ∃ (θ1, …, θp) ∈ ]0,1[p, ∑
=

−− 








∂
∂−++++

∂
∂=

p

i i
iiiii

i

i a
x

f
eheheha

x

f

h

h
h

1
1111 )().......(.)( θε . 

Il suffit alors de dire que toutes les fonctions dérivées partielles sont continues en a, et donc que : 

  ∀ α > 0, ∃ 0 < δ’ < δ, ∀ k ∈ �p, ( 'δ≤
∞

h ) ⇒ (∀ 1 ≤ i ≤ p, 
p

a
x

f
ka

x

f

ii

α≤
∂
∂−+

∂
∂

∞

)()( ). 

Par conséquent avec les notations précédentes, pour : h ∈ �p tel que : 'δ≤
∞

h  , on a :  

  ∀ 1 ≤ i ≤ p, '),,...,max().,,...,max(....... 11111111 δθθ ≤≤≤=+++
∞−−∞−− hhhhhhheheheh iiiiiiiiii ,  

et donc : ∀ 1 ≤ i ≤ p, 
p
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f
eheheha
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i
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∂
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∂
∂

∞
−− )().......( 1111 . 

Pour h tel que : '0 δ≤<
∞

h , on remarque que : ∀ 1 ≤ i ≤ p, 1≤
∞

h

hi , et on en déduit que : 

  ααθε =≤
∂
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∂≤

∞=
−−

∞
∞ ∑ p

pa
x

f
eheheha

x

f

h

h
h

p

i i
iiiii

i

i .)().......(.)(
1

1111 . 

Autrement dit on a montré que : ∀ α > 0, ∃ δ’ > 0, ∀ h ∈ �p, ( '0 δ≤<
∞

h ) ⇒ ( αε ≤
∞

)(h ), et la 

fonction ε tend vers 0 quand h tend vers 0. 

On a donc bien : )()(.)()(.)(.)()(
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• L’unicité enfin vient du fait que si : ∀ h ∈ Ba, )(.)()()(.)(
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hohafhoa
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f
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α ,  

alors : ∀ h ∈ Ba, )(.)()(.
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∂

∑ . 

Si on prend alors le cas particulier : ∀ 1 ≤ i ≤ p, )0,...,0,,0,...,0(. teth ii == , avec : t > 0, on obtient : 

  ∀ 1 ≤ i ≤ p, ).(.)(. ii
i

etta
x

f
t εα =








−

∂
∂

, soit : ).()( ii
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x
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−
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∂

,  

et en faisant tendre t vers 0, on aboutit à : 
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Définition 1.3 : différentielle d’une fonction en u n point  
Soit f une fonction définie d’un ouvert U de �p dans �, de classe C1. 
On appelle différentielle de f en a, la forme linéaire notée )(adf , définie par : 

  ∀ ∑
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=
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ii ehh

1

.  ∈ �p,  ∑∑
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On a donc alors pour h au voisinage de a : )())(()()( hohadfafhaf ++=+ . 

 
Théorème 1.3 : classe C 1 et continuité  

Si f est une fonction de classe C1 d’un ouvert U de �p dans �, alors f est continue sur U. 
Démonstration : 

Si f est de classe C1 sur U, alors pour : a ∈ U, et : h ∈ �p, tel que : (a + h) ∈ U, on a : 
  )())(()()( hohadfafhaf ++=+ . 

Or )(adf , comme application linéaire de �p dans �, espaces vectoriels de dimension finie, est continue. 

Donc : 0)0)(())((lim
0

==
→

adfhadf
h

, de même que : 0)(lim
0

=
→

ho
h

, 

d’où on déduit la continuité de f en a et donc sur U. 
 

Théorème 1.4 : opérations sur les fonctions de clas se C1 
Soit U un ouvert de �p. 
Si f et g sont des fonctions de classe C1 de U dans �, et ψ une fonction définie au moins de : f(U) ⊂ �, 
dans �, et de classe C1,  alors : 
  • ∀ (λ,µ) ∈ �2, )..( gf µλ +  est de classe C1 sur U, et : ∀ a ∈ U, )(.)(.))(..( adgadfagfd µλµλ +=+ ,      

  • ).( gf  est de classe C1 sur U, et : ∀ a ∈ U, ∀ 1 ≤ i ≤ p, )().()().()(
).(

a
x

g
afaga
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f
a

x

gf

iii ∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

, 

  • si de plus f ne s'annule pas sur U, 
f

1
 est de classe C1 sur U, et :  

      ∀ a ∈ U, )(.
))²((

1
)(

1
adf

af
a

f
d −=








, ou : ∀ 1 ≤ i ≤ p, )(.

))²((

1
)(

1
a
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a

fx ii ∂
∂−=









∂
∂

, 

  • si g ne s'annule pas sur U, alors 
g

f
 est de classe C1 sur U, et :  

      ∀ a ∈ U, 
))²((

)().()().(
)(

ag

adgafadfag
a

g

f
d

−=







, de même avec les dérivées partielles. 

  • ofψ  est de classe C1 sur U et : ∀ a ∈ U, ∀ 1 ≤ i ≤ p, )()).((')(
)(

a
x

f
afa

x

of

ii ∂
∂=

∂
∂ ψψ

. 

Démonstration : 

• pour : a ∈ U, et : 1 ≤ i ≤ p, )]().([
1

lim
0

afetaf
t i

t
−+

→
 et )]().([

1
lim

0
agetag

t i
t

−+
→

. 

Donc )])(..().)(..[(
1

lim
0

agfetagf
t i

t
µλµλ +−++

→
 existe aussi, et : 

  )]().([
1

lim.)]().([
1

lim.)])(..().)(..[(
1
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000

afetaf
t

afetaf
t

agfetagf
t i

t
i

t
i

t
−++−+=+−++

→→→
µλµλµλ ,  

donc : ∀ a ∈ U, ∀ 1 ≤ i ≤ p, )(.).(.))(..( a
x

g
a

x

f
agf

x iii ∂
∂+

∂
∂=+

∂
∂ µλµλ , et les dérivées partielles 

obtenues sont clairement continues sur U, autrement dit )..( gf µλ +  est de classe C1 sur U. 

De plus : ∀ a ∈ U, )(.)(.))(..( adgadfagfd µλµλ +=+ . 

• pour : a ∈ U, et pour : 1 ≤ i ≤ p, la fonction ϕi : t a ).()..().)(.( iii etagetafetagf ++=+ , est une 

fonction qui admet une dérivée en 0, comme produit de deux fonctions d’un intervalle de � dans � ayant 
cette propriété. 
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De plus : ∀ 1 ≤ i ≤ p, )().()().()(
).(

)0(' aga
x

f
a

x

g
afa

x

gf

iii
i ∂

∂+
∂
∂=

∂
∂=ϕ . 

On vient donc d’établir que ).( gf  admet des dérivées partielles en tout point de U, continues sur U.  

Donc ).( gf  est bien de classe C1 sur U autrement dit ).( gf  est de classe C1 sur U. 

De plus :  : ∀ a ∈ U, ∀ h ∈ U, tel que : (a+h) ∈ U, on a : 

  ∑∑∑
=== ∂

∂+
∂
∂=









∂
∂+

∂
∂=

p

i i
i

p

i i
i

p
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x

f
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x

g
hafhaga
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g
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111

)(.).()(.).(.)().()().())()(.( , 

ce qui s’écrit encore : ))](().()().([))(().())(().())()(.( hadfagadgafhadfaghadgafhagfd +=+= . 

• de même, si f ne s’annule pas sur U, on a : ∀ a ∈ U, ∀ 1 ≤ i ≤ p, ψi : t a 
).(

1

ietaf +
, admet une 

dérivée en 0 comme inverse d’une fonction d’un intervalle de � dans � qui en admet une, et : 

  ∀ 1 ≤ i ≤ p, 
2))((

1
).()(

1
)0('

af
a

x

f
a

fx ii
i ∂

∂−=








∂
∂=ψ , qui est bien continue sur U. 

De plus, on obtient de la même façon que précédemment la forme annoncée de la différentielle. 
• le point suivant combine simplement les deux points qui le précédent. 
• pour : a ∈ U, et pour : 1 ≤ i ≤ p, la fonction ϕi : t a )).(().)(( ii etafetaof +=+ ψψ , est une fonction qui 

admet une dérivée en 0, comme composée de deux fonctions entre intervalles de � et à valeurs dans � 
ayant cette propriété. 

De plus : ∀ 1 ≤ i ≤ p, )()).((')(
)(

)0()'( a
x

f
afa

x

of
of

ii ∂
∂=

∂
∂= ψψψ . 

A nouveau, on constate pour finir que ces dérivées partielles sont bien continues sur U. 
 

Théorème 1.5 : règle de la chaîne (dérivée le long d’un arc paramétré)  
Soit f une fonction d’un ouvert U de �p dans � de classe C1. 
Soit ϕ une fonction de classe C1 d’un intervalle I de � dans �p de telle sorte que : ϕ(I) ⊂ U, pour laquelle 
on note : ∀ t ∈ I, ))(),...,(()( 1 txtxt p=ϕ , avec : ∀ 1 ≤ i ≤ p, xi de classe C1 de I dans �. 

Alors )( ϕfo  est de classe C1 de I dans �, et :  

  ∀ t ∈ I, ∑
= ∂

∂==
p

i
i

i

txt
x

f
ttdftfo

1

)(')).(())('))((()()'( ϕϕϕϕ . 

Démonstration : 
Pour : t ∈ I, chaque fonction xi admet un développement limité à l’ordre 1 en t : 
   ∀ h ∈ �, avec : (t + h) ∈ I, on a : )()('.)()( hotxhtxhtx iii ++=+ . 

Donc : ∀ h ∈ �, avec : (t + h) ∈ I, on peut écrire : 
  ))(())()('.)(),...,()('.)(())(( 111 ktfhotxhtxhotxhtxfhtfo ppp +=++++=+ ϕϕ ,  

où on a noté : ))()('.),...,()('.( 11 hotxhhotxhk pp ++= , et donc : 

   ∑∑∑
=== ∂

∂+
∂
∂=+

∂
∂=+

p

i
i

i

p

i
i

i

p

i
ii
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f
txt

x

f
hhotxht
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f
htfo

111

)(.)).(()(')).((.))()('.)).((())(( εϕϕϕϕ . 

De plus : )(.)()).((.)(.)).((
11

hhht
x

f
hhht

x

f p

i
i

i

p

i
i

i

εεϕεϕ =
∂
∂=

∂
∂

∑∑
==

, où la fonction ε, comme combinaison 

linéaire de fonctions qui tendent vers 0, tend encore vers 0 quand h tend vers 0. 

Enfin, on a : ∑∑
=→=→ ∂

∂=+
∂
∂=−+ p

i
i

i
h

p

i
i

i
h

txt
x

f
htxt

x

f

h

tfohtfo

1
0

1
0

)(')).(()(lim)(')).((
))(())((

lim ϕεϕϕϕ
,  

donc )( ϕfo  est dérivable sur I, et sa dérivée est bien celle annoncée. 
Et pour terminer cette dérivée est une somme de produits de composées de fonctions continues et est 
donc continue sur I, ce qui prouve que )( ϕfo  est bien de classe C1 sur I.  
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Théorème 1.6 : caractérisation des fonctions consta ntes sur un ouvert convexe  
Soit f une fonction f de classe C1 définie sur un ouvert convexe U de �p et à valeurs dans �. 
Alors f est constante sur U si et seulement si : ∀ a ∈ U, 0)( =adf . 

Démonstration : 
• Si f est constante sur U, alors ses fonctions partielles (qu’on avait notées fi) le sont aussi, donc elles 
ont toutes une dérivée nulle et : ∀ a ∈ U, 0)( =adf . 

• Supposons maintenant que la différentielle de f soit nulle pour tout a dans U, 0)( =adf . 

Soit : (a,b) ∈ U, et la fonction ϕ : t a btat .).1( +− , décrivant le segment qui relie a à b. 

Cette fonction est clairement de classe C1 sur [0,1], et : ∀ t ∈ [0,1], ),...,()(' 11 pp abababt −−=−=ϕ .  

La fonction )( ϕfo  est alors définie et de classe C1 sur [0,1], et : 

  ∀ t ∈ [0,1], 0)))((()()'( =−= abtdftfo ϕϕ . 

Comme fonction de [0,1] dans �, )( ϕfo  est donc constante et : )()1)(()0)(()( bffofoaf === ϕϕ . 
f est donc bien constante sur U.  
 

2. Gradient.  
 

Définition 2.1 et théorème 2.1  : gradient d’une fonction de classe C 1, expression de la différentielle  
Soit f une fonction de classe C1 d’un ouvert U de �p dans �. 

Pour : a ∈ U, on appelle gradient de f en a le vecteur défini par : ∑
= ∂

∂=
p

i
i

i

ea
x

f
afgrad

1

).())(( . 

Si on munit �p de sa structure euclidienne canonique, alors :  
  ∀ a ∈ U, ∀ h ∈ �p, on a : )))((())(( hafgradhadf = . 

Si on note le produit scalaire par •, on peut encore écrire cette égalité avec : hafgradhadf •= ))(())(( , 

et si on note le gradient à l’aide de l’opérateur ∇  (nabla), on a alors : 
  ∀ a ∈ U, ∀ h ∈ �p, hafhadf •∇= ))(())(( . 

Il arrive parfois qu’on écrive alors aussi (abusivement) : hadfhadf •= )())(( , en confondant la forme 
linéaire et le vecteur qui lui est associé. 

Démonstration : 
Pour la structure euclidienne canonique de �p la base canonique est orthonormale et donc on a bien : 

  ∀ a ∈ U, ∀ h ∈ �p, )))((().())((
1

hafgradha
x

f
hadf

p

i
i

i

=
∂
∂=∑

=

. 

 

Théorème 2.1 : dérivées partielles et changement de  variables dans �2 
Soit f une fonction d’un ouvert U de �2 dans � de classe C1. 
Soit Φ : (u,v) a )),(),,(( vuyvux , un changement de variables de �2 dans �2, tel que x et y sont des 
fonctions de classe C1 de �2 dans �. 
La fonction composée Φfo  admet des dérivées partielles par rapport à u et v en tout point : (a,b) de �2, 

tel que : Φ(a,b) ∈ U, et on a : 
  ∀ (a,b) ∈ �2, tel que : (x,y) = Φ(a,b) ∈ U,  

  • ),()).,((),()).,((),(
)(

ba
u

y
ba

y

f
ba

u

x
ba

x

f
ba

u

fo

∂
∂Φ

∂
∂+

∂
∂Φ

∂
∂=

∂
Φ∂

, et : 

  • ),()).,((),()).,((),(
)(

ba
v

y
ba

y

f
ba

v

x
ba

x

f
ba

v

fo

∂
∂Φ

∂
∂+

∂
∂Φ

∂
∂=

∂
Φ∂

. 

Démonstration : 
Soit : (a,b) ∈ �2, tel que : Φ(a,b) ∈ U. 
Considérons les deux fonctions partielles définies autour de a, et à valeurs dans �, données par : 
  • h a ),()(1 bhxhx = , 

  • h a ),()(2 bhyhx = , 

et la fonction ϕ définie autour de a et à valeurs dans �2, donnée par : h a ))(),(( 21 hxhx . 

La fonction ϕ est de classe C1 d’un intervalle contenant a dans � et le théorème précédent montre alors 
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que )( ϕfo  est de classe C1 sur cet intervalle et que en particulier : 

   ),()).,((),()).,(()(')).(()(')).(()()'( 21111 ba
u

y
ba

y

f
ba

u

x
ba

x

f
axa

y

f
axa

x

f
afo

∂
∂Φ

∂
∂+

∂
∂Φ

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂= ϕϕϕ . 

Or ce qu’on vient de calculer, c’est la dérivée partielle de : (u,v) a ),)(( vufoΦ , par rapport à u en (a,b), 

soit : ),()).,((),()).,((),(
)(

ba
u

y
ba

y

f
ba

u

x
ba

x

f
ba

u

fo

∂
∂Φ

∂
∂+

∂
∂Φ

∂
∂=

∂
Φ∂

. 

Le même résultat s’obtient pour la dérivée partielle de )( Φfo  par rapport à v en (a,b).  
 

Exemple 2.1 : changement de coordonnées dans �
2, exemple du changement polaires-cartésiennes 

• Soit f une fonction de classe C1 d’un ouvert U de �2 dans �, Φ une fonction de classe C1 d’un ouvert V 
de �2 dans U, et : Φ= foF . 

On note alors : ∀ (u,v) ∈ V, )),(),,((),( vuyvuxvu =Φ . 

On a dans ce cas : ∀ (u,v) ∈ V, )),(),,((),( vuyvuxfvuF = . 
Il arrive souvent qu’on désigne par u et v les variables de F et (abusivement) par x et y les variables de f, 
x et y étant à la fois vues comme coordonnées dans U et comme fonctions des « anciennes » 
coordonnées u et v. 
F est alors de classe C1 de V dans �, et :  

  ∀ (u0,v0) ∈ V, ),()).,(),,((),()).,(),,((),( 00000000000000 vu
u

y
vuyvux

y

f
vv

u

x
vuyvux

x

f
vu

u

F

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

, 

de même pour la dérivée de F par rapport à sa deuxième variable 
Si on considère alors une grandeur physique scalaire E définie sur une portion Π du plan géométrique 
dans lequel on dispose de deux systèmes de coordonnées, et dont le calcul se fait, soit par une fonction 
f en référence au premier système de coordonnées (ici (u,v)), soit par F en référence au second système 
(ici (x,y)), on arrive alors à l’expression « à la physicienne » : 
  ∀ M ∈ Π, ),(),()( vuFyxfME == , puis :  

  ∀ M ∈ Π, 
u

y
M

y

E

u

x
M

x

E
M

u

E

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

).().()( , ou plus simplement : 
x

y

y

E

u

x

x

E

u

E

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

.. , 

les dérivées partielles indiquant à chaque fois à quelle façon de calculer E (soit f, soit F) on se réfère. 
• En particulier, si on considère le changement de variables polaires-cartésiennes Φ défini par : 

     ∀ (ρ,θ) ∈ ]0,+∞)×]-π,+π], 




=
=

)sin(.

)cos(.

θρ
θρ

y

x
, 

et si on se donne deux fonctions f et g à valeurs scalaires liées par la relation :  
    ∀ (ρ,θ) ∈ ]0,+∞)×]-π,+π], ))sin(.),cos(.(),(),( θρθρθρ fyxfF == , 
alors si f est de classe C1 sur �2, g est de classe C1 sur son ensemble de définition et : 

  










∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

),()).sin(.),cos(.(),()).sin(.),cos(.(),(

),()).sin(.),cos(.(),()).sin(.),cos(.(),(

θρ
θ

θρθρθρ
θ

θρθρθρ
θ

θρ
ρ

θρθρθρ
ρ

θρθρθρ
ρ

y

y

fx

x

fF

y

y

fx

x

fF

, 

ou encore : 










∂
∂+

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

)cos(.).,()sin(.).,(),(

)sin().,()cos().,(),(

θρθρθρ
θ

θθθρ
ρ

yx
y

f
yx

x

fF

yx
y

f
yx

x

fF

. 

 
Exemple 2.2 : expression du gradient en coordonnées  polaires 

Soient U un ouvert de �2 ne contenant pas (0,0), et f une fonction de classe C1 de U dans �. 
On pose par ailleurs : ),())sin(.),cos(.(),( yxffF == θρθρθρ , avec : )cos(. θρ=x , )sin(. θρ=y . 
Autrement dit, f et F pourraient représenter la même grandeur physique (attaché au point M de 
coordonnées cartésiennes (x,y) et polaires (ρ,θ)). 

Si on note uθ et u’θ les vecteurs : jiu )sin().cos( θθθ += , et : jiu ).cos().sin(' θθθ +−= , avec (i,j) la base 
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orthonormale naturelle de �2, dans laquelle les coordonnées sont notées x et y, alors : 

  ∀ (x,y) ∈ U, ').,(.
1

).,())sin(.),cos(.)((),)(( θθ θρ
θρ

θρ
ρ

θρθρ u
F

u
F

fgradyxfgrad
∂
∂+

∂
∂== . 

Démonstration : 
On remarque tout d’abord que U ne contenant pas (0,0), la valeur de ρ est toujours non nulle. 
Puis si on reprend l’expression obtenue dans l’exemple 2.1 pour les dérivées partielles de F, on constate 
qu’on peut « inverser » ces équations et obtenir : 

  • )sin().,(.
1

)cos().,(),( θθρ
θρ

θθρ
ρ ∂

∂−
∂
∂=

∂
∂ FF

yx
x

f
, et :  

  • )cos().,(.
1

)sin().,(),( θθρ
θρ

θθρ
ρ ∂

∂+
∂
∂=

∂
∂ FF

yx
y

f
. 

Alors :  

  

.').,(.
1

).,(

)).cos().sin().(,(.
1

))sin().).(cos(,(

.)cos().,(.
1

)sin().,(.)sin().,(.
1

)cos().,(),)((

θθ θρ
θρ

θρ
ρ

θθθρ
θρ

θθθρ
ρ

θθρ
θρ

θθρ
ρ

θθρ
θρ

θθρ
ρ

u
F

u
F

ji
F

ji
F

j
FF

i
FF

yxfgrad

∂
∂+

∂
∂=

+−
∂
∂++

∂
∂=










∂
∂+

∂
∂+









∂
∂−

∂
∂=

 

 
3. Dérivées d’ordre 2, étude d’extrema de fonctions  à valeurs réelles.  
 

Définition 3.1 : dérivées partielles d’ordre 2 d’un e fonction de �p dans � en un point 
Soit f une fonction définie d’un ouvert U de �p dans � et de classe C1, et soit : a ∈ U. 

Si pour : 1 ≤ i,j ≤p, la fonction 
ix

f

∂
∂

 admet une jième dérivée partielle en a, on note )(a
x

f

x ij









∂
∂

∂
∂

 ou 

)(, afij∂ , cette dérivée partielle seconde, et pour : i = j, on écrit : )()()( ,2

2

afa
x

f
a

x

f

x ii

iii

∂=
∂
∂=









∂
∂

∂
∂

. 

 

Définition 3.2 : fonction de classe C 2 de �p dans � 
Soit f une fonction d’un ouvert U de �p dans �. 
On dit que la fonction f est de classe C2 sur U si et seulement si f est de classe C1 sur U et si toutes ses 
dérivées partielles sont de classe C1. 

 
Théorème 3.1 : de Schwarz  

Soit f une fonction de classe C2 d’un ouvert U de �p dans �.  

Alors : ∀ a ∈ U, ∀ 1 ≤ i ≠ j ≤ n, )(
²

)(
²

a
xx

f
a

xx

f

ijji ∂∂
∂=

∂∂
∂

. 

Démonstration : (hors programme) 
• on va commencer par démontrer le résultat pour les fonctions à valeurs réelles et donc on considère f 
de classe C2 de U dans �. 
Soit : a ∈ U, (e1, …, en) la base B de E et : (i,j) ∈ �n

2. 
On note : V = {(hi,hj) ∈ �2, Ueheha jjii ∈++ )..( . 

Soit par ailleurs ϕ définie de [0,1] dans � par : 
  )..()...()( iijjii ehtafehehtaft +−++=ϕ . 

ϕ est alors définie, continue et dérivable sur [0,1], et sa dérivée vaut : 

  ∀ t ∈ [0,1], )..(.)...(.)(' ii
i

ijjii
i

i ehta
x

f
hehehta

x

f
ht +

∂
∂−++

∂
∂=ϕ . 

On peut alors lui appliquer le théorème des accroissements finis, pour obtenir :  
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  ∃ θϕ ∈ ]0,1[, )..(.)...(.)(').01()0()1( ii
i

ijjii
i

i eha
x

f
heheha

x

f
h ϕϕϕ θθθϕϕϕ +

∂
∂−++

∂
∂=−=− . 

Pour cette valeur θϕ fixée, notons alors ψ la fonction de [0,1] dans �, définie par : 

  ∀ t ∈ [0,1], )....()( jjii
i

ehteha
x

f
t ++

∂
∂= ϕθψ . 

Elle est également définie, continue et dérivable sur [0,1] et le théorème des accroissements finis à 
nouveau donne : 

  ∃ θψ ∈ ]0,1[, )....(.)(').01()0()1(
2

jjii
ij

j eheha
xx

f
h ψϕψ θθθψψψ ++

∂∂
∂=−=− . 

Globalement, on a donc :  

  

).....(..

))0()1(.(

)..()...(.

))().(()).()..(()0()1(

2

jjii
ij

ji

i

ii
i

jjii
i

i

jjiijjii

eheha
xx

f
hh

h

eha
x

f
eheha

x

f
h

afehafehafehehaf

ψϕ

ϕϕ

θθ

ψψ

θθ

ϕϕ

++
∂∂

∂=

−=









+

∂
∂−++

∂
∂=

−+−+−++=−

 

En intervertissant les rôles de i et de j, on peut également trouver θ’ϕ et θ’ψ dans ]0,1[, tels que : 

  )..'..'(..))().(()).()..((
2

jjii
ji

jiiijjjjii eheha
xx

f
hhafehafehafehehaf ψϕ θθ ++

∂∂
∂=−+−+−++ . 

Donc, en divisant par (hi.hj), pour : 0. ≠ji hh , on aboutit à (puisqu’on vient d’évaluer deux fois la même 

quantité : )....()..'..'(
22

jjii
ij

jjii
ji

eheha
xx

f
eheha

xx

f
ψϕψϕ θθθθ ++

∂∂
∂=++

∂∂
∂

. 

Enfin, lorsque l’on fait tendre (hi, hj) vers (0,0), puisque les deux dérivées partielles secondes sont 

continues en a, on obtient à la limite : )()(
22

a
xx

f
a

xx

f

ijji ∂∂
∂=

∂∂
∂

. 

 
Définition 3.3 : extremum d’une fonction à valeurs réelles 

Soit U un ouvert de �p et soit f une fonction de U dans �. 
On dit que f présente un minimum local (respectivement maximum local) en a si et seulement si il existe 
un voisinage ouvert V de a (ou une boule ouverte centrée en a) et inclus dans U tel que f(a) est le 
minimum (respectivement maximum) de f sur V. 
On dit de même que f présente un minimum global (respectivement maximum local) en a si et seulement 
si f(a) est le minimum (respectivement maximum) de f sur U. 

 

Définition 3.4 : point critique d’une fonction de c lasse C 1 à valeurs réelles  
Soit f une fonction d’un ouvert U de �p dans �, de classe C1 sur U. 
On dit que a est un point critique de f si et seulement si : 0)( =adf . 

 
Théorème 3.2 : condition nécessaire d’extremum pour  une fonction de classe C 1 sur un ouvert 

Soit f une fonction d’un ouvert U de �p dans �, de classe C1 sur U. 
Si f présente un extremum local ou global en un point a de U, alors a est un point critique de f et on a 
donc : 0)( =adf . 

Démonstration : 
Soit 

∞
.  la norme infinie dans �p. 

Puisque U est un ouvert, il existe : r > 0, tel que : B(a,r) ⊂ U. 
En particulier : ∀ (h1, …, hn) ∈ �n, (∀ 1 ≤ i ≤ n, |hi| < r) ⇒ ( Ueheha nn ∈+++ ).....( 11 ) 

De plus, si f présente un extremum local en a, on peut considérer, quitte à prendre une valeur de r plus 
petite que f présente un extremum global en a sur la boule B(a,r). 
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Puis pour : 1 ≤ i ≤ n, la fonction partielle ϕi de ]-R,+R[ dans �, définie par :  
  ∀ t ∈ ]-R,+R[, ).()( ii etaft +=ϕ ,  

présente un extremum en 0. 

Donc, puisque de plus ϕi est dérivable en 0, on a : ϕi’(0) = 0, soit : 0)( =
∂
∂

a
x

f

i

. 

Et comme toutes les dérivées partielles de f en a sont nulles, la différentielle de f en a est bien nulle. 
 

Remarque :  
Si f est définie de : A ⊂ �p, dans � où A n’est pas un ouvert, f étant de classe C1 sur A, et si f présente 
un extremum (local ou global) en : a ∈ A, alors : 
  • 0)( =adf , si : a est intérieur à A, 

  • ou a est « au bord » de A, c'est-à-dire que a est dans A, mais pas intérieur à A. 
 


