Equations différentielles. Chap. 13 : notes de cours.

Equations différentielles linéaires d’ordre 1.

Définition 1.1 : équation différentielle linéaire d’ordre 1, équati  on homogéne associée, solution
d’une telle équation différentielle
On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 une équation du type :
* () a(t).y" + b(t).y = c(t),
ou a, b, ¢ sont des fonctions définies et continues d’un intervalle | de R dans R ou C et y est une
fonction inconnue a valeurs dans R ou C.
Une solution de (E) est une fonction ¢ définie sur un sous-intervalle J de |, continue et dérivable sur J, a
valeurs dans R ou C, telle que : Ot O J, a(t).¢'(t) + b(t).¢(t) = c(t).
On appelle équation différentielle homogene (ou sans second membre ) associée a (E) I'équation :
* (EH) a(t).y' + b(t).y = 0.

Théoréeme 1.1 : de Cauchy-Lipschiz
Soit : (E) a(t).y’ + b(t).y = c(t), (ou a, b, ¢ sont trois fonctions définies et continues d’un intervalle | de R
dans R ou C) une équation différentielle linéaire d'ordre 1 et (EH) son égquation homogéne associée.
Sur unintervalle : 3 O, ou la fonction a ne s'annule pas |, les solutions de (EH) sont les fonctions :

y(t) =k .exr{— I%.dtj, ou k appartient a R ou C.

Les solutions de (EH) sur | forment donc un K-espace vectoriel de dimension 1 noté S,(EH).
Toujours sur un intervalle ou a ne s'annule pas |, les solutions de (E) ont, elles, pour forme :

Y = Yoe + Yn, OU Yoe €St une solution particuliere de (E), et yy une solution quelconque de (EH).
Les solutions de (E) sur | forment donc un espace affine de dimension 1 noté S,(E).

Exemple : résolution d’'une équation linéaire homoge ne simple du premier ordre
Résoudre I'équation différentielle : (EH) t.y*+ (2t +1).y = 0.
L’équation proposée est une équation différentielle linéaire du premier ordre homogeéne.
Les coefficients sont des fonctions définies et continues sur R, donc on peut essayer de la résoudre sur R.
Mais le théoréme de Cauchy-Lipschitz ne garantit des solutions que sur R™ et R*, intervalles ou le coefficient de y’
ne s'annule pas.
Sur I'un de ces intervalles, les solutions de (EH) sont alors :

2 ~t2
y(t)=C .ex;{—J' 2t t +1.dtj =c.t

sachant que la valeur absolue disparait puisque t garde un signe constant sur chaque intervalle, et qu’on peut
« amalgamer » le signe de t a la constante.

, avec : C 0 R (une constante par intervalle),

Théoreme 1.2 : méthode de variation de la constante
Soit : (E) a(t).y’ + b(t).y = c(t), (ou a, b, c sont trois fonctions définies et continues d’un intervalle | de R
dans R ou C) une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et (EH) son équation homogéne associée.
Soit yp une solution de (EH) sur unintervalle : J O I.
Alors soit yg est la fonction nulle, soit elle ne s’annule pas sur J.
Si yp n'est pas la fonction nulle, si on pose de plus : 00t O J, y(t) = k(t).yo(t), ou k est une fonction
inconnue supposée définie, continue et dérivable  sur J, et si a ne s’annule pas surJ , alors y est
solution de (E) sur J si et seulement si :

OtdJ, K@= L
a(t).y, (t)
et apres intégration, cela fournit une solution particuliere y, de (E) sur J.
Les solutions de (E) sur J sont alors les fonctions y de la forme :
0t 03, y(t) = yp(t) + C.yo(t),
ou Yo est la fonction solution de (EH) précédente, supposée non identiquement nulle.

Exemple : résolution d’'une équation linéaire du pre mier ordre avec second membre
Résoudre I'équation différentielle : (E) t.y'+ (2t +1).y =t.
On a déja résolu I'équation homogene associée.
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Pour résoudre I'égquation (E), on cherche y sous la forme : y(t) = C(t). , avec C dérivable sur R™ ou R,

e_t2 2
t=t,soit: C'(t).=te" .

y est alors solution de I'équation si et seulement si : 0t 0 R™ ou R*, C'(t).

.. 1 2 .
On trouve ainsi: C(t) = E.e + K, avec : K O R (une constante par intervalle).

On peut noter que K redonne les solutions de I'équation homogéene associée.

2
1 e’
Finalement, les solutions sont : Yy(t) = E + K.T , avec : K 0 R (une constante par intervalle d'étude).

Théoréme 1.3 : de Cauchy-Lipschitz, version « condition initiale »
Soit : (E) a(t).y’ + b(t).y = c(t), (ou a, b, ¢ sont trois fonctions définies et continues d’'un intervalle | de R
dans R ou C) une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et (EH) son équation homogéne associée.
Soit : J O |, un intervalle ou a ne s’annule pas .
Alors pour : to 0 J, et : yo 0 R ou C, il existe une unique solution y de (E) sur J telle que de plus :

y(to) = Yo.

Exemple : résolution d’'une équation linéaire du pre mier ordre avec condition initiale
Si on reprend I'équation précédente, avec la condition initiale : Y (1) ==, on trouve I'unique solution pour ce
€

« probléme de Cauchy » qui est :
—tz

OtOR™, y(t) = i+ K. € , avec : 1.1 +5, soit la fonction définie avec : K =1—E.
2t e 2 € 2
Finalement : Ot O R™, y(t) = 1 + (1—3) i
' ' 2t 27t

Remarque : principe de superposition
Soit : (E) a(t).y’ + b(t).y = c(t), (ou a, b, ¢ sont trois fonctions définies et continues d’un intervalle | de R

dans R ou C) une équation différentielle linéaire d’ordre 1, telle que : c=c¢, +cC,.
Siy; et y, sont des solutions respectivement de : (E,) a(t).y’ + b(t).y = c.(t), et : (Ey) a(t).y’ + b(t).y = c,(t),
sur un intervalle : J O |, alors y, +Y, est solution de (E) sur J.

Exemple : résolution avec application du principe d e superposition
Soit I'équation différentielle : (E) y'-y =1+¢e*'.
Cette équation admet des solutions sur R, et les solutions de I'équation homogéne associée sont :
OtOR, y(t) =Ce',avec: COR.
De plus :
et~ —1, estsolutionde : y'-y =1, sur R,
. t> €' estsolution de : y'-y =e*', sur R,

donc : t—> €' —1, est solution de (E) sur R.
Finalement, les solutions de (E) sur Rsont: t— C.e' +e*' -1, avec: COR.

Théoréme 1.4 : raccordement de solutions
Soit : (E) a(t).y’ + b(t).y = c(t), (ou a, b, ¢ sont trois fonctions définies et continues d’'un intervalle | de R
dans R ou C) une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
Soient Ja,B[ et ]B,y] des intervalles inclus dans | sur lesquels a ne s’annule pas et tels que : a(3) = 0.
Une fonction y de ]a,y[ dans R ou C définie sur Ja,y[ est solution de (E) sur ]a,}{ si et seulement si :
« la restriction y; de y a ]a,B[ est solution de (E) sur Ja,B[, donc a la forme annoncée par le th. 1.2,
* la restriction y, de y & ]B,y[ est solution de (E) sur ]B,y{, donc a la forme annoncée par le th. 1.2,
« y; admet une limite finie & gauche en 3, y, admet une limite finie a droite en 3, égales a y(B),
* la fonction y est dérivable en f3.
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Exemple : résolution d’'une équation linéaire du pre mier ordre avec raccordement
Si on reprend I'équation précédente, et qu'on essaie de trouver une (des) solution(s) sur R, une éventuelle solution

sur R sera a fortiori solution sur R™ et sur R*, et donc vaudra :
2

. 1 e
« OtOR™, y(t)=— +K,.—, avec: K, OR,
21 t
1 e
«OtOR*, y(t)=—+K,.——,avec: K OR.
2t t
Une telle fonction doit avoir une limite finie en O (et y étre continue) donc on doit prendre : K, = K_ = —E.
—t2
1-e

Dans ce cas, ona: Ot OR*, y(t) = ot

La fonction ainsi trouvée est la seule possible.

Réciproquement, cette fonction est solution de (E) sur R™ et R™* (par construction), admet une limite finie en 0
(avec par exemple un développement limité) qui vaut 0, et la fonction ainsi prolongée est dérivable sur R (elle est
méme de classe C” car développable en série entiere en 0 sur R).

Enfin, on vérifie que le prolongement (encore noté y) est solution en 0 car : 0.y'(0) + (0> +1).y(0) = 0.
Finalement (E) admet une unique solution sur R, qui est la fonction y trouvée au-dessus.

Systémes différentiels linéaires d’ordre 1.

Définition 2.1 :  systeme différentiel linéaire d’ordre 1, systtme h  omogéene associé, solution d'un tel
systeme
Soit | un intervalle de R et un entier : n > 2.
On appelle systeme différentiel linéaire d’ordre 1 un systeme du type :

XlI Xl X1I:al,l(t)'xl+"'+a1,n(t)'xn +b1(t)
(S) X' =AMt).X+B(t),ou:| : |=Al)] : |[+B(t),ou: : :

X X X,'=a,, ). +...+a,,(t).x, +b,(t)

n n

ou A une fonction matricielle de | dans e# ,(R) ou e/ ,(C), et B une fonction matricielle de | dans
oM ,1(R) ou e ,1(C) et X une fonction inconnue & valeurs dans e/, 1(R) ou e# ,1(C).
On appelle solution de (S) une fonction X définie d'un sous-intervalle : J (0 I, dans e/, 1(R) ou e/, 1(C),
continue et dérivable sur J telle que :

Ot0J, X(t) = A(t).X(t) + B(t).
On appelle systéme linéaire homogéne associé a (S) le systéme (SH) : X’ = A(t).X.
Remarque : un tel systeme est équivalent a une équation différentielle linéaire vectorielle d’ordre 1 du
type : (E) X’ = a(t)(x) + b(t), (ou a est une fonction de | dans £ (F), b une fonction de | dans F avec F un
K-espace vectoriel de dimension n) et ou x est une fonction inconnue de J dans F, dérivable sur J.

Théoréme 2.1 : solutions d'un systéme différentiel homogene d’'ord re 1 a coefficients constants
Soit | un intervalle de R et un entier : n > 2.
Soit : (SH) X' = A.X, un systeme différentiel linéaire homogéne d’'ordre 1 (ou A est une matrice
constante appartenant a e ,(R) ou e/ (C)).
Alors le systeme admet des solutions sur R qui forment un R- ou C-espace vectoriel de dimension n.
En particulier, pour tout : (Xos, ..., Xon) O R" ou C", et tout : t, O R, il existe une unique solution du

X

systéme (S)surR: X =| : |, telle que de plus: O 1 <i<n, X(to) = Xoi.

X

n

Théoréme 2.2 : résolution pratique d'un systeme différentiel homo gene a coefficients constants
Soit : (SH) X’ = A.X, un systéme différentiel linéaire homogene d’ordre 1 (ou A est une matrice constante
appartenant a e/ ,(R) ou c# ,(C)).
* Si A est diagonalisable, alors : OP O Gl,(R ou C), 0D diagonale, réelle ou complexe, D = P*.A.P.
Dans ce cas, si pour une fonction X de R dans c# (R ou C), on pose : Y = P™1.X, alors :
(X est continue et dérivable sur R) = (Y est continue et dérivable sur R), et :
(X solution de (SH) sur R) < (Y est solutionde : Y’ =D.Y, sur R).
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Ce dernier systéme étant diagonal, il se ramene a la résolution de n équations scalaires d'ordre 1
indépendantes, et on obtient les solutions de (SH) en calculant : X = P.Y, pour les solutions Y trouvées.
 Si A est trigonalisable (ce qui est toujours le cas pour une matrice complexe), alors : OP O GI,(R ou C),
OT triangulaire supérieure, réelle ou complexes, T = P1.A.P.
Dans ce cas, si pour une fonction X de R dans c# (R ou C), on pose : Y = P™.X, alors :

(X est continue et dérivable sur R) = (Y est continue et dérivable sur R), et :

(X solution de (SH) sur R) = (Y est solutionde: Y' =T.Y, sur R).

Y1I = t1,1-y1 o +t1,n'yn
Ce dernier systéme peut s’écrire : . )
yn—l - tn—l,n—l'yn—l + tn—l,n 'yn
>/ﬂI = tn,n'yn

et se ramene a la résolution successive de n égquations scalaires d’ordre 1 avec second membre, en
commencant par la derniere puis en remontant, les solutions de (SH) s’obtenant ensuite en calculant :
X = P.Y, pour les solutions Y trouvées auparavant.

Exemple : résolution d'un systeme différentiel 3 x3 homogéne a matrice constante

1 00
Résoudre le systéme différentiel : X'= AX ,avec: A=|0 2 1.

01 2

Puisque le systéme est linéaire, a coefficients constants et homogéne, il admet des solutions sur R.
La matrice A est diagonalisable (car symétrique réelle), et on peut la diagonaliser avec :

1 0 O 10 O
P=|0 1 1|,D=|0 1 O |,et:D=P"AP.
0 -11 0 0 -1
En posant : X = P.Y, on a I'équivalence : (X dérivable sur R) = (Y dérivable sur R).
Y1
Puis : X est solution de (S) si et seulementsi: Y'= P2 APY =D.Y,avec: Y = Y,
Y3
Y (t) C, €
Le systeme devient alors immédiat et les solutions sont: OtO R, | Y, ® = C2 &' |, avec: (C, Cy Cy) O R®.
ys()) |Cpe
C,€ C,.€ €' 0 0
Enfin: OtOR, X(t)=PY({t)=P| C,€e" |=| C,e +C,e" |=C,{ 0 |+C,| € |[+C,|e"
C,e" -C,e' +C,e" 0 -€ e’

Remargue : résolution pratique d’un systeme différentiel a pa rtie homogéne constante
Soit : (S) X' = A.X + B(t), un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 (ou A est une matrice constante
appartenant a e/ ,(R) ou e/ ,(C), et B une fonction matricielle d’'un intervalle | de R dans e# ,1(R) ou
oM ,4(C)).

n
Les solutions de (S) sont: X =Y, + Z/L X, , ou (X)) est une base de solutions de S,(SH), Y, une
i=1
solution particuliére de (S) et les A; sont quelconques dans R ou C.
La matrice Y, peut étre obtenue de la fagon suivante :
« lorsque A est diagonalisable, on résout le systéme intermédiaire : Y’ = D.Y + P™L.B(t),
« lorsque A est trigonalisable, on résout le systéme intermédiaire : Y’ = T.Y + P.B(t).

Chapitre 13 : Equations différentielles — Notes de cours. -4 -



Exemple : résolution d'un systeme différentiel 3 X3 a matrice constante et second membre

1 00 t
Résoudre le systeme : X'= AX +B(t),avec: A=|0 2 1|, et: B(t)=|0]|.
012 0

Ce systeme a des solutions sur R puisque A est constante et B est définie et continue sur R.
Au lieu de résoudre le systtme en Y : Y'=D.Y, onrésout: Y'= DY + P1.B(t), soit :

Y, =y, +t . (t) Cl.et -t-1
Y,'=Yy, ,cequidonne:|Vy,(t)|=| C,¢€ , puis :
Ys'=Ys ys(t) C,e”
C,.e -t-1 C,e -t-1 -t-1 €' 0 0
X(t)=PY({t)=P] C,¢€ =| C,e'+C,e" [=| 0 [+C/lO0|+C,| € |[+C,|e"
C,e™ -C,€e +C,e" 0 0 - e

Théoreme 2.3 : de Cauchy-Lipschitz, systéemes différentiels linair es version « conditions initiales »
Soit | un intervalle de R et un entier : n > 2.
Soit : (S) X' = A(t).X + B(t), un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 (ou A est une fonction matricielle de
| dans e ,(R) ou e ,(C), et B une fonction matricielle de | dans e/, 1(R) ou e/, 1(C)).

Si A et B sont continues sur |, alors : Oty O 1, O (Xoz, Xo2, -.-, Xon) 0 R" ou C", il existe une unique

X
solution : X =1 : |, du systéme (S) surl telle que de plus : 0 1 <i<n, Xi(ty) = Xoi.
Xn
Théorémes 2.4 et 2.5 : structure et dimension de I'ensemble des solutions d’un systéeme différentiel

linéaire homogeéne

Soit : (SH) X’ = A(t).X, un systéme différentiel linéaire homogene d'ordre 1 (ou A est une fonction
matricielle continue d’un intervalle | de R dans ¢/ ,(R) ou e/ (C)).

L'ensemble S,(SH) des solutions de (SH) sur | peut étre muni d’'une structure de R- ou C-espace
vectoriel et c’est un sous-espace vectoriel de C°(l,e# ,(R)) ou de C°(l,e# (C)).

De plus : dim(S,(SH)) = n.

Remarque :
« Pour un systéme différentiel homogene : (SH) X' = A(t).X, ou A est une fonction continue de | dans

n
e/ ,(K), les solutions d’'un tel systéeme sont: X = Z/L X, ol (Xy, ..., X,) forme une base de S,(SH).
i=1
» Pour un systéeme différentiel avec second membre : (S) X' = A(t).X + B(t), ou A et B sont des fonctions
n
continues de | dans e/ (K) et e/ ,1(K), les solutions d’un tel systéme sont: X =Y, + Z/]i X, ,ou

i=1
(Xy, ..., X,) forme une base de S(SH) et Y, est une solution particuliere du systeme.

Equations différentielles linéaires d’ordre 2.

Définition 3.1 : équations différentielles linéaires d’ordre 2, équ  ation homogéne associée, solution
d’une telle équation
On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2, une équation du type :
(B) a(t).y” + B(t).y" + v(t).y = o(b),
ou a, B, vy, d sont des fonctions définies et continues d’'un intervalle | de R dans R ou C, ety est une
fonction inconnue définie d'un intervalle : J O |, dans R ou C.

Théoréeme 3.2 : de Cauchy-Lipschitz, équations différentielles d’'o rdre 2, version « conditions
initiales »
Soit: (E) y” + a(t).y’ + b(t).y = c(t), une équation différentielle linéaire d’ordre 2 « résolue eny” » (ou a, b,
¢ sont des fonctions définies et continues d’'un intervalle | de R dans R ou C).
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Pour tout couple : (Yo, Y'o) 0 R? ou C?, et toute valeur : t, 0 |, il existe une unique solution ¢ de (E) sur
l, telle que de plus :

d(to) = Yo, 9'(to) = Y'o-

Théoréme 3.3 : structure de I'ensemble des solutions d’'une équati on homogene d’ordre 2
Soit : (EH) y” + a(t).y’ + b(t).y = 0, une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 (ou a, b sont
des fonctions définies et continues d'un intervalle | de R dans R ou C).
L’ensemble des solutions de (EH) noté S(EH) sur tout intervalle inclus dans | forme un R- ou C-espace
vectoriel.

Théoréme 3.5 : résolution pratique d’'une équation homogene d’ordr e 2 a coefficients constants
Soit: (EH) a.y” + b.y’ + c.y = 0, une équation différentielle linéaire homogéne d'ordre 2 (ou a, b, ¢ sont
des éléments de R ou de C).
On appelle équation caractéristique associée a cette équation différentielle 'équation : a.r* + b.r + ¢ = 0.
On distingue alors les cas suivants :
* si I'équation caractéristique admet deux racines distinctes r; estr, (réelles dans R ou complexes

dans C), (EH) admet pour solutions sur R les fonctions : ¢(t) = a.e*'+ B.e?", ou a et B sont des
constantes réelles ou complexes quelconques,

« si 'équation caractéristique admet une racine double r (réelle ou complexe suivant le cas), (EH)
admet pour solutions sur R les fonctions : ¢(t) = (o.t + B).e", ou a et B sont des constantes réelles ou
complexes quelconques.

« si 'équation caractéristique admet dans le cas réel deux racines complexes conjuguées (p £ i.w),
(EH) admet pour solutions sur R les fonctions : ¢(t) = [a.cos(w.t) + B.sin(w.t)].e™!, ol a et B sont des
constantes réelles quelconques.

Exemple :
Résoudre : y'+2y+3.y =0.
L’équation est linéaire, homogene du second ordre a coefficients constants et admet des solutions sur R.

L’équation caractéristique associée est : r* + 2.r + 3 = 0, dont les racines sont : —1+ I\/E
Les solutions de I'équation différentielle sont donc les fonctions de la forme :

OtOR, y(t) = e‘t.(a.cos([.x/i) + ,B.Sin(t.\/i)) ,avec : (a,B) O R

Théoréme 3.7 : cas particulier d’'une équation du second ordre lin éaire a coefficients constants et
second membre produit d’'un polyndme et d’'une expone ntielle
Soit : (E) a.y” + b.y’ + c.y = P(t).e™, une équation différentielle linéaire homogéne scalaire d’ordre 2 (ou
a, b, ¢, A sont des éléments de R ou de C, et P un polynéme a coefficients dans R ou C).
Il existe une solution de (E) de la forme t“.Q(t).e*", ol Q est un polynéme de méme degré que P et k est
un entier égal a la multiplicité de A comme racine (éventuelle) de I'équation caractéristique associée a
cette équation différentielle.

Exemple d’application de cette méthode :
Résoudre I'équation différentielle : y'+3y+2.y=e™ +6.€".
L’équation est du second ordre, linéaire, a coefficients constants pour la partie homogéne et le second membre est

une fonction définie et continue sur R.
Donc I'équation admet des solutions sur R.
-2t

Les solutions de I'équation homogéne associée sont: Ot O R, y(t) =ae™ +be™ .
En utilisant le principe de superposition :
« avec 6.€' comme second membre, on cherche une solution sous la forme : A.€", puisque 1 n’est pas racine de

I'équation caractéristique associée, et on trouve : Ot O R, y(t) =€,

. avec €' comme second membre, on cherche une solution sous la forme : At.e™, puisque -1 est racine simple
de I'équation caractéristique associée, et on trouve : Jt O R, y(t) =t.e™.
Finalement, les solutions de I'équation compléte sont :

OtOR, y(t) =€' +te +ae™ +be™  avec: (ab) OR
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