Espaces vectoriels normés (corrigé des
indispensables).

Normes générales.

1. Ona: 2|} =2 = |(x+ y) + (x= ) < x+ ¥ +[x~y].
De méme : 2|y =|2.y| =[(x+ y) - (x= y)| < |x + y| +||x - |-
En additionnant, on obtient : x| +|y| < |x + y| +[x~y].

2. On peut transformer la premiére inégalité en : |y - x| < ax|.
Donc: |y-xX|<a|x-y+y|<a(x-y|+|y]). etdonc: L-a)lly-x|<aly|.
ly-q_ a

vl 1-a

3. ¢ SiNestune norme sur E, alors : O x OE, (u(X) =0) = (N(x) = 0) = (x = 0), et u est injective.
 Si u est injective, alors :
OxOE, N(x) OR",
Ox OE, (N(x) =0) = (Ju(x)| = 0) = (u(x) =0) = (x=0),

Ox OE, OAOK, N(AX) =[u(A.x)| = [Au)|| =[A{Jux)]| =|A|N(x),

O (xy) OE% N(x+y) =|u(x+y)| =[u(x) +u(y)] < Ju(d]| +[u(y)] = N(x) + N(y)
et N est bien une norme sur E.

En divisant par ||y, on obtient bien :

4. Si N est une norme, alors : N((1,0,...,0)) =a; >0, car: (1,0,...,0) # 0.
Deméme:d2<i<n, a>0.
Réciprogquement, si tous les a; sont strictement positifs, alors :
« OxOK", Nx) OR",
«OxOK, (NX)=0)=>01<i<n, (0<alx|<N(X =alx|+..+a,|x,|=0) = (x=0), etdonc: x=0,

« OxOK" OAOK, N(AX) =aJAx|+...+a,|Ax | =[A.(a x| +..+a,|x,]) =|A|N(x),
« DY) DK N(X+Y) =a % + Yy +oota, x, + Y[ < (@ o]+ a, x ) + @y, +..+a,]y,[) et

N(x+y) < N(x)+ N(y).
Donc N est une norme sur K", et la condition précédente est bien nécessaire et suffisante.

5. « Les fonctions considérées étant de classe C* sur le segement [0,1], I'application est bien définie de E
dans R".

- Side plusona:fOE, telle que : N(f) =0, alors : | f (0)| =0, et: E| f'(t).dt =0.

| f | étant alors continue et positive sur [0,1], elle y est nulle et f est constante sur [0,1].

Comme enfin elle s'annule en O, f est la fonction nulle.

e Pour:fOE, et: AR, il estimmédiat par linéarité de la dérivation et de l'intégration sur [0,1] que :
N(A.T) :|/1|.N(f).

« Enfin: O (f,g) O E?,

N(f +q) :|f ) + g(0)| +E|f'(t) + g'(t)|.dt s|f (O)| +|g(0)| +j:|f'(t)|.dt +Jj|g'(t)|.dt =N(f)+N(g).
Donc N définit bien une norme sur E.

Suites et comparaisons de normes.
6. Notons : E = C°([0,1],R).
a. Les fonctions f, sont affines sur les deux sous-intervalles et coincident en 1/n.
Donc elles sont bien continues de [0,1] dans R.
Puis :
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2 1
L t|n 1
e N (f)=|r(n-n?t)dt=|nt-n*=| ==,

0

1
. Nz(fn)z\/jj(n—nz.t)z.dt = {nz.t—n?’.t2+n4.§}:
. N_(f.)=n.
b. On aimmédiatement : O f O E,
. Nl(f)sj:Nw(f).dtsNw(f).j:dt:LNm(f),

_n
3 I

* N ()2 < [N (P2t < N, (F)2 [ dt=1N, (F)?, soit: N,(f)SLN, (f),

¢ Ny(f) = [[]f @) Lot < \/ﬂ f (t)|dt.\/j§12.dt =1.N,(f),

avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans E muni de son produit scalaire canonique.

1 :
En effet, (—. f”j tend vers 0 pour les normes N; et N, mais pas pour N..
n

1
Jn

c. Supposons que f3 existe, avec : 3 > 0.

De méme, ( .fnJ tend vers 0 pour N4, pas pour N..

Alors : On ON*, B.N_(f,) <N, (f,),soit: fn< % ce qui est impossible.

De méme, si B’ existe, alors : O n ON*, BN, (f,)< N,(f,), et: B'n< ?n encore impossible.

Jn

Enfin, si B” existe : O n ON*, B".N,(f,) <N, (f,),et: ,8? s%, toujours impossible.

7. a. Puisque : E 0 C°([0,1],R), la norme N est simplement la norme N., de C°([0,1],R) induite sur E.
A ce titre, c’est bien une norme sur R.
N’ est également une norme sur E, car :

- OfOE, f est continue sur [0,1], et sup| f'(t)| existe (et appartient & R"),
[0y

s OfOE, (N'(f)=0) = (No(f) =0) = (f = 0) = (f = cste) = (f = 0, car : f(0) = 0).
s OfOE, OANOR, N(A.f) = Nu(A.F) = |A].N&(f) = |A.N'(F),
« O (f,g) OE? N'(f+g) = Nuo(f + ") < Nu(f) + Noo(g") = N'(f) + N'(9).
b. Soit: f O E.
Alors : 0t 0[0,1], Oc O[0,1], f(t) = f(t) — f(0) = (t — 0).f'(c), et donc : [f(t)] < |F'(c)] < N'(f).
Cette majoration étant valable pour tout t, on en déduit que : N(f) < N'(f), d'ou: N < N'.
c. Considérons les fonctions f,, définies par : Ot 00 [0,1], f(t) = t".
Alors : OnON, N(f,) =1, et: N'(f,) = n, car: Ot 0[0,1], f,(t) = n.t"™.
Donc si maintenant on pouvait trouver : a > 0, telle que : a.N'< N, alors on aurait :
OnON* a.n<1, ce qui estimpossible, et donc un tel a n’existe pas.

8. a. e Pour le polyndme nul, N(P) et N_(P) existent et sont des réels positifs.

Si P est non nul, alors N_ (P) existe comme plus grande valeur d'un nombre fini de réels (positifs) et
c'est un réel positif.

De méme, puisque les coefficients d'un polynéme sont nuls a partir d'un certain rang, la série qui définit
N(P) a ses termes nuls a partir d'un certain rang et donc converge.

Enfin, tous les termes de la série étant positifs, sa somme I'est aussi.

Pour les démonstrations suivantes, on ne distinguera plus le cas du polynéme nul.

« Pour: P OK[X], et: A OK, D0<ksdeg(P), |1.a,]=[]a|<|A|N,(P), donc: N, (A.P)<|AN, (P).

En distinguant au besoin, le cas ou A est nul, on en déduit classiquement l'inégalité inverse, et donc
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finalement 'égalité : N, (A.P) =|A|.N,,(P).
= L ) B dol) = .

Puis: N(A.P) = > |Aa]2™ = > [Ala]2™ =|A D [a]27™ =|A|D |a]2™* =|A.N(P).
k=0 k=0 k=0 k=0

» Soit : P O K[X], non nul ay.
Alors P comporte au moins un coefficient non nul et : N (P) = |aN| >0, d'ou le résultat par contraposée.

+o0 deg(P)
De méme : N(P) = a2 = 3 [a 2™ 2[a |2 >0.
k=0 k=0

« Soient P et Q deux polynémes avec : N = max(deg(P,deg(Q)) et de coefficients a, et by.
Alors: 0 0<k<N, |a, +b|<|a|+[o|<N,(P)+N,(Q), puis: N,(P+Q) <N, (P)+N,(Q).

N

De meme : N(P+Q) = Sa, +b|2* <3 (a| +b)2* =3 [a2* + Y]b|2™* = N(P) + N(Q).
k=0 k=0 k=0

k=0
1
1-27%

+oo deg(P) deg(P)
b. Il estimmédiat que : 0P OK[X], N(P) =>|a |27 = ilakl-Z'k < N_(P). iz‘k < N_(P).
k=0 k=0 k=0

On en déduitdoncque: N<2N_,et: a =2, répond a la question.
c. Considérons la suite : (P,) = (X").
Alors : OnON, N, (P,) =1, et la suite (P,) ne tend pas vers 0 pour N.,

deg®,)
Deplus:OnON, N(P)= Y [a,]27™ =27, etlasuite (P,) converge vers 0 pour N.
k=0

Or si on pouvait trouver : B >0, tel que : S.N_ < N, alors la convergence de (P,) vers 0 pour la norme

N entrainerait (avec le théoréme des gendarmes dans R), la convergence de (P,) vers 0 pour N..
Donc un tel B n’existe pas.

On va ici déterminer explicitement la suite (X,).
, . s 1
Pour cela, la matrice A a pour polyndme caractéristique : x,(4) = @- /1).(6 -A).

A est donc diagonalisable, et on peut la diagonaliser en cherchant ses espaces propres :

T R )

1 3
On peut alors écrire : A= PD.P* avec: P= (1 2], D :[ 5}, et:

Lo e (223
OnON, X, =P} (5) .P’l.( j:

6 vz _2_@
5 5(6
Puisque les deux suites coordonnées liées a (X,) dans la base canonique convergent, (X,) est donc une
7
. . 5|_7(1
suite convergente, et: lim X = ==l |
n— oo 71 51
5

Remarque : dans une version vectorielle, si on note u I'endomorphisme canoniquement associé a A, p, et

ps . les projecteurs associés a la décomposition de R? & I'aide des sous-espaces propres de A, alors :
6

5 \ 5\" N 5)"
u=lp +—.ps,et:OnON, u :1.pl+(—j .Ps, puis: u (21):1.p1(2,1)+(—] Ps (21).
6 % 6) ¢ 6) %
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On constate alors que (u"(2,1)) converge vers : p, (21) zg @Y, car: (21 =£ @y +% (3-2).

Suites et normes dans o »(K).
10. a. Chagque somme est, pour une matrice A la somme des modules des coefficients de la ligne.

11.

12.

|A| représente donc la plus grande de ces sommes.

. Il est clair que pour une matrice A, |A| existe et est un réel positif, comme plus grand élément d'une

famille finie de réels positifs.
Puis: DA Do« y(K),si: |A =0, alors: D1<i<n, 0< Zn:‘ai’j‘ <|A|=0, et: Zn:‘a”‘ =0, d'oli on
i=1 i=1
déduit que tous les coefficients de la matrice A sont nuls,J puis enfin que A est rllulle.
Pour: A Tl y(K)et: AT K, ona: D 1<isn, Y|Aa,| =AY [a,| <[ AYA dou: 1A <[A]A], et
=t =t
en distinguant au besoin le cas ot A est nul, on en déduit Inégalité inverse puis 'égalité : [A.A| = |A[|A].

Enfin: 0 (AB) Dot oKV, O1<is<n, Yla, +b [< Y|, |+ |b[<| A +[B]. et:|A+B| < |4 +[B].
j=1 j=1 j=1

. Soit donc : (A,B) O e (K)>.

<33 auln = 23 | < Sa el Al o o

j=1 k=1 k=1 k=1

Alors:O1<is<n, ZZa”( 5

j=1k=1

déduit que : |AB| < A8

. Pour : (A,X) O o (K)xes 1(K), etennotant: Y = AX,ona:

Oils<i<n, |y|= Zn:a’j.xj < Zn:‘ai’ijj‘ < Nm(X).Zn:‘aiyj‘ < N, (X)J|A|.
=t j=1 j=1

d'ot on déduit: N, (AX) =N, (Y) <|AlN,(X).

. Soit alors A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.

Ona: AX =A.X,donc: N, (AX)=[AlN,(X)<|AlN,(X),

et en divisant par N,,(X), non nulle puisque X est non nul, on en déduit finalement que : |A| <[ A

. La suite (M?") est une suite extraite de (M") donc elle converge vers la méme limite, c'est-a-dire A.
. Puisqu'on peut écrire : OnON, M*" =M "M ", on en déduit aussi que (M*") converge vers A’

L'unicité d'une limite de suite montre donc que : A = A%,

. Soit | .|| une norme d'algébre sur e (C).

On peut écrire : O p O N, H(B.A PHi| = ‘B.(AB)".A” < ||B||”(AB) pH”A“ et le majorant tendant vers 0, on
en déduit que ((B.A)") tend aussi vers 0.

. On peut le montrer entierement avec :

OpON, HP.Q—(AP.BP)H = HP.Q— APQ+APQ- A”.B”H < HP— A”H.||Q|| +HA”H.HQ— BPH.

Comme (AP) converge, c'est une suite bornée et le théoreme des gendarmes montre que (AP.BP) tend
vers P.Q alors que (B°.AP) tend vers Q.P.
Mais comme c'est deux fois la méme suite, par unicité de la limite, on en déduit que : P.Q = Q.P.

. On constate que, de méme que dans la question précédente, la suite constante (Ap.Ap'l) (égale a I,))

converge vers A.B.
Donc par unicité de la limite, on en déduit que : AB=1,, et: B = Al

- .1
. Considérons la suite (—.I ,)ps1.
P

Alors cette suite est bien une suite de matrices inversibles, et qui converge vers 0.
Or d’'apres la question c, si la suite des inverses convergeait (vers B) alors la matrice nulle serait
inversible et son inverse serait B.
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Donc la suite des inverses diverge.

Topologie.
13. a. N et Z sont fermés dans R, car ce sont les complémentaires de réunions infinies d'ouverts, a savoir :

. (‘W,O[D([j]n,nﬂlj, pour N, et :

n=0

. (G]n,nﬂ{} pour Z.

n=-o
lls ne sont pas ouverts car 0 n'est pas un point intérieur.
En effet toute boule ouverte centrée en 0 (donc ici tout intervalle ouvert de type ]-r,+r[) contient des

: " : . r 1
valeurs qui ne sont pas entiéres et donc qui sortent de N et de Z, par exemple mln(E,E).

Q n'est ni ouvert ni fermé dans R puisque :
* 0 par exemple n’est pas intérieur & Q car tout intervalle ouvert ]-r,+r[ centré en O contient des

O—n
V2
» de méme, pour un point du complémentaire (R — Q) (par exemple \/E), tout intervalle centré en ce

point ne sera pas inclus dans (R — Q) car il contiendra des rationnels.
On peut aussi dire qu'’il existe une suite convergente d’éléments de @, dont la limite n’est pas dans Q

(par exemple la suite des approximations décimales de V2 définie par:OnON,a, =10"E (10“.\/5) :

irrationnels : OnON, 10" <r, et

est dans ]-r,+r[ mais pas dans Q.

qui tend vers \/E) et donc Q n’est pas fermé.
b. L’ensemble proposé est une réunion infinie d’ouverts donc c’est un ouvert dans R : méme principe de
démonstration qu'au-dessus.

2n
c'est-a-dire la suite des milieux des intervalles, converge mais vers une limite qui est O et qui est hors de

'ensemble : U} }ﬂ iﬂ[
noN 2 2
c. L'ensemble (notons le F) est fermé dans R®.
En effet, si une suite : (u,) = ((an, bn, Cn)), de points de F converge vers : u = (a,b,c), alors :
« On 0N, a,0][0,1], b, O0,1], ¢, O [0,+),
* les suites (a,), (bn) et (c,) convergent respectivement vers a, b et c.
* en passant a la limite dans les inégalités du premier point, on a: a 0 [0,1], b O [0,1], ¢c O [0,+), et la
limite u est bien dans F.
Il n’est pas ouvert car tout boule centrée en (0,0,0) (qui est dans F) de rayon r n’est pas incluse dans F

D’autre part, ¢a n'est pas un ferme car la suite définie par: DnON, a, = %(i +271*1j = nglﬂ

. ror r :
car le point (_E : _E , _E) est dans la boule mais pas dans F.

d. Si on note H cet ensemble, alors il a par exemple une équation : a,.x; +...+a,.X, =0, dans la base

canonique de R" (ou « = b », si on considére un hyperplan affine de R"), et I'un des a; est non nul (on
supposera dans la suite que c’est a,).

Alors H est fermé car si (uy) est une suite d'éléments de H, avec : Op ON, U, =(X,1,---,X,,) , qui
converge vers : U =(X,...,X,), alors :

« O1<i<n, (X converge vers x;,

*OpON, a.x,, +...+a,.x,, =0, puisque ce sont des points de H,

* en passant a la limite dans I'égalité précédente on en déduit que : a,.x; +...+a,.X, =0, et: u O H.
H par ailleurs n’est pas ouvert car pour : U = (X,,...,X,,) O H, et quelque soit : r > 0, la boule ouverte (par
exemple pour la norme infinie) centrée en u et de rayon r n’est pas incluse dans H.

n-17 n

En effet le point : U'= (X,...,X,-;, X +%),
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14.

15.

16.

« estdans la boule car: N, (u-u') = max@,...,o,%) :% <r,

* n'est pas dans H car : a,.x, +...+a,.(X, +%) =(a.x *+...ta,.Xx,) +an.% = O+an.% z0.

On va utiliser une norme N quelconque de R".

Soit donc : (a,b) O (A+B), etdonc:a O A, b OB.

Puisque A est ouvert, on sait que : [Ir > 0, B(a,r) O A.

Montrons alors que : B(a+b,r) O (A+B).

Pour cela, soit : x 0 B(a+hb,r), et posons : a = x — b.

Alors : N(x — (a+b)) <r, etdonc : N(a —a) <r, soit: a 0 B(a,r), etdonc : a OA.

Autrement dit: x=a + b, avec: a OA, et: b 0B, ce qui s'écrit entraine : x 0 (A+B).

On vient de montrer que : B(a+b,r) O (A+B), et (A+B) est bien un ensemble ouvert.

Remarqgue : on peut constater en reprenant la démonstration précédente, qu'’il suffit que I'un des deux
ensembles A ou B soit ouvert pour que (A+B) soit encore un ouvert.

a. Etant donnée une base : % = (e, ..., €y), de I'espace, un hyperplan admet une équation du type :
a,.x +..+a,.x, =0, dans cette base .%.

n n
Si (up) est une suite d’éléments de H, avec : O p O N, u, = pr’i .8, qui converge vers : u = ZXi e,
i=1 i=1
alors :
« 01<i<n, (X converge vers x;,
«OpON, &.x,, +...+a,.X,, =0, puisque ce sont des elements de H,

* en passant a la limite dans I'égalité précédente on en déduit que : a,.x; +...+a,.X, =0, et: u O H.
Donc H est fermé.
b. « L’ensemble des matrices de trace nulle dans e# (K) est un hyperplan de ¢/ ,(K), noyau de la forme
linéaire non nulle ‘trace’.
A ce titre, c’est un fermé de o/ (K).

n.(n-1)

« 'ensemble des matrices triangulaires supérieures est l'intersection de — hyperplans de e/ (K),

qui sont les noyaux des formes linéairesnonnulles: 1 <j<i<n, A &

En effet, une matrice triangulaire supérieure de e/ ,(K), est caractérisée par: 0 1<j<i<n, &;=0.
Donc c’est un fermé de ¢/ (K) (de méme que les matrices triangulaires inférieures).

« 'ensemble des matrices diagonales est aussi une intersection de fermés, cette fois de (n? — n) fermés,
noyaux des formes linaires : 01 <iZj<n, A a.

Donc c’est un fermé de e/ n(K).

n(n-1

« enfin, 'ensemble des matrices symétriques de e (K) est lui I'intersection de — hyperplans,

noyaux des formes linéaires nonnulles: J1<i<j<n, A a;; — a,, et donc c’est un ferme de c# (K)

(de méme pour les matrices antisymétriques).
Remarque : pour cette question b, on aurait aussi pu montrer que toute suite convergente d’éléments de
ces ensembles avait sa limite & chaque fois dans 'ensemble considéré.

 Soit (u,) une suite d’éléments de F convergente pour la norme N, vers la fonction u de E.
Alors : Ox 0O[0,1], On ON, u,(X) = 0, et puisque la suite (u,) converge aussi simplement vers u sur [0,1],
on en déduit en passant a la limite que : O x 00 [0,1], u(x) = 0, autrement dit : u O F, et F est fermé.

» Soit maintenant : u [J Q.
Alors u est continue sur [0,1] et elle atteint son minimum en un point : ¢ 00 [0,1], ot : u(c) > 0.

Alors la boule ouverte de centre u et de rayon : r = u(c), est incluse dans Q.
En effet, si: v O B(u,r), alors : N,,(v—u) <r, donc: Ox 0[0,1], [v(X) —u(x)| <.
Donc : O x 0[0,1], v(X) > u(x) —r =u(x) —u(c) = 0, car u atteint son minimum en c et on a bien : v(x) > 0.
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Autrement dit : v U B(u,r), et : B(u,r) O Q, donc Q est un ouvert de E.

17.a.+ Soit: u O E.
Alors u est bornée et : ||u|  =supu,|, existe, et comme borne supérieure d’'un ensemble de réels
n=0

positifs, c’est encore un réel positif.

« Sipour:uOE, ona: |u| =0,alors:OnON, 0<|u,|<|u|_ =0, et:u,=0,soit:u=0.

e Soit:uldE,et:AOR.

La valeur |A| étant alors positive, on a bien : [Au|_ =supAu,| =supA|u,| =|A| sugu,|=|A||u]_ .
n=0 n=0 n=0

« Enfin: O (u,v) DE% OnON, [u, +Vv,| <[u,|+|v,| < |ul, +|M.,.

et ceci étant vrai pour tout n, on en déduit que : |lu+Vv|_ <|ul_ +|v]_.

b. Il nous faut donc trouver une boule ouverte centrée en 1 et incluse dans F.
Pour cela, posons : r = 1.

Alors : DuOB(Lr), [u=1_ <1,et:On0ON, |u, -1 <1, autrement dit : u, >1-1=0.
La suite u est alors bien dans F, et la boule proposée est incluse dans F.
Donc la suite 1 est bien intérieure a F.

Continuité, applications lipschitziennes.
18.a. On a tout d'abord : f(a) =0, puisque : |a] < al, et donc :

« OxOE, telque: | <|a],ona: |f(x) - f(a)|:”|x—a||—0(=||x—a||,
- OxOE telque: x| >[a],ona: [f(x)- f(a)=|0-0=0<|x~4|.
Autrement dit: Ox O E, |f(X) - f(a)| <|jx-4].

Il est alors clair que f est continue en a car :
Oe>0,0a>0,avec:a=¢telque: OxOE ([x-d|sa)=(f(x)-f@)<e).

b. Considérons la suite définie par: Op ON, x, =—-(+27")a.
La suite (x,) tend vers —a car : O p O N, pr - (—a)” =27"]al, qui tend bien vers 0.
Mais la suite (f(xp)) ne tend pas vers f(-a) car :
» f(-a)=[~a-a|=2]a| # 0, car: [-a]| = [d| < d], et:
«OpON, f(x,)=0,car: HXPH = (@+27") 4| >|4]. car a est non nul.
La suite (x,) converge donc vers 0 qui n'est pas f(-a) et f n’est pas continue en —a.

19. a. C’est simplement I'inégalité des accroissements finis dans R.
Eneffet: O (xy) O1% | f(X) = f(y)| < k{x—y|, puisque k majore |f| sur I.

b. Puisque : Ox OR", f'(X)=- <

1
@+x)°*

ona: [f'(x)|=

1
@+x)?’
Donc f est 1-lipschitzienne.

Si de plus f est k-lipschitzienne sur R, alors : 0 x O R™, | f(x) - f (0)| < k|x-0, donc :

Lo [T0-10)

[x-9
Donc 1 est la meilleure valeur de k que I'on puisse proposer. k et
trouver la plus petite valeur k possible.

0x <k, et en faisant tendre x vers 0, on obtient : 1=|f'(0)| < k.

20. En notant f I'application proposée, on a immédiatement a I'aide de la deuxieme inégalité triangulaire :

000) O E X =[] < [x= o]
Donc : 1 (xy) U E, [[£09 = ()] = (|~ ¥4 = I ~[[vIlfal < Jaliix -

f est donc |a] -lipschitzienne et donc continue sur E.

Chapitre 12 : Espaces vectoriels normés — Corrigé des indispensables.



