Variables aléatoires (Corrigé des indispensables).

Loi d’'une variable aléatoire, espérance et variance
1. Notons G, I'événement : « 6 sort au n°™ lancer ».

Alors: OnON*, (X=n)=G,n..nG,,nG,.
On a par ailleurs : X(Q) ={1,2,3,4,5,6}, et puisque les lancers sont indépendants, on a donc :

In>1, P(X =0) = PG, n .. G,; 1 G,) = P(G,)..P(G,4).P(G,) =@ _ :

X suit bien la loi géométrique G(% )

2. X étant a valeurs dans {0, ..., n}, Y est également & valeurs dans {0, ..., n}.
De plus: Ok O{S, ...,n}, (Y =k) « (X =n-k), donc:

0K, ..., i}, P(Y =K) = P(X = n—k) :( " k}p”"‘.(l— D)k = (E].(l— 0)<.p"*
n_
Autrement dit, Y suit la loi binomiale % (n,1 — p).

3. a. Notons tout d’abord que l'univers « naturel » de cette expérience est {1, ..., n}*, ensemble des n?
couples d’entiers entre 1 et n, correspondant aux faces supérieures des dés rendus discernables.
De plus la variable aléatoire S vérifie : S(Q) ={2, 3, ..., 2.n}.
L'événement (S=i), pour:1<i<n+1,correspond aux couples dont la somme des éléments fait i
autrement dit aux couples (j,i—j),avec:1<j<n,et:1<i—j<n,soit:1<j<i-1.
Il'y a donc (i — 1) tels couples et la probabilité utilisée dans cette modélisation étant uniforme, on en

déduit que : P(S=i) =

b. De méme, pour : n+ 2 <i< 2.n, I'événement (S =1i) correspond aux couples (j, i —j), avec: 1<j<n,
et:1<i—j<n,soit:i—n<j<n.

. : -i+1

lya:n—(i—-n-1)=2.n-i+1,telscoupleset: P(S= |)——

n+l

c. Par réunion disjointe (ou événements incompatibles) : (S<n+1) = U(S =k), et:

k=2

at K 18, 1 n(n+l) (n+1
1. 1yi-in) 0+

~ n? n° 4% n 2 2.n

4. Notons : [0k [0 N*, B, 'événement : « la k®™ boule tirée est Blanche ».
On note pour commencer que : X(Q) = N*, puis: OnON*, (X =n)=B, n...n B, n B,.
Alors : OnON* P(X =n)=P(B,n...n B, n B,) =P(B,)..P(B,,).P(B,),
par indépendance des tirages.

+ ,
De plus : Ok ON*, P(B,) = % puisqu’'avant le k°™ tirage, la boite contient (k+1) boules Blanches sur

un total de (2.k+1).

n-1 n-1 n | 1\
Donc:0On=1, P(X =n)= ﬂ(l k+1j n+l _ n+l ﬂ k _2"(n+D.(n 1)..
- 2k+1 2n+1 2n+1l) 2k+1 (2n+1)!

5. |l suffit de vérifier que :
* OnON* p, =0, cequiestle cas,

+00 1 1
Z P, =1, ce qui est aussi le cas puisque la série est télescopique avec : O n ON*, p, = il
n=1 n n+

Le théoreme 1.5 garantit alors qu'il existe bien une variable aléatoire discrete dont la loi de probabilité est
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6.

7.

+00 +00 n
8. a. Lafamille est constituée de réels positifs et : z p,=—=+ (Ej :% %
=1

donnée par la famille (n,pn)none
Il nous faut donc déterminer: p, =P(X =0), p,=P(X =1) et: p, =P(X =2).
Or on sait que :

2
« 1=E(X) =) i.P(X =i)=0.p, +1.p, +2.p,, et:

i=0

2
% E(X?) - (E(X))? :(Z) P(X = j -1 =0.p, +1p, +4.p, -1
i=0
p,+2p, =1 1
On est amené a résoudre le systeme : 3, soit : et: =—,
y X +4p2 - pl 2 p2 4

Enfin, po s'obtient par le fait que la somme des probabilités doit donner 1, soit : p, = Z .

a. Toutes les valeurs proposées sont positives et :

1 1 &1 1
an zn2“|n(2) In(2)'z_'(§j ﬁ( In(l__)) 1

n=1 =] n=1 N
Donc (n,pn)non+ €St bien la loi de probabilité d’'une variable discréte X.

+o00

b. X admet une espérance si et seulement si la série z n.p, estabsolument convergente.

n=1
Or:OnON* O<sn.p, = % Il 2 qui est le terme général d’'une série géomeétrique convergente.
In
Donc X admet une espérance et: E(X) =) n.p, =>’ t 1.1 _ 1
oy = 2"In(2) In(2 2 1_} In(2)
2

c. Comme fonction affine de X, Y admet une espérance et : E(Y) = (In(2)).E(X) -1=0.
Y est donc une variable centrée.

1

n=0 2 3

\H
w\H

Donc (n,pn)non €St bien la loi de probabilité d’'une variable discrete X.

+o0

b. A nouveau X admet une espérance si et seulement si la série z n.p, converge, ce quiest le cas car :
n=1

Onx1, n.(n.p,) = ns.(gj , qui tend vers 0 en + du fait du théoréme des croissances comparees.

Puis : E(X) = ann i (%j :éingj :%.ﬁ:%.

n=1 n=1 1_1)2
3

c. Pour la méme raison qu’au-dessus la série z nz.pn converge donc X? admet une espérance par le
n=1
théoréme de transfert et X admet une variance.

Puis : E(X?) = inz.pn :in.(n—l).[lj +in.[1j
n=0 n=2 3 n=1 3

@2( 2 T %'(1_1 jz =3

Chapitre 10 : Variables aléatoires — Exercices (corrigé des indispensables). -2-



9.

10.

11.

3 (3) _15
On en déduit que : V(X) = E(X?)=(E(X))?==-|=| ===,
q (X) = E(X?) = (E(X)) 2 [‘J 16

Notons tout d’abord que : X(Q) ={1, 2, ..., n—1}. )
Puis: 01 <k <n -1, notons By I'événement : « on tire une boule Blanche au k'™ tirage ».
Alors:O01<ksn-1, (X :k)zglm...nam B, .
Donc par la formule des probabilités composées

Ol1<ksn-1, P(X = k)—P(B)P (B ).. PBlm B ( kl) 5. mBkl(Bk),et:
n-2n-3 n—(k- 1)1 2 _2(n-k)

n n-1"n-(k-)+1'n-k+1 n(n-1)°
X prenant un nombre fini de valeurs elle admet une espérance et une variance et :

E(X) = ka(x =SKk2n-k_ 2 $

z k.(n—k), d'ou a I'aide de sommes classiques :
i n(h-1) n(n-1) 4=

O1<ksn-1, P(X=Kk)=

E(X) = 2 l(n'n.(n—l)_n.(n—l).(z.n 1)j:n_2.n—1:n_+1.
n.(n-1) 2 6 3 3
Puis : E(XZ):nZkZ. n(n2 1)( n(n- 1)6(2n h_n '(rl‘r_l) j,et:
E(X?) = n.2n-1) n.(n-1) _ n.(n+1) dod
3 2 6
V(9 = E(x?) - By = MO (0D (D2

n

a. Il estimmédiat que : X(Q) =N, et: OnON, P(X =n) =a—.P(X =0).

Et comme : 1= an—P(X O)Z——e P(X =0),etdonc: P(X =0)=e™
n=0 -

Donc:OnON, P(X =n) =a—|.e_a
nl

+o0

b. X admet une espérance si et seulement si la série z n.p, est absolument convergente.
n=1

or n®.(n. p,) tend vers 0 quand n tend vers +o (théoreme des croissances comparées), donc X admet

+00 n-1

. +00 an ~ B B
une espérance et: E(X) =) n—e™® =ae®) —ae?e*=a.
n=0 n! n=1 (n _1)'

c. La variable aléatoire X admet une variance si et seulement si X? admet une espérance.

+00

Par le théoreme de transfert, cela revient a étudier la convergence de Z n®.p, qui converge pour une
n=1

raison similaire a celle de la question b.

n—l _ +00 an _ +00 an—l +00 an
Puis : E(X? n —e —ae =ae?) (n+l).—=ae?|a + > —|,
)= En S maet 004 saeaF L S
donc: E(X?)=ae .(a.e +e )=a +a.

Enfin: V(X) = E(X?)-(E(X))*=a’+a-a’ =a.

a. Notons que : X(Q) =N, etposons: OnON, p, =P(X =n).
La suite (p,) vérifie une relation de récurrence double, d'équation caractéristique : 3.r° —4.r +1=0,

dont les racines sont 1 et —
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Donc : O(a,B) OR%, OnON, p, =a+,8.[%j :

De plus la série z p,, doit étre convergente (et de somme 1), donc : a = 0.

n=0

Enfin : i(éj =1

n=0

‘ -

=3 , et donc on doit prendre : 5= Z
-1 2 3

Wik

La loi de X est donc donnée par: O n ON, P(X =n) zg[%j .

. 2(1Y" 1Y"
. La série Z n.—.(gj converge (car nz.n.(gj tend vers 0) donc X admet une espérance.

n=0
. , 2(1)" . o - »
De méme z n°.—. 5 converge pour une raison similaire et par le théoréeme de transfert, X* admet

n=0

une espérance et X admet une variance.

+00 n +o0 n-1
o503 S 3 0t
n=0 n=1

. o2 21 2((1) & 1\ 1 ()
De méme : E(X )=§n 5(5) 25{(§j .nzzn.(n—l).(éj +§;n[§j J,son:
E(xz):i 2 t 1, %:1 et enfin : V(X) = E(X?) - (E(X))? =1-

Ty

Nw

NG

2
+=.
9

12. a. Avant le tirage n, la boite contient n boules Noires et 1 boule Blanche et (n+1) au total.

b.

C.

13. a.

L’ensemble des valeurs possibles de Y est N*, soit: Y(Q) =N
Notons ensuite pour : n [0 N*, 'événement « on tire une boule Noire au tirage n ».

Puis: OnON* (Y=n)=N,n..nN_, nN_ et:

11 1 n n
P(Y =n) =P(N,).P;-(N N N)===.=—.——= :
( n) ( ) ( 2) Nn nN ( —l) Nn nN ( n) 2 3 n n+1 (n+1)|
De méme : Z(Q)=N* et: OnON* (Z=n=N,n..aN_,nN,_, et
12 n—l 1 1
P(Z =n) =P(N,).P, (N,)..P, N,,)-P N,)==.—.
(2 =)= PON).By, (N2)--Poy o, (Nos) Pr g, (Na) =52 2 =

4

Y admet une espérance car: N.n.P(Y =n) = ( , tend vers 0 en +w et z n.P(Y =n) converge.
n n>1
puis : E(Y) =Y — z(””)-”‘(”*l)*l:z L gl 1
= (Nt 5 (n+1)! = (n-D! = F (n+!

et avec la série exponentielle : E(Y) =e—(e-1) +(e-1-1) =e-1.

: 1 . . .
Puisque : O n ON*, nP(Z =n) = —+1 la variable aléatoire Z n'admet pas d’espérance.
n

La loi de X est assez simple, c’est la loi du premier succes dans une suite d’expériences de Bernoulli
indépendantes, soit la loi géométrique.

Donc : X(Q) =N*, et: OnON* P(X =n)=qg"".p,otonanoté: q=1-p.
On peut aussi dire, en notant Sy I'événement : « A se réalise au k™™ essai » que :
(X=n)=S n..nS_nS,, doule méme résultat par indépendance des essais car: P(S,) = p
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Dans ce cas, la série z n.P(X =n) converge, donc X admet une espérance, et :

nx1
+0o ~ 1
E(X)=) npg™=p. ==,
zl @-a)* p
b.Ona:Y(Q)=N-{0,1}, etlaloi de Y peut s'obtenir avec la formule des probabilités totales :
epour:n=1, P(Y=1)=P(Y=n)=0,et:

n-1
«On=2 P(Y=n)=) Py (Y =n).P(X =Kk).
k=1

Or:1<ksn-1, By, (Y =n) correspond a la probabilit¢ d’obtenir un succes au n®" essai aprés le

k™ ce qui est identique & obtenir un succés au (n — k)™ essai en repartant du début, soit :
Py (Y = 1) = P(X = x—K),

n-1 n-1
etdonc: P(Y =n)=) pg" " .pg“t=p>> g"? =(n-1).p’.q"".
k=1 k=1

On peut également écrire: (Y =n)=(S$nS,n..nS ,nS)0..0(5nS,n..nS.,nS,),
et les événements de cette réunion étant deux a deux incompatibles, on obtient le méme résultat en
utilisant a nouveau l'indépendance des lancers.
Puis la série Z Nn.P(Y =n) converge donc Y admet une espérance et :
n=1

+00 ~ 2 2
E(Y)=>) n(n-1).p*.q"* = p° =—..
Z;‘ @-a)?’ p

c. On constate évidemment que : E(X) < E(Y).

Couple et famille de variables aléatoires.
14. a. Notons tout d’abord que X est a valeurs dans N* et que pour un entier n non nul, (X =n) correspond a:

F,n..nF._, nF, , donc parindépendance : P(X =n) = P(F,)..P(F,).P(F,) = (%) .
X correspond en fait & une variable aléatoire suivant la loi géométrique Q(lj .

De méme, (Y =n) correspond a : El Nn..Nn E nF,, et: P(Y=n)= P(El)...P(E).P(Fn) = [%j :

b. Le couple (X,Y) prend ses valeurs dans N** et plus précisément, pour : (i,j) O N**, on a :
esi:i=j,alors P(X =i,Y = j) =0, puisqu’on ne peut obtenir Pile et Face au méme tirage.
esi:i=2,et:j=2,0onaencore: P(X =i,Y =) =0, car on a obtenu Pile ou Face au premier tirage,

esizi=1,et:j=2,alors: (X =i,Y = j)=€n...nan F,,et:
. : — — 1)
P(X =1,Y = ]) = P(F,)..P(FL).P(F)) =[§j |
edemémesi:j=1,i22,ona: P(X=i,Y=])= P(Fl)"'P(Fi—l)'P(Ei) :(%j _

c. Les variables X et Y ne sont pas indépendantes, puisque :

P(X =1Y =1)=0, et: P(X =1).P(Y =1) =%% =%¢ 0.
d. Z prend ses valeurs dans I'ensemble des entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

Puis :
esitk=2,alors: P(Z=K)=P(Z=2)=P(X=4,Y=1)=0,et:

k-1 k-1
esi:k=3, P(Z=k)= P(U(X =i,Y = k—i)} =Y P(X =i,Y =k i), par incompatibilité et :
i=1 i=1

P(Z=K)=P(X =LY =k-)+P(X =k-1Y =1), puisque ce sont les deux seuls termes non nuls.
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15. a.

16. a.

1 1 1
+ = .
2k—l 2k—l 2k—2

Deplusona:1#k-1,donc: P(Z=Kk)=

Notons que tous les termes sont bien positifs.

De plus: 01 <j, la série Z p;,; convergecar: p,; = ! ! 1 , terme général
= LG+ D G+ L +D)
d’une série de Riemann convergente.
Puis: 01<j, S, =) p,; =~ _1 D - _1 =— '1 1=- _1 (série télescopique classique),
= O+DFL+)  §.G+) .3+

AR

Donc ((i.1), pij)ajyone= definit bien la loi de probabilité d’'un couple (X,Y) de variables aléatoires discréetes.

. La loi de X s’obtient par :

e . 1 & 1 1
Oiz1, P(X=i)=)>» P(X=i,Y=])= : DT = .
]Z:;‘ Z|(|+1)j(j+l) |(|+1)JZ:;‘].(J+1) i.(i+2
De fagon identique (ou par symétrie) : 0j=1, P(Y = j) =- .1 :
(1 +1)
.Puisquonaalors:dJi=1,0j=1, P(X =i,Y=]j)= ! =P(X =1).P(Y =), les variables

i.(+2.j.() +D
X et Y sont bien indépendantes.

On remarque tout d’abord que tous les a;; sont positifs, puis que :

si:j=0,§=>a,=0,etque:
i=0

i j_l i . i—
-01<j, §,=2a,=> A-p'=2p?=(j-1.0- p'=.p*
i=0

i=0

De plus la série Y S; converge car: (j —1).0- p)'2.p? = om(_—lzj, et:
J

=0

+00 +00 . . +00 ~ +00 ~ 1
S = -D.A-p)2p*=p* Y ka-p)t=p M kl-pt=zp?— =
; , JZ:;,(J ).A-p)*.p*=p ; -pt=p kZ;, -p*t=p D)

Donc {(i,j,a ), (i,)) O N2} est bien la loi d’'un couple (X,Y) de variables aléatoires discrétes.

. X prend ses valeurs dans N et sa loi s’obtient par :

O1<i, P(X =i)= Zp(x_uv j)—Z(l )1_2.p2=p2.ﬁ_(1—%=p.(1—p)i_l

Y prend ses valeurs dans N -{0,1} et :
&, j_l i . i—
D2<j, PY=])=) P(X=i,Y=))=2 (1-p)?.p*=(j - D.A- p)"*.p*.
j=1 i=0

Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes car :
P(X=2Y=2)=a,,=0,et: P(X=2).P(Y=2)=p.(L- p).p #0.

. Soitdonc :j= 2.
Alors :
=i =i - i-2 K2
P, (X=iy=PXEY=D) @R g i
P(Y =) (i-9.a-p"".p° -1
. _P(X=iY=)) _ .
Py=p (X =1) = P(Y = 1) =0, sinon.

Un peu comme une restriction de probabilité uniforme sur Nj.;.

17. On commence par noter que X et Y admettent une espérance ainsi que U? et V2, car :
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U? =a?.X?+2.6.X + 3%, avec une expression similaire pour V2.
Donc U et V admettent aussi une espérance et : covU,V) =EU).E(V)-EUYV).
Or:
cEU)=a.E(X)+8, E(V)=y.E(Y)+0,et:
e EUV)=E(@yXY+adX+pLyY+po)=ayE(XY)+ad.E(X)+Ly.E)+ .0, soit:
« covU,V) = a.y.(E(X).E(Y) - E(X).E(Y)) = a.y.cov(X,Y).
Puis: V(U) =V (a.X + B8) =V (a.X) =a*V(X), soit: a(U) =|a.o(X), et de méme : o(V) =|).o(Y).
On doit alors supposer que a et y sont non nuls pour pouvoir parler de p(U,V).

a.y.cov(X,Y) N : . :
=xp(X,Y), le signe étant celui de a.y.
lala(X)|y.o(Y)

Et finalement : p(U,V) =

18. Pour chaque tirage tous les numéros ont la méme probabilité de sortir et X; suit donc la loi uniforme sur Ny
pour tout entier i.

+ 2 -
Donc: OiON* E(X,) =N—1, et: V(X,)= N 1.
2 12
o ] . N+1
Par linéarité de I'espérance on adonc: O n ON*, E(S,) = Z E(X,)=n. 5
k=1
, , ; L N _ N?-1
Puis les variables X; étant mutuellement indépendantes : V(S,) = ZV(XK) =n. .
k=1
19. Par linéarité de I'espérance on a: E(X) = z E(X,)=nm.
k=1
n(n-1 v=niy.

Puis : V(X) :v(zn: ij = zn:V(Xk) +2. Y cov(X;, X,)=nv+2,

I<i<j<n

Lois usuelles, modélisations, approximations.
20. a. X suit ici la loi uniforme sur {1, ..., 6} 2/(6), les résultats étant équiprobable (dé équilibre).

: PN , , . .41
b. Ici la probabilité a chaque tirage d’obtenir une boule Rouge est constante égale a :E = 5

Il s’agit donc d’une succession de 8 épreuves de Bernoulli avec une probabilité de succés égale a 5

, - . 1
X suit donc la loi binomiale 8(8,5).
c. Ici il s'agit d’'une expérience ou on attend « le premier succes », donc X suit la loi géométrique de

4 1 1
arametre : p=—=—, soitZ(—).
p P=1573 4(3)

d. Le placement de chaque boule est une épreuve de Bernoulli avec probabilité de succes égale a 5 et
indépendant des autres placements.
. R . - . 1
On veut estimer le nombre de succes : X suit donc la loi binomiale % (10, 5).

e. Puisque les cartes sont mélangées au hasard, la place de la Dame de Cceur est équiprobable parmi
toutes les places possibles et donc X suit la loi uniforme sur {1, ..., 32}, soit Z/(32).

f. Cette situation est totalement identique a la précédente (on aurait pu imaginer que les cartes étaient
tirées une a une du paquet (ou du sac) et étalées ensuite sur la table).
X suit donc loi uniforme sur {1, ..., n}, soit Z/(n).

g. Il s'agit ici d’'une expérience ou on attend « le premier succes » et X suit donc la loi géométrique de

paramétre 1 , Soit 4(1).
n n
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h. Ici il s’agit d’'une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes de parameétre : p=—, et X suit
r

donc la loi binomiale Q(n,é).
r

n

21. a. Il est immédiat par récurrence que : O n ON, P(X =n) :2_|'P(X =0).
n!

Comme de plus la somme des probabilités doit valoir 1, on a donc :

n

1= ZP(X—n)—P(X O)Z——P(X 0).€?, soit: P(X =0) =e™, et finalement :

n

OnON, P(X =n) =2—'.e‘2
nl
X suit donc la loi de Poisson .&2(2).
On en déduit que : E(X) =V (X) =2.
b. La suite (P(X =n)).on+ €St une suite vérifiant une relation de récurrence linéaire double, d’équation

caractéristique : 3r° —4.r +1=0, qui a pour racines 1 et =

Donc:O(AB)OR%, OnON* P(X =n)=A1"+ B(%’») = A+3_Bn,
Puisque la série z P(X =n), doit étre convergente, on a: A = 0, et de somme 1, on a alors :

n21

+o00 +o00 B 1 1 B
1=> P(X=n)=)» —=B.=-.——=—,et: B=2.
AP I
3
. 2 1 : o 2
Finalement: OnON, P(X =n) 25.3n_1 , et X suit la loi géométrique é(g).
_— 3 3
En particulier : E(X) ZE, et: V(X) :Z.

22. a. L’ensemble des valeurs prises par Y est N.

Puis (Y = 0) est égal a I'union disjointe U(X =2k+1), etdonc:
k=0

" 1 1
PY=0)=P|| J(X =2k +1 P(X =2k+1 1- p)** = = :
(Y=0) (H( )] ; ( ) = Zp( P) Pz a-p? 2-p
D’autre part: O n ON* (Y =n) = (X =2.n), etdonc :
P(Y =n)=P(X =2n) = p.(L— p)>" ™.

Enfin, la série D n.P(Y =n) converge car : On ON* n.p.(L-p)*"* = om[ 1 j et:
n?

< ) < 2n-1 o 2\n-1 p.A-p) 1-p
EY)=S'nP(Y=n)=Y np.d- = p.a-p).> n.(1- = =
(Y) Z;n (Y =n) nZ:;,np( p) p.( p)nZ:;,n(( p)?) 00 p2-p)’

b. L’ensemble des valeurs prises par Y est encore N, et comme dans la question précédente :

P(Y =0) = P((X :O)D[j(x = 2.k+1)]: P(X :O)+§:P(X =2k +1), et donc :

k=0 k=0

+o0 2k+1 -A _ A24
P(Y=0)=e"+> e A =e’ +e” m(A)—“Z'e—e.
ko (2k+1)!
/12.n
D'autre part: O n ON*, P(Y =n)=P(X =2n)=e™. :
(2.n)!
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23.

24.

25.

26.

. ) A 1 .
Enfin, Y admet une espérance car : n‘e™. =0,,| — |, etlasérie z n.P(Y =n) converge, et :
n

(2 n)' n=0
+00 AZ.n e—/\ A& AZ.n—l _e_/‘—.A . _ A.(l_e—Z./l)
E(Y) = Zn P(Y =n) = Z_;ne a2 Z_;( n). a2 ch'(A) ==

Chaque passager a une probabilité de présence de 0.95 au départ de I'avion.
On a donc une succession de 94 expériences de Bernoulli de paramétre 0.95, soit une variable aléatoire X
donnant le nombre de passagers présents au départ de I'avion qui suit la loi binomiale .% (94, 0.95).

La probabilité gu’il y ait un probléme au départ (trop de personnes présentes) correspond donc a :
94

94
P(X29) =) P(X=n)= z(ﬂ 095".(1- 095%™ = 0.3028.
n=91 n=o1\ N

Si d’autre part, on considére la variable aléatoire Y donnant le nombre de passagers absents au départ de
I'avion, soit: Y =94- X, cette variable Y suit la loi binomiale .%(94,0.05).

On peut alors approcher cette loi binomiale par la loi de Poisson de parametre : A = 94.(1—- 095) = 4.7, car
on a: N =94, éléments concernés (valeur assez grande) et un produit : N.p = 4.7, (donc assez faible).
Dans ce cas, la probabilité qu’il y ait un probleme (pas assez d’absents au départ) est donc :

3 47k

P(Y<3)= ZP(Y ky=>e “”—
k=0

La loi de P0|sson proposée semble donc une bonne approximation ici de la loi binomiale précédente.

= 0.3097.

La loi de X, est ici clairement la loi binomiale % (n,—), puisque le fait de remettre la boule tirée apres
n
chaqgue étape fait qu’on a affaire ici a une succession de n expériences de Bernoulli indépendantes et de
. 1
parametre : p, =—.
n

Or lorsque n tend vers +oo, et puisque : n.p, = 1, on peut approcher cette loi par la loi de Poisson & (1).
k
En particulierona: P(X, =k) =e” 1? etdonc: P(X, =k) U Dl;loa%

n 1 k 1 n—k n 1 n

Remarque : en fait, ona: P(X, =Kk) = (—j (1——] =—— (h-)* (1——] , et la formule de
k/{n n kl.(n—Kk)! n

Stirling donne :

~__~

o gkl @k +e ekl

P(X, =k)~ iy

n".e"~27n (n- «1_ 1 1 (n- k)( j" 1 e 1
= KL(n-k)™ e J2m(n-k) ewek e n' n

X, ) 1 1
j:—.E(Xn) ==np=p.
n n n

On a par linéarité de I'espérance : O n O N*, E(Y,) = E(

Par ailleurs : V(Y,) :V(X”j = Lvix)=Lapa-p =20
n n

Y,
L'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev donne alors : [0 € > 0, P(|Y E(Y, )| >2£)s—1 Vi) , soitici :
£?
pa-p)
ne’
Or si on étudie la fonction : p—~ p.(L— p), sur [0,1], on constate qu’elle y reste positive et qu’elle atteint

Oe>0, P(Y, - p/z&)s————

. 1 . 1 . . .
son maximumen : p==, ou elle vaut =, ce qui entraine bien : P(Y, - p[= ¢) < :
2 4 2

4.ne

'_\

a. Notons tout d’abord que X suit la loi binomiale % (n, é : E(X)=n= =0 ,et: V(X) =

6 6

5_5n
3

CDll—‘
olo
o

Puis l'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev donne :
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Ds>O,PQX—E(X)|2£)=PﬂX—6

RS
&

n >Lj 5.0 10000_ 510°

Soit pour : 521, P(‘X -—

10C 6/ 100) 36 n’ 36n

b. On constate ensuite que : [1 n [ N*, UX -——

1—& <i =1-P X—E
n 6 100 6

X R . . :
Enfin, — correspond a la fréquence d’apparition du 1 au cours ce des n lancers et si donc on veut que
n

Donc : P(

1 11
cette fréquence soit dans l'intervalle

—+——| avec un risque d’erreur inférieur a 0.05, cela
6 100'6 10

correspond a une probabilité de 0.95 de trouver — dans cet intervalle, ce qui est garantit des que :
n

4 4
510 > 095, soit: n=> 510
3€.n

1- c > 27777, ouencore:n=27778.

27. a. Le résultat demandé est immédiat puisqu’il s’agit de la loi faible des grands nombres, en remarquant
simplement que : v =02, ol o est 'écart-type commun & toutes les variables aléatoires X,.

-1 - 3
b. Il suffit donc de trouver N tel que : L <107, soit 10 10

N.(02)?

=10° < N, et: N =10°, convient.

Fonctions génératrices.
28. Au travail donc...
 Si X suit la loi uniforme ¢/(n), on a:

1 11-t" TR
OtOR, Gy (t) = Z— th = - =yt = =T t, la derniére égalité étant valable pour : t # 1.
k=1

« Si X suit la loi de Bernoulh Z(p),ona:
OtOR, G, (t) = (L- p)t°+ pt'+= (- p) + pt.
 Si X suit la loi binomiale %2 (p,n), on a:

n

OtOR, Gy () =i®.pk.a— p)" 1 =Z[E}(pr>k.a— P =@L-p+p1).

k=0
« Si X suit la loi géométrique Z(p), on a :

< _ 1 1
G, (t)= .A-p)"tt" = pt.————— et cette série a pour rayon de convergence : R=———, la
x®©=2,p-L-p) P ot pour ray g - p
L, e 1 1
fonction étant elle définie sur t—
-p 1-p
« Si X suit la loi de Poisson ?()\) ona:
OtOR, Gy () = Ze‘” A e z “ t) =g’ et =el,
nl nl

29. Tout d'abord, si X suit la loi % (n,p), alors :
n n n
OtOR, Gy (t) =) P(X =k)t" = Z[kj.pk.(l— p)"*t* =(pt+@-p))".
k=0 k=0
De méme si Y suit la loi % (m,p), alors: Ot O R, G, (t) =(pt+@-p))".
Puis X et Y étant indépendantes, ona: OtOR, G,,, (t) =G, (t).G, (t) =(pt+@- p))"™,

Chapitre 10 : Variables aléatoires — Exercices (corrigé des indispensables). -10-



et (X+Y) suit la loi binomiale % (n+m,p).

30. a. Vérifier la cohérence de cette définition revient a vérifier qu’on définit bien ainsi une variable aléatoire

discrete.
. iy = 1 & x* 1
Or toutes les valeurs prises sont positives et : Z P(X =n)= Z = ch(x) =1.
o ch(x) &5 (2.n)!  ch(x)

Donc on vient bien de définir ainsi la loi de probabilité d’une variable aléatoire discréte.

. o ' i . . . +00 1 +00 tn'XZ.n
La fonction génératrice cherchée est donnée par la série entiére : Zt”.P(X =n)= z .

= ch(x) 7= (2.n)!

t"™P(X = n+1)| B | xznz (2.n)!| " X? 000 -0
| t"P(X=n) | "J@n+2y x> | T@n+2.2n+y) T
et la regle de d’Alembert garantit que le rayon de convergence de la série entiere est donc : R = +oo,

+00 1 +00 tn.in
Ensuite: JtOR, G, (1) =) t".P(X =n) = ) , etdonc:
« () ZO ( ) ch(x) ZO (2.n)!

Ll ol
ch(x) & (2.n)! ch(x)
1 Z (-D)".(x/=1)*" _ cos(x.\/—_t)_

Or:0tORY OnON, t].

esi:t20, Gy (t) =

esi:t<0, G, ()=

ch(x) &3 (2.n)! ch(x)
b. Comme série entiére, Gy est de classe C” sur R, donc X et X? admettent une espérance.
De plus:
0t>0, G, (t) :M.L, doi - E(X) =G, (1) = XN .
ch(x) 24/t 2.ch(x)
2 2
150, G, () = DO XS0 X g gy XS0 x
ch(x) 4t ch(x) 412 4 ch(x) 4
On peut alors retrouver : G, "' = Zm:n.(n—l).P(X =n) = E(X.(X -1)) = E(X?) - E(X), soit :
n=2
2 gh(x) x) xsh(x) (xsh(®))’
V(X) = E(X2)-E(X)? =G, ") +G, ') -G, ') =| = - =+ - ,
(X) =B -EX) < HrGM-GW (4 ch(x) 4) 2ch(x) | 2.ch(x)
soit aprés simplification : V(X) = X(x+ Sh(2><).ch(x)) )
4.ch”(x)
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