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Variables aléatoires (Corrigé des indispensables).  
 
Loi d’une variable aléatoire, espérance et variance . 
1. Notons Gn l’événement : « 6 sort au nième lancer ». 

Alors : ∀ n ∈ �*, nn GGGnX ∩∩∩== −11 ...)( . 

On a par ailleurs : X(Ω) = {1,2,3,4,5,6}, et puisque les lancers sont indépendants, on a donc : 

  ∀ n ≥ 1, 
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X suit bien la loi géométrique G(
6
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2. X étant à valeurs dans {0, …, n}, Y est également à valeurs dans {0, …, n}. 

De plus : ∀ k ∈ {S, …, n}, )()( knXkY −=⇔= , donc :    
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Autrement dit, Y suit la loi binomiale B(n,1 – p). 
 

3. a. Notons tout d’abord que l’univers « naturel » de cette expérience est {1, …, n}2, ensemble des n2 
    couples d’entiers entre 1 et n, correspondant aux faces supérieures des dés rendus discernables.  
    De plus la variable aléatoire S vérifie : S(Ω) = {2, 3, …, 2.n}. 
    L’événement )( iS = , pour : 1 ≤ i ≤ n + 1, correspond aux couples dont la somme des éléments fait i  

    autrement dit aux couples (j, i – j), avec : 1 ≤ j ≤ n, et : 1 ≤ i – j ≤ n, soit : 1 ≤ j ≤ i – 1. 
    Il y a donc (i – 1) tels couples et la probabilité utilisée dans cette modélisation étant uniforme, on en  

    déduit que : 
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b. De même, pour : n + 2 ≤ i ≤ 2.n, l’événement )( iS =  correspond aux couples (j, i – j), avec : 1 ≤ j ≤ n,  

    et : 1 ≤ i – j ≤ n, soit : i – n ≤ j ≤ n. 

    Il y a : n – (i – n – 1) = 2.n – i + 1, tels couples et : 
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c. Par réunion disjointe (ou événements incompatibles) : U
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4. Notons : ∀ k ∈ �*, Bk l’événement : « la kième boule tirée est Blanche ». 

On note pour commencer que : X(Ω) = �*, puis : ∀ n ∈ �*, nn BBBnX ∩∩∩== −11 ...)( . 

Alors : ∀ n ∈ �*, )().()...()...()( 1111 nnnn BPBPBPBBBPnXP −− =∩∩∩== , 

par indépendance des tirages. 

De plus : ∀ k ∈ �*, 
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BP k , puisqu’avant le kième tirage, la boîte contient (k+1) boules Blanches sur 

un total de (2.k+1). 

Donc : ∀ n ≥ 1, 
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5. Il suffit de vérifier que :  

  • ∀ n ∈ �*, 0≥np , ce qui est le cas, 

  • 1
1
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np , ce qui est aussi le cas puisque la série est télescopique avec : ∀ n ∈ �*, 
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Le théorème 1.5 garantit alors qu’il existe bien une variable aléatoire discrète dont la loi de probabilité est 
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donnée par la famille (n,pn)n∈�*. 
 

6. Il nous faut donc déterminer : )0(0 == XPp , )1(1 == XPp  et : )2(2 == XPp . 

Or on sait que :  
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On est amené à résoudre le système : 
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Enfin, p0 s’obtient par le fait que la somme des probabilités doit donner 1, soit : 
4

1
0 =p .   

 
7. a. Toutes les valeurs proposées sont positives et : 
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    Donc (n,pn)n∈�* est bien la loi de probabilité d’une variable discrète X. 

b. X admet une espérance si et seulement si la série ∑
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npn  est absolument convergente. 

    Or : ∀ n ∈ �*, 
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    Donc X admet une espérance et : 
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c. Comme fonction affine de X, Y admet une espérance et : 01)()).2(ln()( =−= XEYE . 
    Y est donc une variable centrée. 
 

8. a. La famille est constituée de réels positifs et : 1
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    Donc (n,pn)n∈� est bien la loi de probabilité d’une variable discrète X. 

b. A nouveau X admet une espérance si et seulement si la série ∑
+∞

=1

.
n

npn  converge, ce qui est le cas car :  

      ∀ n ≥ 1, 
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    Puis : 
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c. Pour la même raison qu’au-dessus la série ∑
+∞
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npn  converge donc X2 admet une espérance par le  

    théorème de transfert et X admet une variance. 

    Puis : 
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   On en déduit que : 
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9. Notons tout d’abord que : X(Ω) = {1, 2, …, n – 1}. 

Puis : ∀ 1 ≤ k ≤ n – 1, notons Bk l’événement : « on tire une boule Blanche au kième tirage ». 

Alors : ∀ 1 ≤ k ≤ n – 1, kk BBBkX ∩∩∩== −11 ...)( . 

Donc par la formule des probabilités composées : 
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X prenant un nombre fini de valeurs, elle admet une espérance et une variance et : 
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10. a. Il est immédiat que : X(Ω) = �, et : ∀ n ∈ �, )0(.
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b. X admet une espérance si et seulement si la série ∑
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c. La variable aléatoire X admet une variance si et seulement si X2 admet une espérance. 

    Par le théorème de transfert, cela revient à étudier la convergence de ∑
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    donc : ( ) aaeeaeaXE aaa +=+= − 22 ...)( . 

    Enfin : aaaaXEXEXV =−+=−= 2222 ))(()()( . 
 

11. a. Notons que : X(Ω) = �, et posons : ∀ n ∈ �, )( nXPpn == . 

    La suite (pn) vérifie une relation de récurrence double, d’équation caractéristique : 01.4.3 2 =+− rr ,  

    dont les racines sont 1 et 
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    Donc : ∃ (α,β) ∈ �2, ∀ n ∈ �, 
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    De même : 
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12. a. Avant le tirage n, la boîte contient n boules Noires et 1 boule Blanche et (n+1) au total. 

    L’ensemble des valeurs possibles de Y est �*, soit : Y(Ω) = �*. 
    Notons ensuite pour : n ∈ �*, l’événement « on tire une boule Noire au tirage n ». 

    Puis : ∀ n ∈ �*, nn NNNnY ∩∩∩== −11 ...)( , et : 
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c. Puisque : ∀ n ∈ �*, 
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13. a. La loi de X est assez simple, c’est la loi du premier succès dans une suite d’expériences de Bernoulli  

    indépendantes, soit la loi géométrique. 
    Donc : X(Ω) = �*, et : ∀ n ∈ �*, pqnXP n .)( 1−== , où on a noté : pq −= 1 . 
    On peut aussi dire, en notant Sk l’événement : « A se réalise au kième essai » que :  

      nn SSSnX ∩∩∩== −11 ...)( , d’où le même résultat par indépendance des essais car : pSP k =)( . 
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    Dans ce cas, la série ∑
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b. On a : Y(Ω) = � – {0,1}, et la loi de Y peut s’obtenir avec la formule des probabilités totales : 
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    et les événements de cette réunion étant deux à deux incompatibles, on obtient le même résultat en  
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c. On constate évidemment que : )()( YEXE < . 
 

Couple et famille de variables aléatoires. 
14. a. Notons tout d’abord que X est à valeurs dans �* et que pour un entier n non nul, )( nX =  correspond à :   
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b. Le couple (X,Y) prend ses valeurs dans �*2 et plus précisément, pour : (i,j) ∈ �*2, on a : 
      • si : i = j, alors 0),( === jYiXP , puisqu’on ne peut obtenir Pile et Face au même tirage. 

      • si : i ≥ 2, et : j ≥ 2, on a encore : 0),( === jYiXP , car on a obtenu Pile ou Face au premier tirage, 
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c. Les variables X et Y ne sont pas indépendantes, puisque :  
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d. Z prend ses valeurs dans l’ensemble des entiers naturels supérieurs ou égaux à 2. 
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    De plus on a : 1 ≠ k – 1, donc : 
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15. a. Notons que tous les termes sont bien positifs. 
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    Donc ((i,j), pi,j)(i,j)∈N*² définit bien la loi de probabilité d’un couple (X,Y) de variables aléatoires discrètes. 
b. La loi de X s’obtient par : 
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=== , les variables  

    X et Y sont bien indépendantes. 
 

16. a. On remarque tout d’abord que tous les ai,j sont positifs, puis que : 

      • si : j = 0, 0
0

,0 ==∑
+∞

=i
jiaS , et que : 

      • ∀ 1 ≤ j, 22
1

0

22

0
, .)1).(1(.)1( ppjppaS j

j

i

j

i
jij

−
−

=

−
+∞

=

−−=−== ∑∑ .  

    De plus la série ∑
≥0j

jS  converge car : 







=−− ∞+

−
2

22 1
.)1).(1(

j
oppj j , et :       

      1
))1(1(

1
.)1.(.)1.(..)1).(1(

2
2

1

12

0

12

1

22

0

=
−−

=−=−=−−= ∑∑∑∑
+∞

=

−
+∞

=

−
+∞

=

−
+∞

= p
ppkppkpppjS

k

k

k

k

j

j

j
j . 

    Donc {(i,j,ai,j), (i,j) ∈ �2} est bien la loi d’un couple (X,Y) de variables aléatoires discrètes. 
b. X prend ses valeurs dans � et sa loi s’obtient par : 

      ∀ 1 ≤ i, 1
1

2

1

22

1

)1.(
)1(1

)1(
..)1(),()( −

−+∞

+=

−
+∞

=

−=
−−

−=−===== ∑∑ i
i

ij

j

j

pp
p

p
pppjYiXPiXP . 

    Y prend ses valeurs dans � - {0,1} et : 

      ∀ 2 ≤ j, 22
1

0

22

1

.)1).(1(.)1(),()( ppjppjYiXPjYP j
j

i

j

j

−
−

=

−
+∞

=

−−=−===== ∑∑ .  

    Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes car : 
      0)2,2( 2,2 ==== aYXP , et : 0).1.()2().2( 2 ≠−=== pppYPXP . 

c. Soit donc : j ≥ 2. 
    Alors :  

      • 
1

1

.)1).(1(

.)1(

)(

),(
)(

22

22

)( −
=

−−
−=

=
==== −

−

= jppj

pp

jYP

jYiXP
iXP

j

j

jY , si : 1 ≤ i ≤ j – 1, et : 

      • 0
)(

),(
)()( =

=
===== jYP

jYiXP
iXP jY , sinon. 

    Un peu comme une restriction de probabilité uniforme sur �j-1. 
 

17. On commence par noter que X et Y admettent une espérance ainsi que U2 et V2, car : 
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  2222 ...2. ββα ++= XXU , avec une expression similaire pour V2. 

Donc U et V admettent aussi une espérance et : ).()().(),cov( VUEVEUEVU −= . 
Or :  
  • βα += )(.)( XEUE , δγ += )(.)( YEVE , et :  

  • δβγβδαγαδβγβδαγα .)(..)(..).(..)........().( +++=+++= YEXEYXEYXYXEVUE , soit : 

  • ),cov(..))().()().(.(.),cov( YXYEXEYEXEVU γαγα =−= . 

Puis : )(.).().()( 2 XVXVXVUV ααβα ==+= , soit : )(.)( XU σασ = , et  de même : )(.)( YV σγσ = . 

On doit alors supposer que α et γ sont non nuls pour pouvoir parler de ),( VUρ . 

Et finalement : ),(
)(.).(.

),cov(..
),( YX

YX

YX
VU ρ

σγσα
γαρ ±== , le signe étant celui de α.γ.  

 
18. Pour chaque tirage tous les numéros ont la même probabilité de sortir et Xi suit donc la loi uniforme sur �N 

pour tout entier i. 

Donc : ∀ i ∈ �*, 
2

1
)(

+= N
XE i , et : 

12

1
)(

2 −= N
XV i . 

Par linéarité de l’espérance on a donc : ∀ n ∈ �*, 
2

1
.)()(

1

+==∑
=

N
nXESE

n

k
kn . 

Puis les variables Xi étant mutuellement indépendantes : 
12

1
.)()(

2

1

−==∑
=

N
nXVSV

n

k
kn . 

19. Par linéarité de l’espérance on a : mnXEXE
n

k
k .)()(

1

==∑
=

. 

Puis : vnv
nn

vnXXXVXVXV
nji

ji

n

k
k

n

k
k ..

2

)1.(
.2.),cov(.2)()( 2

111

=−+=+=






= ∑∑∑
≤<≤==

.  

 
Lois usuelles, modélisations, approximations. 
20. a. X suit ici la loi uniforme sur {1, …, 6} U(6), les résultats étant équiprobable (dé équilibré).  

b. Ici la probabilité à chaque tirage d’obtenir une boule Rouge est constante égale à :
3

1

12

4 = . 

    Il s’agit donc d’une succession de 8 épreuves de Bernoulli avec une probabilité de succès égale à 
3

1
. 

    X suit donc la loi binomiale B(8,
3

1
).  

c. Ici il s’agit d’une expérience où on attend « le premier succès », donc X suit la loi géométrique de  

    paramètre : 
3

1

12

4 ==p , soit G(
3

1
). 

d. Le placement de chaque boule est une épreuve de Bernoulli avec probabilité de succès égale à 
3

1
, et  

    indépendant des autres placements. 

    On veut estimer le nombre de succès : X suit donc la loi binomiale B(10, 
3

1
).  

e. Puisque les cartes sont mélangées au hasard, la place de la Dame de Cœur est équiprobable parmi  
    toutes les places possibles et donc X suit la loi uniforme sur {1, …, 32}, soit U(32). 
f. Cette situation est totalement identique à la précédente (on aurait pu imaginer que les cartes étaient  
    tirées une à une du paquet (ou du sac) et étalées ensuite sur la table). 
    X suit donc loi uniforme sur {1, …, n}, soit U(n). 
g. Il s’agit ici d’une expérience où on attend « le premier succès » et X suit donc la loi géométrique de  

    paramètre 
n

1
, soit G(

n

1
). 
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h. Ici il s’agit d’une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes de paramètre : 
r

p
1= , et X suit  

    donc la loi binomiale B(n,
r

1
).  

 

21. a. Il est immédiat par récurrence que : ∀ n ∈ �, )0(.
!

2
)( === XP

n
nXP

n

. 

    Comme de plus la somme des probabilités doit valoir 1, on a donc :  

      2

00

).0(
!

2
).0()(1 eXP

n
XPnXP

n

n

n

====== ∑∑
+∞

=

+∞

=

, soit : 2)0( −== eXP , et finalement : 

      ∀ n ∈ �, 2.
!

2
)( −== e

n
nXP

n

. 

    X suit donc la loi de Poisson P(2).  
    On en déduit que : 2)()( == XVXE . 

b. La suite ( )( nXP = )n∈�* est une suite vérifiant une relation de récurrence linéaire double, d’équation  

    caractéristique : 01.4.3 2 =+− rr , qui a pour racines 1 et 
3

1
. 

    Donc : ∃ (A,B) ∈ �2, ∀ n ∈ �*, 
n

n
n B

ABAnXP
33

1
.1.)( +=







+== . 

    Puisque la série ∑
≥

=
1

)(
n

nXP , doit être convergente, on a : A = 0, et de somme 1, on a alors : 

      
2

3

1
1

1
.

3

1
.

3
)(1

11

B
B

B
nXP

n
n

n

=
−

==== ∑∑
+∞

=

+∞

=
, et : 2=B . 

    Finalement : ∀ n ∈ �, 
13

1
.

3

2
)( −==

n
nXP , et X suit la loi géométrique G(

3

2
). 

    En particulier : 
2

3
)( =XE , et : 

4

3
)( =XV . 

 
22. a. L’ensemble des valeurs prises par Y est �. 

    Puis (Y = 0) est égal à l’union disjointe U
+∞

=

+=
0

)1.2(
k

kX , et donc : 

      
pp

pppkXPkXPYP
k

k

kk −
=

−−
=−=+==







 +=== ∑∑
+∞

=

+∞

=

+∞

= 2

1

)1(1

1
.)1.()1.2()1.2()0(

2
0

.2

00
U . 

    D’autre part : ∀ n ∈ �*, (Y = n) = (X = 2.n), et donc : 
      1.2)1.().2()( −−==== nppnXPnYP . 

    Enfin, la série ∑
≥

=
0

)(.
n

nYPn  converge car : ∀ n ∈ �*, 






=− ∞+
−

2
1.2 1

)1.(.
n

oppn n , et : 

      
222

1

12

1

1.2

0 )2.(

1

))1(1(

)1.(
))1.(().1.()1.(.)(.)(

pp

p

p

pp
pnppppnnYPnYE

n

n

n

n

n −
−=

−−
−=−−=−=== ∑∑∑

+∞

=

−
+∞

=

−
+∞

=

. 

b. L’ensemble des valeurs prises par Y est encore �, et comme dans la question précédente : 

      ∑
+∞

=

+∞

=

+=+==






 +=∪===
00

)1.2()0()1.2()0()0(
kk

kXPXPkXXPYP U , et donc : 

      
2

.21
)(.

)!1.2(
.)0(

.2

0

1.2 λλ
λλλλ λλ −−

−−
+∞

=

+
−− −+=+=

+
+== ∑

ee
shee

k
eeYP

k

k

. 

    D’autre part : ∀ n ∈ �*, 
)!.2(

.).2()(
.2

n
enXPnYP

nλλ−==== . 
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    Enfin, Y admet une espérance car : 






= ∞+
−

2

.2
2 1

)!.2(
..

n
o

n
en

nλλ , et la série ∑
≥

=
0

)(.
n

nYPn  converge, et : 

      
4

)1.(
)('.

2

.

)!.2(
)..2(.

2

.

)!.2(
..)(.)(

.2

1

1.2

1

.2

0

λλλ
λ λλλλλλ −−+∞

=

−−+∞

=

−
+∞

=

−====== ∑∑∑
e

ch
e

n
n

e

n
ennYPnYE

n

n

n

n

n

.   

 
23. Chaque passager a une probabilité de présence de 0.95 au départ de l’avion. 

On a donc une succession de 94 expériences de Bernoulli de paramètre 0.95, soit une variable aléatoire X 
donnant le nombre de passagers présents au départ de l’avion qui suit la loi binomiale B(94, 0.95). 
La probabilité qu’il y ait un problème au départ (trop de personnes présentes) correspond donc à : 

  3028.0)95.01.(95.0.
94

)()91(
94

91

94
94

91

≈−







===≥ ∑∑

=

−

= n

nn

n n
nXPXP . 

Si d’autre part, on considère la variable aléatoire Y donnant le nombre de passagers absents au départ de 
l’avion, soit : XY −= 94 , cette variable Y suit la loi binomiale B(94,0.05). 
On peut alors approcher cette loi binomiale par la loi de Poisson de paramètre : 7.4)95.01.(94 =−=λ , car 
on a : N = 94, éléments concernés (valeur assez grande) et un produit : N.p = 4.7, (donc assez faible). 
Dans ce cas, la probabilité qu’il y ait un problème (pas assez d’absents au départ) est donc : 

  3097.0
!

7.4
.)()3(

3

0

7.4
3

0

≈===≤ ∑∑
=

−

= k

k

k k
ekYPYP . 

La loi de Poisson proposée semble donc une bonne approximation ici de la loi binomiale précédente. 
 

24. La loi de Xn est ici clairement la loi binomiale B(n,
n

1
), puisque le fait de remettre la boule tirée après 

chaque étape fait qu’on a affaire ici à une succession de n expériences de Bernoulli indépendantes et de 

paramètre : 
n

pn

1= . 

Or lorsque n tend vers +∞, et puisque : n.pn = 1, on peut approcher cette loi par la loi de Poisson P(1). 

En particulier on a : 
!

1
.)( 1

k
ekXP

k

n
−≈= , et donc : 

!.

1
)(

ke
kXP

nn  →= +∞→ . 

Remarque : en fait, on a : 
n

k
knk

n n
n

knk

n

nnk

n
kXP 







 −−
−

=






 −















== −

−
1

1.)1.(
)!!.(

!1
1.

1
.)( , et la formule de 

Stirling donne :  

  
!.

1
~.

!.

1
~.

)(
.

1
.

!.

1
~

1
.)1.(

).(.2..)!.(

..2..
~)(

)( kee

e

ken

kn

n

kn

ekee
n

kneknk

nen
kXP

k

kn

k

k

k
k

knkn

nn

n ∞+∞+

−

∞+

−
−−−

−

∞+







 −−−
−−

=
π

π
. 

 

25. On a par linéarité de l’espérance : ∀ n ∈ �*, ppn
n

XE
nn

X
EYE n

n
n ===







= ..
1

)(.
1

)( .  

Par ailleurs : 
n

pp
ppn

n
XV

nn

X
VYV n

n
n

)1.(
)1.(..

1
)(.

1
)(

22

−=−==






= . 

L’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev donne alors : ∀ ε > 0, 
2

)(
))((

ε
ε n

nn

YV
YEYP ≤≥− , soit ici : 

  ∀ ε > 0, 
2.

)1.(
)(

ε
ε

n

pp
pYP n

−≤≥− . 

Or si on étudie la fonction : p a )1.( pp − , sur [0,1], on constate qu’elle y reste positive et qu’elle atteint 

son maximum en : 
2

1=p , où elle vaut 
4

1
, ce qui entraîne bien : 

2..4

1
)(

ε
ε

n
pYP n ≤≥− . 

 

26. a. Notons tout d’abord que X suit la loi binomiale B(n,
6

1
), et : 

66

1
.)(

n
nXE == , et : 

36

.5

6

5
.

6

1
.)(

n
nXV == . 

    Puis l’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev donne : 
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      ∀ ε > 0, ( )
2

)(

6
)(

ε
εε XVn

XPXEXP ≤






 ≥−=≥− ,  

    soit pour : 
100

n=ε , 
nn

nnn
XP

.36

10.510000
.

36

.5

1006

4

2
=≤







 ≥− . 

b. On constate ensuite que : ∀ n ∈ �*, 






 ≥−=






 ≥−
100

1

6

1

1006 n

Xnn
X . 

    Donc : 
n

nn
XP

n

X
P

.36

10.5
1

1006
1

100

1

6

1 4

−≥






 ≥−−=






 <− . 

    Enfin, 
n

X
 correspond à la fréquence d’apparition du 1 au cours ce des n lancers et si donc on veut que  

    cette fréquence soit dans l’intervalle 




 +−
100

1

6

1
,

100

1

6

1
 avec un risque d’erreur inférieur à 0.05, cela  

    correspond à une probabilité de 0.95 de trouver 
n

X
 dans cet intervalle, ce qui est garantit dès que : 

      95.0
.36

10.5
1

4

≥−
n

, soit : 27777
05.0.36

10.5 4

>≥n , ou encore : n ≥ 27778. 

 
27. a. Le résultat demandé est immédiat puisqu’il s’agit de la loi faible des grands nombres, en remarquant  

    simplement que : 2σ=v , où σ est l’écart-type commun à toutes les variables aléatoires Xk.  

b. Il suffit donc de trouver N tel que : 3
22

1

10
)10.(

10 −
−

−

≤
N

, soit : N≤=−

−
6

4

31

10
10

10.10
, et : 610=N , convient. 

 
Fonctions génératrices. 
28. Au travail donc… 

• Si X suit la loi uniforme U(n), on a : 

  ∀ t ∈ �, t
t

t

n
t

n
t

n
tG

nn

k

k
n

k

k
X .

1

1
.

1
.

1
.

1
)(

11 −
−=== ∑∑

==

, la dernière égalité étant valable pour : t ≠ 1. 

• Si X suit la loi de Bernoulli B(p), on a : 

  ∀ t ∈ �, tpptptptGX .)1(.).1()( 10 +−=++−= . 

• Si X suit la loi binomiale B(p,n), on a : 

  ∀ t ∈ �, ( )n
n

k

knk
n

k

kknk
X tppptp

k

n
tpp

k

n
tG .1)1.()..(.)1.(.)(

00

+−=−







=−








= ∑∑

=

−

=

− . 

• Si X suit la loi géométrique G(p), on a : 

  
tp

tptpptG
n

nn
X ).1(1

1
...)1.()(

0

1

−−
=−=∑

+∞

=

− , et cette série a pour rayon de convergence : 
p

R
−

=
1

1
, la 

fonction étant elle définie sur 








−
+

−
−

pp 1

1
,

1

1
. 

• Si X suit la loi de Poisson P(λ), on a : 

  ∀ t ∈ �, tt

n

n

n

n
n

X eee
n

t
et

n
etG ).1(.

00

.
!

).(
..

!
.)( −−

+∞

=

−
+∞

=

− ==== ∑∑ λλλλλ λλ
. 

 
29. Tout d’abord, si X suit la loi B(n,p), alors :  

  ∀ t ∈ �, n
n

k

kknk
n

k

k
X ptptpp

k

n
tkXPtG ))1(.(.)1.(.).()(

00

−+=−







=== ∑∑

=

−

=

. 

De même si Y suit la loi B(m,p), alors : ∀ t ∈ �, m
Y ptptG ))1(.()( −+= . 

Puis X et Y étant indépendantes, on a : ∀ t ∈ �, mn
YXYX ptptGtGtG +

+ −+== ))1(.()().()( , 
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et (X+Y) suit la loi binomiale B(n+m,p).  
 

30. a. Vérifier la cohérence de cette définition revient à vérifier qu’on définit bien ainsi une variable aléatoire  
    discrète. 

    Or toutes les valeurs prises sont positives et : 1)(.
)(

1

)!.2(
.

)(

1
)(

0

.2

0

==== ∑∑
+∞

=

+∞

=

xch
xchn

x

xch
nXP

n

n

n

. 

    Donc on vient bien de définir ainsi la loi de probabilité d’une variable aléatoire discrète. 

    La fonction génératrice cherchée est donnée par la série entière : ∑∑
+∞

=

+∞

=

==
0

.2

0 )!.2(

.
.

)(

1
)(.

n

nn

n

n

n

xt

xch
nXPt . 

    Or : ∀ t ∈ �*, ∀ n ∈ �, 0
)1.2).(2.2(

.
)!.2(

.
)!2.2(

.
)(.

)1(. 2

.2

2.21

 →
++

=
+

=
=

+=
+∞→

++

nn

n

n

n

nn

x
t

x

n

n

x
t

nXPt

nXPt
, 

    et la règle de d’Alembert garantit que le rayon de convergence de la série entière est donc : R = +∞. 

    Ensuite : ∀ t ∈ �, ∑∑
+∞

=

+∞

=

===
0

.2

0 )!.2(

.
.

)(

1
)(.)(

n

nn

n

n
X n

xt

xch
nXPttG , et donc : 

      • si : t ≥ 0, 
)(

).(

)!.2(

).(
.

)(

1
)(

0

.2

xch

txch

n

tx

xch
tG

n

n

X == ∑
+∞

=

, et : 

      • si : t < 0, 
)(

).cos(

)!.2(

)..()1(
.

)(

1
)(

0

.2

xch

tx

n

tx

xch
tG

n

nn

X

−=−−= ∑
+∞

=

. 

b. Comme série entière, GX est de classe C∞ sur �, donc X et X2 admettent une espérance. 
    De plus : 

      ∀ t > 0, 
t

x

xch

txsh
tGX

.2
.

)(

).(
)(' = , d’où : 

)(.2

)(.
)1(')(

xch

xshx
GXE X == , et : 

      ∀ t > 0, 
2

3

2

.4

.
)(

).(

.4
.

)(

).(
)(''

t

x

xch

txsh

t

x

xch

txch
tGX −= , et : 

4
.

)(

)(

4
)1(''

2 x

xch

xshx
GX −=  

    On peut alors retrouver : )()())1.(()().1.()1('' 2

2

XEXEXXEnXPnnG
n

X −=−==−=∑
+∞

=

, soit : 

      

22
222

)(.2

)(.

)(.2

)(.

4
.

)(

)(

4
)1(')1(')1('')()()( 








−+








−=−+=−=

xch

xshx

xch

xshxx

xch

xshx
GGGXEXEXV XXX ,  

    soit après simplification : 
)(.4

))().(.(
)(

2 xch

xchxshxx
XV

+= . 

 


