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Séries entières (corrigé des classiques).  
 
Calcul de rayons de convergence. 
20. a. Plusieurs méthodes ici. 

    On peut remarquer que si : x = 
2

1
, la série ∑

≥0

.
n

n
n xa  diverge grossièrement car (a2.n+1.x

2.n+1) ne tend pas  

    vers 0, et donc : 
2

1≤R . 

    De plus : ∀ n ∈ �, n
na 2≤ , et la règle de d'Alembert montre que la série entière ∑

≥0

.2
n

nn x a un rayon 

    de convergence égal à 
2

1
, d'où : 
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1≥R , et finalement : 
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b. On sait que : ∀ n ∈ �, 0 ≤ an ≤ 10. 
    Or la série entière ∑

≥0

.10
n

nx  a un rayon de convergence égal à 1 (série géométrique). 

    Donc le rayon de convergence R cherché vérifie : R ≥ 1. 
    De plus, pour : x = 1, la série diverge grossièrement. 
    En effet, si elle convergeait, cela signifierait que (an) tend vers 0, mais comme c'est une suite d'entiers,  
    la suite devrait être stationnaire égale à 0. 

    Cela entraînerait que 2  est un nombre décimal donc rationnel, ce qui est faux. 
    Donc cette divergence en 1 montre que : R ≤ 1, et finalement : R = 1.  
 

21. a. On peut commencer par étudier le coefficient de cette série :  
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b. On applique directement ici la règle de d'Alembert, après avoir noté : ∀ n ∈ �, 
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    Donc cette dernière suite converge si et seulement si : |z| ≤ 1, et sa limite est alors nulle. 
    Plus précisément, la règle de d'Alembert montre que la série converge absolument si : |z| ≤ 1, et  
    diverge grossièrement si : |z| > 1.  
    Donc : R = 1. 
c. On commence par préciser le coefficient générique :  
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k , et le rayon de convergence de la série entière vaut : R = 1. 

d. On note tout d'abord que : ∀ n ∈ �*, ]0,1[
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    Puis ϕ : h a )1arccos( h− , est dérivable sur ]0,1[, et sa dérivée vaut : 
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      ∀ h ∈ ]0,1[, 
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    On en déduit que : ∀ n ≥ 2, 
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    Grâce à l'équivalent qu'on déduit de ce développement limité, on conclut que : R = 1.   
e. On va distinguer deux cas, suivant la valeur de b, et utiliser la règle de d'Alembert.  

    On note pour cela : ∀ n ∈ �, ∀ z ∈ �*, n
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f. On va commencer par un développement limité du coefficient générique de cette série entière. 
    Pour cela : 
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    Donc : ∀ z ∈ �*, ∀ n ∈ �*, 
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    On distingue alors trois cas :  
      • si : a > 3, (un) tend vers +∞ et la série diverge toujours grossièrement, soit : R = 0, 
      • si : a = 3, on distingue alors deux sous-cas :  

        si : 0)ln(
2

1 >+ z , la suite (un) tend vers +∞ est la série diverge grossièrement, 

        si : 0)ln(
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1 <+ z , alors : 






 ++






 += )()ln(.2
2

1
)ln(.exp.2 nonznun n , tend vers 0 et la série ∑

≥1n
nu   

          est absolument convergente. 

      On en déduit dans ce cas que la valeur charnière est : 
e

R
1= . 

      • si : a < 3, on distingue à nouveau deux sous-cas :  
        si : 0)ln( >z , (un) tend vers +∞ et la série diverge grossièrement, 

        si : 0)ln( <z , alors : ( ))()ln(.2)ln(.exp.2 nonznun n ++= , tend vers 0 et la série ∑
≥1n

nu est  

          absolument convergente. 
       On en déduit dans ce dernier cas que : R = 1. 
 

Produit de Cauchy. 
22. a. La fonction proposée se développe en série entière sur ]-1,+1[ (donc avec un rayon de convergence  

    égal à 1) et : ∀ x ∈ ]-1,+1[, ∑
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    Si on note an le coefficient générique de la série S, alors : ∀ n ∈ �, 11.
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23. a. La fonction : x a sh(x), est développable en série entière sur �, et : 
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    Donc : ∀ x ∈ �, ∑∑∑
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    On reconnaît des coefficients binomiaux et : ∀ n ∈ �, 
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b. Soit avec la trigonométrie hyperbolique, ou en revenant à une écriture en exponentielles, on a :  
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24. On peut commencer par écrire : 
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D'autre part, l'absolue convergence de la série entière du sinus sur �, permet d'écrire :  
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L'unicité du développement en série entière de sin2 donne alors :  
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Propriété de sommes de séries entières. 
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25. a. La règle de d'Alembert donne le rayon de convergence de cette série qui vaut 1.  
b. On part de )().1( xSx+ , qui donne : ∀ x ∈ ]-1,1[,  
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c. Montrons que la série entière converge uniformément sur [0,1[. 
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    convergence uniforme de la série sur [0,1[. 
    De plus, chaque fonction constituant cette série a une limite en 1, et la série de ces limites converge 
    (toujours par exemple avec le critère spécial). 
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d. En revenant à des sommes partielles, on a :  
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26. a. Pour : |x| < R, on peut calculer :  
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n

k

k
k

n
n

n

k

k
k

n

k

k
k

n

k

k
k

n

k

k
k

n

k

k
k xaxSSxSxSxSxSxSx

1

1
0

1

1
1

00

1

00

.......).1( , 

    et donc : n
n

n

k

k
k

n

k

k
k

n

k

k
k

n

k

k
k xSxxSxxaxaaxaS ...).1(...

001
0

1
0 +−==+=+ ∑∑∑∑

====

. 

    Mais si : |x| < R, alors ∑
≥0

.
n

n
n xS  converge (et en particulier (Sn.x

n) tend vers 0. 

    Donc ∑
=

n

k

k
k xa

0

.  a une limite finie quand n tend vers +∞, et la série ∑
≥10

.
n

n
n xa  converge. 

    Donc: [0,R[ ⊂ [0,1], et : R ≤ 1.  
b. Pour : |x| < 1, la série ∑

≥0

.
n

n
n xa  est absolument convergente, donc :  

      ∀ n ∈ �, ∑∑∑∑
+∞

====

≤≤≤=
0000

.....
k

k
k

n

k

k
k

n

k

n
k

n

k

n
k

n
n xaxaxaxaxS , et la suite (Sn.x

n) est bien bornée.   

    Le lemme d'Abel permet d'en déduire que : [0,1[ ⊂ [0,R], et: 1 ≤ R. 
c. Par double inégalité, on en déduit que : R = 1. 
d. La question a répond à cette question, puisque (comme : R = 1), on avait aussi :  

      ∀ |x| < 1, ∑∑
+∞

=

+∞

=
−=

00

.).1(.
k

k
k

k

k
k xSxxa , soit : S(x) = (1 – x).f(x). 
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27. On calcule facilement : ∀ x ∈ �, )().(')(' xPexPxf = , et : )(2 ).)(')(''()('' xPexPxPxf += . 

Si on suppose que : P’(x0) = 0, alors : )(
0

)(2
000

00 ).('').)(')(''()('' xPxP exPexPxPxf =+= . 

Or si tous les coefficients du développement en série entière de f sont positifs ou nuls, ceux de f’’ le sont 
aussi, puisqu’ils s’en déduisent par des produits par des nombres entiers positifs. 
Donc x0 étant positif, on a : 0)('' 0 ≥xf , donc : 0).('')('' )(

00
0 ≥= − xPexfxP .    

 
Utilisation de séries entières. 
28. a. Le développement en série entière de arctan s'obtient en primitivant celui de sa dérivée et :  

      ∀ x ∈ ]-1,+1[, ∑
+∞

=

+

+
−=

0

1.2

1.2
.)1()arctan(

n

n
n

n

x
x .  

b. Notons : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ [-1,+1], 
1.2

.)1()(
1.2

+
−=

+

n

x
xu

n
n

n . 

    • chaque fonction un est continue (donc continue par morceaux) sur [0,1[, intégrable sur [0,1[ car elle  
    l'est sur [0,1], étant continue sur ce segment, 
    • la série de fonctions converge simplement sur [0,1[ (vers arctan(x)),  
    • la fonction somme de cette série est continue par morceaux (car continue) sur [0,1[, 

    • de plus : ∀ n ∈ �, 
)2.2).(1.2(

1
.)(

1

0 ++
=∫ nn

dxxun , et la série : ∑∑∫
≥≥ ++

=
00

1

0 )2.2).(1.2(

1
.)(

nn
n nn

dxxu ,  

    est convergente. 
    Donc le théorème de convergence dominée permet d'intervertir somme et intégrale et :  

     ∑∑∫∫ ∑∫
+∞

=

+∞

=

+∞

= ++
−===

00

1

0

1

0
0

1

0 )2.2).(1.2(

)1(
).(.)().arctan(

n

n

n
n

n
n nn

dxxudxxudxx . 

c. Puisque la série qui apparaît vérifie par évidence le critère spécial des séries alternées, il suffit que son  
    reste soit inférieur à 10-3 pour fournir la valeur cherchée. 

    Pour cela, il suffit que : 310
)4.2).(3.2(

1 −≤
++ nn

, et la valeur : n = 15, convient. 

    Donc : 4.4383524230
936001444035528

31996329964735

)2.2).(1.2(

)1(15

0

≈=
++

−
∑

=n

n

nn
, correspond à la valeur cherchée.  

 

29. a. La fonction : t a 
41

1

t−
, admet un développement en série entière sur ]-1,+1[, donc S, comme  

    primitive de cette fonction s'annulant en 0, admet aussi un développement en série entière sur ]-1,+1[. 
    Ce développement s'obtient à partir de : ∀ t ∈ ]-1,+1[, et :  

      ∀ x ∈ ]-1,+1[, ∑
+∞

=

+

+
=

0

1.4

2.2 1.4
.

)!.(2

)!.2(
)(

n

n

n n

x

n

n
xS . 

    Quand x tend vers 1, S(x) admet une limite finie si et seulement si ∫ −

1

0 41 t

dt
 converge. 

    Or la fonction sous l'intégrale est définie et continue sur [0,1[, et :  

      
ttttt −−++

=
− 1

1
.

2

1
~

1

1
.

)1).(1(

1

1

1
124

, la fonction équivalente étant intégrable sur [0,1[. 

    Donc S admet une limite finie en 1. 
b. Montrons maintenant que la série entière se définit et est continue sur [0,1]. 
    Pour cela :  

      ∀ n ∈ �, ∀ x ∈[0,1], 
2

3.2.2.2

.2.2

2.2

1.4

2.2

..4

1

.4...2...2

..4..).2(
~

1.4

1
.

)!.(2

)!.2(

1.4
.

)!.(2

)!.2(

n
nnen

nen

nn

n

n

x

n

n
nnn

nn

n

n

n

π
π

π =
+

≤
+ −

−

∞+

+

. 

    On en déduit que la série entière converge normalement sur [0,1], donc qu'elle est définie sur [0,1] et  
    qu'elle y est bien continue, notamment en 1. 
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    Donc : ∑∑∑∫
∞+

=

∞+

=

∞+

=

+

→→ +










=
+

=
+

==
− 00

2.2
0

1.4

2.211

1

0 4 )1.4.(4

.2

1.4

1
.

)!.(2

)!.2(

1.4
.

)!.(2

)!.2(
lim)(lim

1 n
n

n
n

n

n

nxx n

n

n

nn

n

n

x

n

n
xS

t

dt
. 

 
Développements en série entière, calcul de sommes d e séries entières. 
30. a. Si P est le polynôme nul, la série entière a un rayon de convergence infini. 

    Sinon : knanP .~)(
∞+

, où : a ≠ 0, et : k = deg(P). 

    Donc : ∀ z ∈ �*, z
n

z
na

na

znP

znP
k

k

k

n

n

.
1

1.
.

)1.(
~

).(

).1( 1








 +=++
∞+

+

, qui tend vers |z| quand n tend vers +∞. 

    Donc : R = 1.  
b. La famille proposée est libre car étagée en degrés et il est clair que, pour tout : n ∈ �, toute famille  
    (1, X, ..., X.(X – 1)...(X – n + 1)) est une base de Kn[X] (car libre et de cardinal (n+1)), donc tout 
    polynôme de K[X] peut s'écrire comme combinaison linéaire des polynômes de la famille de départ, et  
    la famille est génératrice de K[X]. 
    Donc (1, X, X.(X – 1), … , X.(X – 1)…(X – n + 1),…) forme bien une base de �[X]. 

c. Si on suppose que P a été décomposé dans la base précédente : ∑
=

=
N

k
kk PaP

0

. , alors :  

      ∀ x ∈ ]-1,+1[, ∑ ∑∑
=

+∞

=

+∞

=

=
N

k n

n
kk

n

n xnPaxnP
0 00

).(.).( , car chaque série a un rayon de convergence 1. 

    Puis : ∀ k ∈ �, ∀ x ∈ ]-1,+1[, ∑∑∑
+∞

=

−
+∞

=

+∞

=

+−−=+−−=
kn

knk

n

n

n

n
k xknnnxxknnnxnP ).1)...(1.(.).1)...(1.().(

00

, 

    et on reconnaît une série entière dérivée : 
1

0 )1(

!.

1

1
.).( +

+∞

= −
=









−
=∑ k

k

k

k
k

n

n
k

x

kx

xdx

d
xxnP . 

    On en déduit que : ∀ x ∈ ]-1,+1[, ∑∑
=

+

+∞

= −
=

N

k
k

k

k
n

n

x

kx
axnP

0
1

0 )1(

!.
.).( , que l'on peut encore au besoin réduire  

    au même dénominateur, à savoir (1 – x)N+1 : ∑∑
=

−
+

+∞

=

−
−

=
N

k

kNk
kN

n

n xkxa
x

xnP
0

1
0

)1!.(...
)1(

1
).(  

    On veut en fait décomposer P dans la base précédente, et pour cela (on suppose P non nul) :  
      (0) faire : N = 0,  
      (1) si : P ≠ 0,  (2)diviser P par (X – N) et noter P le quotient et aN le reste, 
                           (3) faire : N = N+1 et recommencer à (1), 

      (4) faire : N = N – 1, et calculer : ∑
=

−
+ −

−

N

k

kNk
kN

xkxa
x 0

1
)1!.(...

)1(

1
, et fin de l'algorithme. 

d. Si on considère la première série entière, on obtient :  
      1)1.(12 ++=++ nnnn , et : a0 = 1, 

      2)1.(11 +−=+ nn , et : a1 = 2, 

      1)2.(01 +−= n , et : a2 = 1. 

    Puis on a bien : )1.(.1.2112 −++=++ nnnnn , et :  

      ∀ x ∈ ]-1,+1[, 
3

2
220

12
0

2

)1(

1
]!2..1)1!.(1..2)1!.(0..1.[

)1(

1
).1(

x

x
xxxxx

x
xnn

n

n

−
+=+−+−

−
=++ +

+∞

=
∑ . 

    Pour la deuxième, on obtient :  
      nnnnnnn .1)1.(.3)2).(1.(3 +−+−−= , et :  

      ∀ x ∈ ]-1,+1[,
4

23
3221

13
0

3

)1(

.4
]!3..1)1!.(2..3)1!.(1..1.[

)1(

1
.

x

xxx
xxxxx

x
xn

n

n

−
++=+−+−

−
= +

+∞

=
∑ . 

 
31. a. La fonction f admet une limite (pour x non nul) en 0 qui est 0. 

    Donc f est continue en 0. 
    f est par ailleurs de classe C∞ sur �*. 
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    De plus, on peut montrer que : ∀ n ∈ �, ∀ x ∈ �*, 
2

1

.3
)( )(

)( x
n

nn e
x

xP
xf

−
= , où Pn est un polynôme à  

    coefficients réels. 
    Le résultat est en effet vrai pour : n = 0 (avec : P0 = 1), et si on le suppose vrai pour un entier n donné,  
    alors : ∀ x ∈ �*,  

      
22

1

3.3

231

3.3.6

1.3.3
)1( .

)(.2).(..3)..('
.

)(.2..3).()..('
)( x

n
nnnx

n
n

n

n
n

n
nn e

x

xPxxPnxxP
e

x

xP

x

xnxPxxP
xf

−

+

−

+

−
+ +−

=







+

−
= ,   

    soit le résultat voulu pour n+1, avec le polynôme : )(.2).(..3)..(')( 23
1 xPxxPnxxPxP nnnn +−=+ . 

    Il est alors clair que : ∀ n ∈ �, 0)0(.
1

lim)(lim
2

1

.30

)(

0
=














=

−

→→ n
x

nx

n

x
Pe

x
xf , avec le théorème des  

    croissances comparées. 
    Donc f est dérivable en 0 à tout ordre (avec le théorème de dérivabilité par limite de la dérivée) et : 
      ∀ n ∈ �, 0)0()( =nf ,  
    et toutes les dérivées de f sont continues en 0. 
    Finalement f est de classe C∞ sur �. 
b. On vient de constater que toutes les dérivées de f s'annulent en 0, donc la série de Taylor de f en 0 est  
    la série entière nulle.  
c. f est de classe C∞ sur �, sa série de Taylor a un rayon de convergence infini, mais elle est nulle alors  
    que f n'est nulle qu'en 0. 
    Autrement dit f ne coïncide avec sa série de Taylor qu'en 0 et f n'est donc pas développable en série  
    entière en 0.  
 

32. a. Pour la première série entière, on remarque que : 
      • ∀ θ ∈ �, ∀ n ∈ �, 1).cos( ≤θn , donc : Rc ≥ 1, 

      • ∀ θ ∈ �, (cos(n.θ)) ne tend pas vers 0, d’où divergence de la série en 1, et : Rc ≤ 1. 
    Donc : Rc = 1. 
    Pour la deuxième série entière, le résultat est le même sauf pour : θ = 0 (π), car la suite (sin(n.θ))  
    converge si et seulement si : θ = 0 (π). 
    Donc : 
      • θ = 0 (π), la série entière est la série nulle, et : Rs = +∞, 
      • θ ≠ 0 (π), et : Rs = 1.  
b. Les séries numériques ∑

≥0

)..cos(
n

nxnθ , ∑
≥1

)..cos(
n

nxnθ  et ∑
≥

−

1

1)..cos(
n

nxnθ  convergent pour les mêmes  

    valeurs de x (immédiat en mettant au besoin à part la valeur : x = 0). 
    Donc la troisième série entière a un rayon de convergence égal à 1, comme toutes les séries entières,  

    primitives de cette série entière, en particulier ∑
≥1

.
).cos(

n

nx
n

nθ
. 

    Le rayon de convergence de cette nouvelle série entière est donc encore égal à 1. 
    Pour la série entière en sinus, on a le même résultat, avec la même distinction de cas que dans la  
    question a, à savoir : 
      • si : θ = 0 (π), la série entière est la série nulle et son rayon de convergence est infini, 
      • si : θ ≠ 0 (π), la série entière, comme primitive, a un rayon de convergence égal à 1.  

c. On va donc travailler pour : 1<z , et : ∑∑∑
+∞

=

+∞

=

+∞

=

+=
111

.
).sin(

..
).cos(

n

n

n

n

n

n

n

n
i

n

n

n

z ρθρθ
. 

    Or : ∀ x ∈ ]-1,+1[,
2

2.

.

.

1

.

)cos(..21

.

.1

.
).(

xx

xex

ex

ex
ex

i

i

i

n

ni

+−
−=

−
=∑

+∞

= θ

θ

θ

θ
θ , d’où :  

      • 
2

2

1

.

1 )cos(..21

)cos(.
).(Re)..cos(

xx

xx
exxn

n

ni

n

n

+−
−=







= ∑∑
+∞

=

+∞

= θ
θθ θ , et :     

      • 
2

1

.

1 )cos(..21

)sin(.
).(Re)..sin(

xx

x
exxn

n

ni

n

n

+−
=







= ∑∑
+∞

=

+∞

= θ
θθ θ . 
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    Puis : ∀ x ∈ ]-1,+1[, 
2

1

1

)cos(..21

)cos(
)..cos(

xx

x
xn

n

n

+−
−=∑

+∞

=

−

θ
θθ , et : 

2
1

1

)cos(..21

)sin(
)..sin(

xx
xn

n

n

+−
=∑

+∞

=

−

θ
θθ . 

    Il suffit alors d’intégrer ces deux expressions pour obtenir le résultat voulu, et pour cela :  

      Cxxdx
xx

x
dx

xx

x ++−−=
+−

−−=
+−

−
∫∫ ))cos(..21ln(.

2

1
.

)cos(..21

)cos(.2.2
.

2

1
.

)cos(..21

)cos( 2
22

θ
θ

θ
θ

θ
, et : 

      '
)sin(

)cos(
arctan.

)(sin))cos((

)sin(
.

)cos(..21

)sin(
22

C
x

dx
x

dx
xx

+






 −=
+−

=
+− ∫∫ θ

θ
θθ

θ
θ

θ
, ceci pour : θ ≠ 0. 

    On calcule enfin C et C’ à l’aide des valeurs des séries entières en 0 (qui valent 0 dans les deux cas)  

     et : 0=C , et : 







=

)sin(

)cos(
arctan'

θ
θ

C , C’ peut se simplifier, suivant l’intervalle où se trouve θ.  

    Finalement :  

      • si : θ ≠ 0 (π), 

















+






 −++−−=∑
∞+

= )sin(

)cos(
arctan

)sin(

)cos(
arctan.))cos(..21ln(.

2

1 2

1 θ
θ

θ
θρρθρ i

n

z

n

n

, 

      • si : θ = 0 (π), )1ln()1ln(
1

z
n

z

n

n

−−=−−=∑
+∞

=

ρ , puisqu’alors z est réel. 

 


