Séries entieres (corrigé des classigues).

Calcul de rayons de convergence.
20. a. Plusieurs méthodes ici.

2.n+1

: 1 - - .
On peut remarquer que Si : X = > la série Zan.x diverge grossiérement car (azn+1.X~" ) ne tend pas

n=0

vers 0, etdonc: R< 1

De plus: O n ON, |an| < 2", et la régle de d'Alembert montre que la série entiére z 2".x" a un rayon

n=0

[EEN

de convergence égala —, d'ou: R> % et finalement: R= % .

N

b.Onsaitque:OnON,0<a,<10.
Or la série entiere ZlO.xn a un rayon de convergence égal a 1 (série géométrique).
n=0
Donc le rayon de convergence R cherché vérifie : R 2 1.
De plus, pour : x = 1, la série diverge grossierement.
En effet, si elle convergeait, cela signifierait que (a,) tend vers 0, mais comme c'est une suite d'entiers,
la suite devrait étre stationnaire égale a 0.
Cela entrainerait que \/E est un nombre décimal donc rationnel, ce qui est faux.
Donc cette divergence en 1 montre que : R< 1, et finalement : R = 1.

21. a. On peut commencer par étudier le coefficient de cette série :

(%J“lex{nz-m@-%n R

n-1)" €" |Z| S(n-1\"
donc : - \/_ ‘Onz2, |z| ,ennotant: u_ =(-1)" -]z
U, IZI e ot R =
Donc tend vers —, et le rayon de convergence de la sérieest: R =e.
uI"I

b. On applique directement ici la régle de d'Alembert, aprés avoir noté : On ON, u, =

n+1

2n+1

n' |Z|(n+l)2—n2 _ |Z|
o (n+1)! n+l "

Donc cette dernlere suite converge si et seulement si : |z| < 1, et sa limite est alors nulle.

Plus précisément, la regle de d'Alembert montre que la série converge absolument si: |z| < 1, et

diverge grossierement si : |z| > 1.

Donc:R=1.
c. On commence par préciser le coefficient générique :

«_11-€" _11-e" 1 € .
Ze -= :

Oz OC*

n 1 n
OnON* Y sh(k)==Ye* - . . . d'ou
;()2; = 2 1-e 21-¢t +°°2e1
n
> sh(k)
OnON* [ —— 72"~ —.—— etle rayon de convergence de la série entiére vaut : R = 1.
ne" +2n e—1'

d. On note tout d'abord que : 0 n O N*, 1—1 —iz 0[-10].
n n

Puis ¢ : h— arccosl— h), est dérivable sur ]0,1[, et sa dérivée vaut :
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R (-ﬁrafhf} V2h-h? Jﬂ%@'z) \EF(I+4+dm)dow

3 3

! 1 \/_ = ﬂ g h? g: h?
P = f+o(f) et () =4(0)+ 2"+ 2. +olh?) M+6ﬁ

On endéduitque: O n =2, arcco%l—1 —izj = 2(1 +i2] + 0(1] = \/g + o(lj, en +oo,
n n n n n n n

Grace a I'équivalent gu'on déduit de ce développement limité, on conclut que : R = 1.
e. On va distinguer deux cas, suivant la valeur de b, et utiliser la regle de d'Alembert.

n

3

+o(h?).

n

Onnote pourcela:OnON,0z0OC* u, = Z
1+b"
n+l 1
si:0<bsgy, |/t |z| alZ, et la limite de ce quotient conduita: R=
u, [+ a’
. U, a”+1 b" a - . b
si:l<b,alors: |- ~=— —_ |74 ="|7, etlalimite de ce quotient donne : R=—.
\ u, [*>a" b b a
f. On va commencer par un développement limité du coefficient générique de cette série entiére.
Pour cela:
na
1 1 1 1 n? -
= ch(—j =exp n®.In ch(—j =exg n.In| 1+ ——; +o(—2j = ex +0(n*?) |, en +oo.
n n 2n n 2
1" 2
Donc: 0z OC* OnON*, |u|= (Ch(_D 2" = ex “)J, en +o,
n

On distingue alors trois cas :
* si:a> 3, (uy) tend vers + et la série diverge toujours grossierement, soit: R = 0,
* si:a= 3, on distingue alors deux sous-cas :

Si: E + In(|z|) >0, la suite (u,) tend vers +o est la série diverge grossierement,

si: %+ In(Z) <0, alors : n*|u,|= ex;{n.(lnqzl) +%) +2.In(n) + o(n)J , tend vers 0 et la série D _u,

nx1

est absolument convergente.

L " 1
On en déduit dans ce cas que la valeur charniére est: R= T
e

* si:a< 3, on distingue & nouveau deux sous-cas :
si: In(Z) >0, (uy) tend vers +o et la série diverge grossiérement,

si: In(Z) <0, alors: n’Ju,| = exdn.ln(|z|) +2.In(n) + o(n)), tend vers 0 et la série ) u, est

n=1

absolument convergente.
On en déduit dans ce dernier cas que : R = 1.

Produit de Cauchy.
22. a. La fonction proposée se développe en série entiére sur ]-1,+1[ (donc avec un rayon de convergence

égalal)et: OxO]-1,+1], S(x)— _ZX

b. Pour x dans ]-1,+1], la série entiére converge absolument, donc le produit de Cauchy de cette série par

+00 +00 +00
elle-méme converge et : (z X" ](z x“j =>b,.x".
n=0 n=0 n=0
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n n
Si on note a, le coefficient générique de la série S, alors: OnON, b, = Zak Q= 21: n+1.
k=0

+00 2 +00
Autrement dit : 0 x 0 ]-1,+1], [Z an => (n+1).x" = 1 _.
n=0 n=0 (1— X)

c. La fonction : xt— W etant la dérivée de la fonction de départ, on a aussi :
- X

1 +00 ~ +00 ) ) i )
Ox 0141, —— =>.nx"" =) (n+1).X", soit bien le résultat que I'on avait obtenu.

(1 - X) n=1 n=0

23. a. Lafonction : x — sh(x), est développable en série entiére sur R, et :

+00 2n+l

X
Ox OR, sh(x X2t
§ 0= 2 oney ™ ;

00 2n+l +00 X2,n+1 +oo
Donc : O x O R, sh?(X =Y b .x*"?  avec:
(9= (Z 2n+1)lj(Z (2.n+1)!j 2.5

:O n=0 n=0

n n n |
DnDN, bnzzak' ZZ 1 Z (2n+2)
=0 (2k+1)I (2.(n- k)+1)I (2n+2)' s 2k+DL(2n- 2k+1)'
2'n+2 2.n+2
On reconnait des coefficients binomiaux et : O n O N, bn = ;z 232—
2n+2)! =\ 2k+1) 2 (2n+2)!

)

| NN
puisque : 0 n O N, Z o |” > 41 =2"" avec:

k=0

5 n iy n n(n
. é(zk}r 2. (Zlkﬂj:;(pj:(lﬂ)”:2”,et:

" (=1)° ( J 1-1)" =0.

+00 22n+2 +00 22.n—l X2.n

1
D OxOR, ShZX =— = xPm2 - _—
one - =X ()= ;(2n+2)' Zl @n)!

b. Soit avec la trigonométrie hyperbolique, ou en revenant & une écriture en exponentielles, on a :
2 X)Zn +00 22.n—1 X2.n
2.n)! j =2 2.n)!

n=1

Ox OR, sh?(X) :%.(ch(Z-X) )= (Z (

24. On peut commencer par écrire :
) 1 X 2X 2.n +00 ~ 22n—1 2.n
OxOR, sin?(x) = 2-c05€x) _1 Z( 7 12X Z( prrl X
2 = 2.n)! 2.n)!
D'autre part, I'absolue convergence de la série entiére du sinus sur R, permet d'écrire :

2n+1 +oo0 2 e
Ox OR, sin?(x) = (Z( n". 2n +1)|] = (z an.xz'”“j = b,.x*""% alaide d'un produit de Cauchy,
n=0 n=0 n=0

_ _ _o (D D™ (D) (2n+2
eOnON b, =288, = g (@k+D)! (2n-2k+1)l (2.n+2)!';(2-k+1]'

L'unicité du développement en série entiére de sin® donne alors :

On=1,S, Z(Zk J (-D"*. @b, = ()" .@2n)L(=D"

2n-1
n-1 2 2n-1

e

Propriété de sommes de séries entiéeres.
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25. a. La regle de d'Alembert donne le rayon de convergence de cette série qui vaut 1.
b. On part de (1+ X).S(X), qui donne : O x O ]-1,1],

L+ %).S(x) = i”(—l)”.ln(n).x“ + i(—l)“.ln(n).x“*l = i(—l)“.ln(n).x” + i(—l)”*l.ln(n +1).x", ou

1+%).5() =D (=)"[In(n+1) = In(N)].x" = In(Q).x =) (—1)”*1.In(1+ 1j.x“ , d'oul le résultat.
- - n
c. Montrons que la série entiére converge uniformément sur [0,1].

Pour cela : [0 x O [0,1], la série numérique Z(—l)”*l.ln(1+—j.x” est alternée et vérifie le critere
n=1 n

spécial (la valeur absolue du terme général décroit vers 0).

S (-pm In(1+ 1)

n=N+1
convergence uniforme de la série sur [0,1].
De plus, chaque fonction constituant cette série a une limite en 1, et la série de ces limites converge
(toujours par exemple avec le critére spécial).

Donc on peut intervertir limite et somme et :

. 1, & 1 1&. 1 l1& 1

limS(X) ==.1im > (-D)""In[1+= | X" ==Y Iim| (-D)"%.In[ 1+ = [X" [==.) (-1 ”*1.In(1+—j.

iS00 =5 im 3 (-9 ( nj 2§x;1(( ) ( nj J A %
d. En revenant a des sommes partielles, on a:

2N-1 1 2N-1 2N-1
ONON* S,y = Y, (—1)”+1.In(1+—j Z( D™.In(n+1) - > (-)™".In(n), et en séparant
n=1 n

n=; n=1

Donc: Ox O[0,1[, ON O N*,

< In(1+ LJMM <t , ce qui entraine la
n+1

termes pairs et impairs :
24...(2.N)

Syna = pz:lln(z. p) —pz:lln(z.p—l) +p2:lln(2. P) —DZ:lln(Z-p—l) = 2-|n(—1_3__(2_N )

2.N 12
puis: S, =2.In 2 NT , et donc : lim S(x) =1.2.In \/E =£.In(£j.
' (2N)IV2N x-1 2 2) 2 \2

26. a. Pour: |x| <R, on peut calculer :

J—In(Z.N),

n

a- x)ng —ZSKX —ng =Y S.x ZSHX =S, - S, X"+ Za XX,

k=0 k=1

3

et donc : SO+Zakx —a0+Zak Zn:ak.x":(1—x).ZSqK.x"+x.Sn.x”.
k=1 k=0 k=0

Mais si : x| < R, alors ZSn X" converge (et en particulier (S,.x") tend vers 0.

n=0

Donc )" a,.x“ aune limite finie quand n tend vers +e, et la série " a,.x" converge.
k=0 n=10

Donc: [O,R[O[0,1], et: R< 1.
b. Pour : |x] < 1, la série Zan.xn est absolument convergente, donc :

n=0

Zak

Le lemme d'Abel permet d'en déduire que : [0,1[ O [0,R], et: 1 < R.
c. Par double inégalité, on en déduit que : R = 1.
d. La question a répond a cette question, puisque (comme : R = 1), on avait aussi :

Ox| <1, iak.xk =(1- x).iSK.xk , soit : S(X) = (1 — x).f(x).
k=0 k=0

n +o00
"< Z‘ak.xk‘ < Z‘ak.xk‘ , et la suite (S,.x") est bien bornée.
=0 k=0
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27. On calcule facilement : Ox O R, f'(x) =P'(x).e”™ et: f"(x)=(P"(X)+P'(x)%).e"™.

Si on suppose que : P'(xo) = 0, alors : ' (X,) = (P"(X,) + P'(X,)?).€"" = P"(x,).e”".

Or si tous les coefficients du développement en série entiere de f sont positifs ou nuls, ceux de f” le sont
aussi, puisqu'ils s’en déduisent par des produits par des nombres entiers positifs.

Donc X, étant positif, ona: f''(x,) 20, donc: P"(x,) = f"(x,).e "> >0.

Utilisation de séries entieres.
28. a. Le développement en série entiére de arctan s'obtient en primitivant celui de sa dérivée et :

29.

2n+l

b X
Ox O]-1,+1[, arctank) = » (-1". )
-1+ 0=20"5 7
X2.n+1
b. Notons: OnON, Ox O[-1,+1], u,(x) =(-1)". :
2n+1

« chaque fonction u, est continue (donc continue par morceaux) sur [0,1], intégrable sur [0,1] car elle
I'est sur [0,1], étant continue sur ce segment,
* la série de fonctions converge simplement sur [0,1] (vers arctan(x)),
« la fonction somme de cette série est continue par morceaux (car continue) sur [0,1],
1 1 1 1
edeplus:On0ON, | |lu (X).dx= , et la série : u, (x).dx = ,
P Jun 09 @n+1).(2n+2) ;U (=2, @2n+1).(2n+2)

n=0

est convergente.
Donc le théoréme de convergence dominée permet d'intervertir somme et intégrale et :

J':arctan&).dx = Ei u, (x).dx = ij:un (x).dx = i @n +(1;_1()2n.n v2)

. Puisque la série qui apparait vérifie par évidence le critére spécial des séries alternées, il suffit que son

reste soit inférieur & 10 pour fournir la valeur cherchée.

Pour cela, il suffit que : 1 <107, et la valeur : n = 15, convient.
(2n+3).(2n+4)
S (=" _ 6329964738199

Donc : 2 = =(0.438352428, correspond a la valeur cherchée.
=~ (2n+1).(2n+2) 14440355283600

. 1 , . o
. Lafonction : t » ——, admet un développement en série entiére sur |-1,+1[, donc S, comme

V1-t*
primitive de cette fonction s'annulant en 0, admet aussi un développement en série entiére sur ]-1,+1][.
Ce développement s'obtient & partir de : Ot O ]-1,+1], et :

& (2n) xA
Ox 0]-1,+1[, S(X) = : .
x0] S gzz-”.(n!)2 4n+1

dt

J1-t*

1
Quand x tend vers 1, S(x) admet une limite finie si et seulement si IO converge.

Or la fonction sous l'intégrale est définie et continue sur [0,1], et :
1 1 1 1 1
Vi-t* Ja+t?).a+t) V1-t 12 V1t
Donc S admet une limite finie en 1.

, la fonction équivalente étant intégrable sur [0,1].

. Montrons maintenant que la série entiere se définit et est continue sur [0,1].

Pour cela :

| 2n! x* 2.n)! 1 (2n*"e*+4mn _ 1
220 ()2 4n+1" 22"(n)2 4An+1+ 22"n3" 2" 2;rn4n 3
R i

OnON, Ox0[0,1],

On en déduit que la série entiere converge normalement sur [0,1], donc qu'elle est définie sur [0,1] et
gu'elle y est bien continue, notamment en 1.
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%)
_“mz @n!  x* i 2.n)! 1 _iL

Donc:J‘1 > > .
422" (n)? 4n+1 £22"(n)? 4n+1 &4 .(4n+))

dt
0 /1_t X-1

Développements en série entiére, calcul de sommes d e séries entieres.
30. a. Si P est le polyndbme nul, la série entiére a un rayon de convergence infini.

31.

Sinon: P(n)~an, ot:a#0, et:k=deg(P).

|P(n+1).zn+l a(n+1) 4=

Donc : O z O R*,
‘ P(n).z" ‘+°° an®

Donc: R =1.

. La famille proposée est libre car étagée en degrés et il est clair que, pour tout : n [0 N, toute famille

a, X, ..., X.(X =1)...(X = n + 1)) est une base de K,[X] (car libre et de cardinal (n+1)), donc tout

k
[1+ 1) 12, qui tend vers |z| quand n tend vers +c.

polyndme de K[X] peut s'écrire comme combinaison linéaire des polynémes de la famille de départ, et

la famille est génératrice de K[X].
Donc (1, X, X.(X=1), ..., X.(X=1)...(X = n + 1),...) forme bien une base de C[X].

N
c. Si on suppose que P a été décomposé dans la base précédente : P = Zak.Pk , alors :

k=0

+00 N +00
Ox0]-1,+1, Y P(n).x" => a,.> R (n).x", car chague série a un rayon de convergence 1.

n=0 k=0 n=0

Puis: Ok ON, Ox 0]-1,+1[, ZP(n)x —Zn(n 1)...(n-k+1.x" —x"Zn(n 1)...n-k +1).x"*

n=0 n=k

& d“ (1 X<kl
et on reconnait une série entiere dérivee : Z P (n).x" = = x*. = o1
pr dx*\1-x) @1-x)

kK Kkl
(1 X)k+l !

N
au méme dénominateur, & savoir (1 — x)"** : Z P(n).x" = ;Nﬂz a, x* kl.@-x)N*
n=0 -x"" =
On veut en fait décomposer P dans la base précédente, et pour cela (on suppose P non nul) :
(0) faire : N =0,
(1) si: P#0, (2)diviser P par (X — N) et noter P le quotient et ay le reste,
(3) faire : N = N+1 et recommencer a (1),

On en déduit que : O x 0 ]-1,+1], Z P(n).x" = Zak

N
(4) faire : N = N — 1, et calculer : a—lmz a, . x“kl.(L-x)"™, et fin de I'algorithme.
k=0

_X)

. Si on considere la premiere série entiére, on obtient :

n“+n+l=n(n+1)+1,et:ap=1,
n+1l=1(n-D)+2,et:a; =2,
1=0(n-2)+1,et:a,=1.

Puisonabien: n®+n+1=1+2n+1n(n-1), et:

& 1 x2 +1

O x 07-1,+1], N“+n+)x"=——  AX°.0.01-Xx)2%+ 2x2.(1-x) +1x22] = .
] [ ;( ) —x)™ [ 1-x)? @-x) 1= =%’

Pour la deuxieme, on obtient :
n®=n(n-1.(n-2)+3n.(n-12)+1n,et:

i 1 X2 +4.X% + X
OxO]1,+1 ) nxX"=———— [Ax"21.0-X)*+3x*2.1-x)+1x33I]=—"—=

; @-x°> @-x*

. La fonction f admet une limite (pour x non nul) en 0 qui est 0.

Donc f est continue en 0.
f est par ailleurs de classe C” sur R*.

gue l'on peut encore au besoin réduire
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32.

a.

1

Pn(x x2 N N N
e X, ou P, est un polynébme a

X3.n

N—r

De plus, on peut montrer que : Dn ON, Ox OR*, f™(x) =

coefficients reels.
Le résultat est en effet vrai pour : n = 0 (avec : Py = 1), et si on le suppose vrai pour un entier n donné,
alors : O x O R*,

P '(x).x*" = P, (x).3n.x3"" 2.Pn(x)J -~ P'(%).x3=3nP,(X).x% + 2P, () e—x—t

f ™D (x) = + ex :
X6.n X3.n+3 X3.n+3

soit le résultat voulu pour n+1, avec le polynéme : P,,,(X) = P,'(X)..x> —=3n.P, (X).x* + 2.P,(X) .
1
: : : 1 s
Il est alors clair que : O n ON, Ilrrg) fW(x) = Ilrﬂ(we X ].Pn (0) =0, avec le théoreme des
X—- X - X d

croissances comparees.

Donc f est dérivable en 0 a tout ordre (avec le théoréme de dérivabilité par limite de la dérivée) et :
OnON, f™(0)=0,

et toutes les dérivées de f sont continues en 0.

Finalement f est de classe C” sur R.

. On vient de constater que toutes les dérivées de f s'annulent en 0, donc la série de Taylor de f en 0 est

la série entiere nulle.

. fest de classe C” sur R, sa série de Taylor a un rayon de convergence infini, mais elle est nulle alors

gue f n'est nulle qu'en O.
Autrement dit f ne coincide avec sa série de Taylor qu'en 0O et f n'est donc pas développable en série
entiére en 0.

Pour la premiére série entiere, on remarque que :
«060R, OnON, [coshd) <1, donc:Re=1,

* 006 0OR, (cos(n.B)) ne tend pas vers 0, d’'ou divergence de la sérieen 1, et : R, < 1.
Donc: R.=1.
Pour la deuxiéme série entiere, le résultat est le méme sauf pour : 8 = 0 (1), car la suite (sin(n.0))
converge si et seulement si : 8 = 0 ().
Donc :
* 8 =0 (m), la série entiére est la série nulle, et : Ry = +oo,
* 020 (m,et: Rs=1.

. Les séries numériques »_cos.f).x", D cosnf).x" et D cosff).x"" convergent pour les mémes

n=0 n=1 n=1
valeurs de x (immédiat en mettant au besoin a part la valeur : x = 0).
Donc la troisieme série entiére a un rayon de convergence égal a 1, comme toutes les séries entieres,

N L. . o cosfn.@
primitives de cette série entiére, en particulier Zﬁ.x” .

=t N
Le rayon de convergence de cette nouvelle série entiére est donc encore égal a 1.
Pour la série entiére en sinus, on a le méme résultat, avec la méme distinction de cas que dans la
guestion a, a savoir :
* si: 0 =0 (m), la série entiere est la série nulle et son rayon de convergence est infini,
* si: 0 %0 (m), la série entiére, comme primitive, a un rayon de convergence égal a 1.

n

. On va donc travailler pour : |4 <1, et : iz_ = icos—hﬁ).pn + i.iw.pn .

el | — n 1 N
+oo i.6 9 _ 2
Or:OxOF1L+LY (xe) =25 = X "X qop:
o 1-xe"¥ 1-2xcos@)+x
+00 +00 — 2
N zcosqqg)xn =R Z(X.elﬂ)nj - X.COS@) X _,
o) oy 1-2.x.cosfp) + x
x.sin(@)

. isin(n.@).x“ =R i(x.e”’)”] =

"~ 1-2x.cos@) + x>
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Puis : Ox O]-1,+1], ZCOS(n.H).x”’l = cos@) — x . sin(@) _
o 1-2x.cos@) + x 1-2x.cos@) + x

Il suffit alors d’'intégrer ces deux expressions pour obtenir le résultat voulu, et pour cela:

j cosf) - x d :—1j 2X = 2.cosf) dx=—%.|n(1— 2.x.cos@) + x*)+C, et:

ax=-=. :
1- 2.x.cos@) + x° 27 1-2x.c0s@)+ x*

.[ sin@) > dx = J' sin(@) — ax = arctarELos@)J +C', ceci pour: 6 0.
1-2.x.cosf@) + x (x—cos@)) +sin“(6) sin(@)

On calcule enfin C et C’ a l'aide des valeurs des séries entiéres en 0 (qui valent 0 dans les deux cas)

,et: Y sin(ng).x"* =
n=1

et: C=0,et: C'= arcta{@i(g)j, C’ peut se simplifier, suivant I'intervalle ou se trouve 6.
sin

Finalement :

-si:G#O(n),iZ

~n

n

_1 _ 2y 4 LOS@) —COS@)
(- 2p.cos) + p*) + I-(arcta'E sin@) ]J’ amta{ sin9) D

esi:0=0(m, ZZ— =-In(1- p) =-In(1l- 2), puisqu’alors z est réel.
n

n=1

Chapitre 09 : Séries entiéres — Exercices (corrigé des classiques).



