Suites et séries de fonctions (corrigé des classiqu es).

Convergence simple et uniforme de suites de fonctio ns.
18. a. Pour x fixé dans [0,1] :

* si:x O[0,1], la suite (u, (X)) converge vers -1,

* si:x =1, lasuite (u, (1)) est constante égale a 0 et converge donc vers 0.
Il'y a donc convergence simple de (uy,) vers u, définie par : O x O [0,1], u(x) = -1, et : u(1) = 0.
Puisque toutes les fonctions u, sont continues sur [0,1] et que u ne I'est pas, il ne peut pas y avoir
convergence uniforme de (u,) sur [0,1].

On peut d'ailleurs remarquer que : 0 n O N*, sugu, —u| =supu, —u[=1= Iirq|un(x) ~u(x).
X

[0a] [0 .

Il n'y a donc convergence uniforme de (u,), ni sur [0,1], ni sur [0,1].

x" -1 2.x"

Pour: 0<a<1, enrevanche : OnON* OxO[0a], |u,(X) -u(x)|=——+1=—"—|<2a".
X' +1 X" +1

On en déduit que : sup}un —u| <2a" , et (u,) converge uniformément sur [0,a] vers u.

[0.al
b. Pour x fixé dans [0,1], on a:
*si:x=0,o0u:x=1,lasuite (u,(X))est constante égale a 0 et converge donc vers 0,

* si:x 0]0,1], la suite (u,(X)) converge vers 0, du fait du théoréme des croissances comparées.

Donc la suite (u,) converge simplement sur [0,1] vers la fonction nulle (notée u).

On peut ensuite, pour n fixé non nul, étudier les variations de u, et constater qu’elle reste négative et
1

) . = 1
atteint un minimumen : X=e ", ou elle vaut ——.
€

1 . , .
Donc : O n O N*, Suﬁun - u| = —, et la suite ne converge pas uniformément sur [0,1].
[04] e

1 1
En revanche, sur [0,a], avec:0<a<1,0On, ON* On=ny a<e ", puisque la suite (e ") tend vers 1.

Donc : 0 n > no, supu, —u| =|u,(a)|, et la suite des sup tend vers 0.
[0.a]
Il y a donc convergence uniforme de (u,) sur [0,a].

19. Soit tout d’abord x fixé dans [0,1].
* si:x =0, lasuite (u,(0)), est constante égale & 0 donc converge (vers 0),

, 1 , R .
e si:x0]0,1], Ony, ON, On=n,, Py < X, et la suite (U, (X)) est constante nulle a partir du rang ny, et
n

converge donc vers 0.
La suite (u,) converge donc simplement sur [0,1] vers la fonction nulle (notée u).

On peut ensuite remarquer que : 0 n O N, supu, —u| = sugu,| = sup|u,|.
[01] [01] 1
-1

n+l

Puis sur lintervalle restant, la fonction u, est positive et atteint son maximum en ﬂ , ou elle vaut
(n+

n +1 a-2 . n +1 a-2
L, dou: On ON, supu, —u| S+
[04] 4
La suite converge donc uniformément sur [0,1] si et seulement si: a < 2.
Remarqgue : quelque soit la valeur de a, la suite converge uniformément sur [a,1], avec : 0 <a < 1.

: : : . , 1 :
20. a. Puisque la suite (P,) converge uniformément sur R vers f, on peut affirmer que, pour : € = E >0,

. : 1
existe un entier naturel N tel que : On >N, supP, - f|<e =5
R
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21.

22.

23.

Donc:On=N, OxOR, |R,(X) =Py (X)|<[P,(x) = f ()| +|f (x) =Py (x| < 26 =1.
Pour tout entier n, la fonction (P, — Py) étant alors polynomiale et bornée sur R, elle est constante.
b. Notons alors: OnON, P,=Py+a,ou:a,dR.
La suite (P,(0)) converge puisque (P,) convergeant uniformément, elle converge simplement sur R.
Donc de I'égalité : O n O N, a, = P,(0) — Pn(0), on en déduit que la suite (a,) converge vers une limite
gu’on peut noter a.
Onendéduitque : Ox O R, On ON, Py(x) = Pn(X) + a,, et en passant a la limite, on en déduit que :
f(x) = Pn(X) + q,
autrement dit, f est une fonction polynomiale.

Il suffit d’écrire :
Ox 01, |u, (8(X) = u(@(x))| < sugu, (y) —u(y)| = sugu, —u[, d'ot : sugu,0¢ —uog| <= sugu, —u|.
yOJ J [ J

Le théoréme des gendarmes garantit alors que (u,0¢) converge bien uniformément sur | vers uo¢.

Notons M; et My des majorants de |f| et de |g]| sur I.

Alors : OnON, Ox O, | f,(X).9,() = f (x).9()| <|f,(X).9,() = f (X).9, (| +|f (¥.9,(X) = £ (x).9(x)| -

D'ou : |f,(%).9,() = f(3)-.903| <|g, (|| f,(¥) = £ (| +| f ({9, () - 9(x).

Puisque (g,) converge uniformément sur | vers g, on sait que (Sudgn - g| ) tend vers 0 donc est une suite
|

bornée : notons M un majorant de cette suite.
Alors : OnON, Ox 01, {g,(X)|<|g,(x) = g(x)| +|9(x)| < supg, —g|+|g(X)| <M +M .
|

Dou:OnON,OxO1 [f,(%).9,(3) = f(X).9(9|< (M +M,).supf, - f|+ M supg, - d|,
| |
etdonc: 0nON, supf,.g, - f.g|< (M +M,).supf, - f|+M sudg, —g|.
| | |

Le théoreme des gendarmes permet alors de conclure a la convergence uniforme de (f,.g,) sur | vers f.g.

n
. X X
a. Pour x unréel fixé : Ony, ON, On=n,, x<n,et: f (X)= [1——) = exp{n.ln[l——D,
n n

et un développement limité montre que cette suite tend vers e™.
Donc la suite (f,) converge simplement sur R vers f: x > ™.
b. Soit maintenant un entier n fixé : n > 2.

On peut tout d’abord remarquer que : [ x [0 [0,n], In(l—ﬁj < —5, donc: f (x)<e™.
n n

n n-1
Puis : O x O[0,n[, f(X) — fn(X) = —[l—%j =u, (X), et: un'(x) =—g +[1—%j )

Sur[O,n[,ona:(u,'(x)=0) = (—-x= (n—1).|n(1—%]).

X . , 1-X
Posons alors : O x O [0,n[, v,(X) = x+(n —1).In(1——j, ce qui donne : v, '(X) = ——.

n n-—x
On constate que v, est positive sur [0,1], nulle en 1 et négative sur [1,n].
Donc v, s’annule en 0, est croissante sur [0,1], puis décroit sur [1,n[ (strictement) et tend vers -co en n.
Donc v, s’annule une seule fois sur ]0,n[ en une valeur a,, et u,’ s’annule une seule fois sur ]0,n[ en a,,

n-1
. _ a
qui vérifie : e =(1——”j :
n

un est alors croissante sur [0,a,] (puisque : f(0)—f (0) =0, et: OxO[0,n[, f(X)— f,(x)=0)et
décroissante sur [a,,n[.

an

Finalement: Ox O [0,n[,0< f(x) - f (X) =u, (a,) =€ —[1—ﬂj =g (1—(1——jj =4 "
n

n

n
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Et comme la fonction : x — x.e™, est continue sur R*, nulle en 0 et de limite nulle en +oo, elle est bornée

sur R* par une valeur K, d’oti on déduit que : 0 x O [0,n[,|f (x) = f,(X)| < K
n
Par ailleurs : O x O [n,+w), | f(x) = f,(X)| =e™ <e™, et on déduit que :

K _ K _
Onz2, supf, - fl[smaxt,e™)<s—+e™.
[0,+e0) n n

En conclusion, la suite (f,) converge uniformément sur R* vers f.

Convergence simple, uniforme ou normale de sériesd e fonctions.
24. a. Pour x fixé, la série Z u,(x) vérifie le critere spécial des séries alternées et donc converge.

n=1

. N X x 1 L.
Puisque : O x O R™, |un (x)| = In(1+ i+ )J ~ ) .—, la série n’est pas absolument convergente et
Nn.(@L+ Xx) )+ X) n

il N’y a convergence normale de la série de fonctions sur aucun intervalle dans R* (autre que {0}).
Enfin, le fait que le critére spécial s’applique pour tout x garantit que :

Onz1, OxORY, [R (X <u,.(X)|= In(1+ X j< X 1 ,et: supR| <L
-

(n+1).(L+ X) _(n+1).(1+x)sn+1 n+1

Il'y a donc convergence uniforme sur R".
b. Pour x fixé dans R*™*,

* si: x =1, la série diverge grossiérement, puisque : O n=1, u, (L ZE'

. 1 1 n L.
e si:x<1,alors: |u,(X)| =————~—==X", etla série converge,
X" 4 X" o x
. 1 1 _(1Y" .
esi:x>1,alors: |u,(X)| =————~-—-=|=| , etla série converge.
X"+ X" o X X

Donc il y a convergence simple sur ]0,1[ et sur ]1,+o).
Puisque les fonctions sont positives, ona: On ON*, 0< S(X) —S,(X) =R, (X), et: u,,,(X) <R, (X).

Donc les limites de un.1 en 0 et 1 interdisent qu'il puisse y avoir convergence uniforme sur des
intervalles ayant pour borne une de ces valeurs.
1 1
Sur:[ab] 010,[, ona: OnON* OxOab], [u,(X)|=— <—=x"<b",
X

+x" x™"

1 1 (1Y

etsur: [a,+) O]1,+0), ona: 0n ON* Ox Oa+e), [u (Q)|=———<—<| =] .
X" +X X a

On en déduit la convergence normale et uniforme de la série sur les intervalles proposeés.

X . .
<1, pour que la série ZUn(X) puisse converger.

nx1

c. Il est clairement nécessaire d'avoir :

Donc on doit se restreindre a : x > 0.

n

- 1-x : L : )
Pour x fixé, x > 0, alors : n2.un (x) = n“.:L , qui tend vers 0 (théoréme des croissances comparées).
+ X

Donc la série Zun (X) converge et la série de fonctions converge simplement sur ]0,+).
nx1

: . 1-x : L
On remarque ensuite que la fonction : X 1— est strictement décroissante sur ]0,+©).
+ X

1-a||1-b
Sur [a,b] 0 ]0,+»), on pose : @ = max |——|,——
1+a||1+b
On en déduit que la série de fonctions converge normalement (donc uniformément) sur [a,b].
Puis, sur ]0,a] ou [a,+), il ne peut y avoir convergence normale car :
OnON, Ixirr?)|un(x)| = XIir[1m|un(x)| =n?, donc: ]sou?un| >n?, et: [su;?|un| >n?,
- - ,a a,+o

j, et:OnON, OxO[ab], |u,(X)|<n’a".
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Enfin, pour : x 0]0,a], (0 <a<1), Zun(x) est a termes positifset: OnON, u,,;(X) < S(x) = S, (X) .
n=1
Or:OnON, limu,(x) = n?, etsi (S - Sy) est bornée sur10,al, alors : O n ON, (nN+1)> <supS-S,|.
10,a]
Il ne peut y avoir convergence uniforme sur ]0,a].
Soit enfin [a,+), avec : 1 < a, et supposons qu'il y ait convergence uniforme de (u,) sur [a,+c).

Alors : O n ON, |S, — S| est bornée sur [a,+), et ( Sup|S S.|) tend vers 0.

[a,+o0)

Mais : On ON, |U,y| =[Sy =S| <|Swe — 9 +[S-S, <sup|S S|+ sup|S Sl -

, et en particulier :

n+l

On auraitdonc : On ON, O x O [a,+e), [u,,,(X)| < Sup|S S.|+ Sup|S
[a,+)

OnON, Ilrpm|un(x)| =n? sup|S S|+ sup|S n+l|

ce qui est impossible puisque la suite majorante tend vers 0 quand n tend vers +oo.
Donc il n'y a pas convergence uniforme sur [a,+o).

Convergence et sommes de séries de fonctions.
25. a. Soit x fixé dans R.

* si:x =0, la série est la série nulle et elle converge.
*si:x#0, lasérie ZUn(X) est alternée et vérifie le critere spécial des séries alternées, car :

n21

On 0N, |u, (0] = |n(1+Lj = In(1+9j,
n.(L+ x?) n

et la suite tend vers 0 et est bien décroissante puisque In est croissant sur R".

Donc la suite de fonctions converge finalement simplement sur R.

La convergence normale n’est obtenue sur aucun intervalle, car elle entrainerait la convergence absolue
de > u,(X) pour des valeurs de x non nulles.

n=1
X2 C C . :
Or: Ox OR¥, |u,(¥)|=In| 1+—=——|=In|1+= |~ = ce qui interdit la convergence de »_|u, (x)|.
n.(L+ x3) nj+n ~

Enfin, pour n fixé non nul, on a vu que pour tout réel x, la série ZUn(X) vérifie le critere spécial donc :

n21

_ : _ X? X? 1
IR 091 =809 =, 09] £ v 0] = In(1+ (n+1).A+ xz)j = (n+1).L+x?) = n+1’

On en déduit que : 00 n O N*, SEQR,J < n—:4l-1 et la convergence uniforme de la série sur R.

b. On sait que la série de fonctions converge uniformément sur R.
De plus, chaque fonction u, a une limite finie en +co qui vaut : ,!Lerun(X) = (—1)”.In(1+%].
Enfin, la série des limites est convergente (toujours avec le critére spécial des séries alternées).
Donc on peut écrire : )!Lr[lw S(x) = i )!Lr[lw u,(x) = i (—1)”.In(1+%j.
Si on revient a des sommes partielr;;s on peut écr?;tla :

IN21, S, = Z( ", |n(1+ j Z( ™I (Mlj i| (2k+1j i (2k 1]

k=1

soit : 2i|n(2k 1j+ln(2.N+1):2.I [Z(ENN) \/_j+ln(2)+o(1).
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26. a.

27. a.

b.

. Pour un équivalent en 0,on commence par écrire : [0 x > 0, S(X) =

_ oN _ N
En reprenant les intégrales de Wallis, on avait : J. sin“” (t).dt = N NE 2o\ aN
(2.N)!

22N NI? 'mm\/_
=1
On commence par poser : OnON, O0x>0, u,(x) = D K
S X
On peut ici essayer de démontrer la convergence normale de ZUn sur tout [a,+), avec : a > 0.
n n n
Eneffet: On ON* Ox 0 [a,+»), 0<u, (X) = H 1 < H 1 Slﬂ 1 1 l
dx+k la+k alda+k an

On en déduit bien la convergence normale de la série sur tout intervalle [a,+©).
Donc S est définie sur R™.
De plus, toutes les fonctions u, sont continues sur R™*, donc la convergence normale sur tous les

intervalles précédents garantit que S est continue sur ]0,+«J.
n 1 n+l 1 n+l

On en déduit que : puis que (S,) tend vers In( 2) soit la limite de S en +co.
Vs

.Pour:x>0,ona:0OnON, u,(x+) =[] ——= =X i:x.unﬂ(x).
S x+1+k b x+k A xX+k

Donc, les séries étant toutes convergentes, on en déduit que :
+o00 1
Ox>0, S(x+1) = x> U, (x) = x(S(x) =) = x.5(x) 1.
n=1 X

S(x+1) +1

Comme S est continue sur R*, S(x+1) tend vers S(1) quand x tend vers 0.

+o0

. S() = Z(H1+kJ z(n+1)| Z——e -1=e-1, donc: S(x)~

n=0 nl
En +c0, on commence par écrire : S(x)—1+1 (H 1 J—1+151(X)-
X x&Udx+k) x x

Il suffit alors de démontrer que la nouvelle fonction S; qui apparait tend vers 0 en +co,
Or cette nouvelle série converge normalement sur [1,+0) (comme S), chaque fonction qui la constitue a
une limite finie (nulle) en +o, et la série de ces limites converge.
1 1
Donc: lim S(x) =0, d'ou: S(x) =— + 0@, en +wo, et finalement : S(x) ~—.
X o X

X — +oo

1 1 2.X
Onpose:0n=22, OxOR, u,(x)= - =
nN-Xx Nn+x n°-—x

Pour : x 0 ]-2,+2[, tous les termes u,(x) sont définis, pour : n = 2.
* si:x=0, la série Zun (0) est la série nulle et converge,

n=2
|XI | | , et la série Zu (X) est absolument convergente.
n X +oo n=2

La série de fonctions converge S|mplement sur ]-2,+2[ et ¢ est définie sur cet intervalle.
2|X| 2 2
x2 n?-1+n?"
On en déduit que la série converge normalement sur [0,1].
Comme de plus, toutes les fonctions u, sont continues sur [0,1], ¢ est également continue sur [0,1].
La convergence normale établie précédemment sur [0,1] permet d’écrire :

[[p(0.ax= jz(n - n+xjd _Zj(n - n+xjdx.
T In(n — x) — U S L DY
jdx—[ In(n—x) In(n+x)]0-ln[n+1j In ( j

:x#0,alors : |u, (X)] =

Pour:n=2, 0x0[0,1], on ade plus : |u,(X)| =

nxn+

Puis: On = 2, j(
n
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1
Et la convergence de cette série télescopique donne finalement : IO¢(X).dx =0- In(%j =In(2).

+00 Xn
28. a. Pour tout x réel (ou complexe), ona: € = -
n=o M
b. On peut donc écrire :
& (2.co5K)" & 2.cos))"
Ox OR, e =2% =>u,(x),avec: On=2, 0xOR, U (X =%
n=0 n n=0 n

c. La série de fonctions précédente converge simplement sur [0,2.11.

n

: 2
Elle y converge également normalement puisque : O n O N, Ox O]0,2.1, |un (X)| < —
nl

La série majorante converge car elle correspond au développement en série de e’.

On peut donc écrire : j " @ 20059 gy = ijnm dx I cos(x)".dx.
nl

Puis: On ON, J.O cos(x)".dx = J.O cos(x)”.dx+.[j”cos(x)”.dx =@+ (—1)”).J.0 cos(x)".dx.
Si donc n est impair, I'intégrale est nulle.

. — . 2 n - 4 2.p = LZT 2.p
Posons alors:n=2.p,p ON, et: ; cos(x)".dx = 2. ; cos)“P.dx = 4. X cosx)“P.dx.

On reconnait une intégrale de Wallis, et :

21 R ) doi: 2 2" n oy —
IO cosi)".dx =4 22”( e OU'E'L cosx)".dx =

2 _@p! . _2m
@p)t 2%°(ph)*> T (ph)?

2 2 +o0 1
Finalement : J.O " @ 200500 gy = z —I.J.O "cosx)".dx = Z.EZW
n=0 It p=0

n pair

29. La fonction C alternée.

On commence par poser : O n ON* O0x >0, u,(x) =

(-D"
n*

Pour x réel strictement positif fixé la série z u,(x) vérifie le critére spécial des séries alternées et donc
nx1
converge (le terme général est alterné et décroit en valeur absolue vers 0).
De plus:
1 1 1 . 1
Da>0,DnDN*,DxD[a,+oo),|Rn(x)| Z( )| - < —,do :sup|Rn|s 3
S T e T (e o) (N+1)
Donc la série converge uniformément sur [a,+) et toutes les fonctions u, étant continues sur ]0,+w), on en
déduit la continuité de {; sur ]0,+c).

(=)™ In(n)

X

1-xIn(t)

t x+1

Toutes les fonctions uj, sont de plus de classe C* sur ]0,+w), et : O n O N* Ox >0, u,'(x) =

Considérons alors la fonction Yy de t, pour x fixé, définie par : t—> —— ( ) , de dérivée : ¢, '(t) =

. i ., 1
Y est croissante sur ]0, — [, décroissante sur | — ,+).
X X

Soit maintenant ;: a > 0.

: " . 1 1
Alors : O x O [a,+), la fonction ), est positive est décroissante sur ] — ,+o), donc sur |— ,+).
X a

Par conséquent: On=N=E (lj + 1, O0x O[a,+), la suite (|un'(X)| )nsn €St décroissante et la série
a

D u,'(x) vérifie le critere spécial des séries alternées.

n=N
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Irl( )
+1)°

, OU on a noteé r, le reste d'ordre n de

Donc: On=N, Ox O[a,+e), |r,(x)| = [Upay' ()] <

ZU ()=

k=n+1

cette série alternée.

, In(n : : L .
Enfin: On=N, sup|rn| =< (1)a , etil y a convergence uniforme de la série des dérivées sur [a,+©).

[a,+o0) n+ )

. 1 (=)"In(n)
On en déduit que Z; est de classe C' sur ]0,+), et: 0 x>0, {,'(X) = Z—
n
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