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Réduction d'endomorphismes.  
Exercices 2014-2015 
 
Les indispensables.  
Valeurs propres, vecteurs propres, spectre. 
1. A l’aide de son polynôme caractéristique, déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de 

l’endomorphisme f de �3 dont la matrice dans la base canonique est : 
















−−
=

102

111

102

A .  

 
2. Soit : E = �n[X], et u et v les endomorphismes de E définis par : 

  ∀ P ∈ E, u(P) = P – (X – 1).P’, et : v(P) = (X2 – 1).P’’ + 2.X.P’. 
a. Justifier que u et v sont bien des endomorphismes de E. 
b. A l’aide de la matrice de u et de v dans la base canonique de E, trouver les valeurs propres de ces  
    endomorphismes (on ne cherchera pas les vecteurs propres). 
c. Quelle est la dimension des espaces propres de u et de v ? 
d. Ces endomorphismes sont-ils diagonalisables ? 
 

3. Soient u et v deux endomorphismes d’un �-espace vectoriel de dimension finie qui commutent. 
a. Justifier que u admet au moins une valeur propre. 
b. En déduire que u et v ont au moins un vecteur propre commun. 
 

4. Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie. 
a. Montrer que : (∃ k ∈ �*, 0 ∈ Sp(uk)) ⇒ (0 ∈ Sp(u)). 
b. Montrer que : (0 ∉ Sp(u)) ⇔ (u surjectif). 
 

5. Soient A et B des matrices respectivement dans Mn,p(K) et Mp,n(K). 

On définit les matrices par blocs : 









=

p

n

IB

AI
M

.λ
, 









−
=

p

pnn

IB

I
T

,
1

0
, 











−
−

=
p

pnn

IB

I
T

.

0 ,
2 λ

 

a. En étudiant les produits M.T1 et T2.M, montrer que : )(.)(. .. λχλλχλ AB
n

BA
p = . 

b. En déduire, si A et B sont des matrices carrées de Mn(K), que : ABBA .. χχ = . 

 
6. Soit u un automorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie. 

a. Etablir un lien, pour x non nul, entre )(1 x
u−χ  et 









xu

1χ . 

b. Comparer de même Sp(u) et Sp(u-1). 
 

Diagonalisation, trigonalisation. 

7. Etudier la diagonalisabilité de la matrice : 
















−
−−

−
=

335

335

5511

1A .  

8. Soient A et B deux matrices carrées (n,n) à coefficients complexes, telles que : A.B = B.A.  
On suppose de plus que B admet n valeurs propres distinctes, et on notera u et v les endomorphismes 
canoniquement associés à A et à B. 
a. Montrer que tout vecteur propre de B est vecteur propre de A. 
b. Montrer à l’aide de u et de v que A et B diagonalisent par l’intermédiaire d’une même matrice P. 
c. Montrer que : ∃ (α0,…,αn-1) ∈ �n, A = α0.In + α1.B + … + αn-1.B

n-1. 
 

9. Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie. 
On suppose que : Im(u – idE) ∩ Im(u + idE) = {0}. 
A l’aide du théorème du rang, montrer que u est diagonalisable et préciser dans la mesure du possible ses 
valeurs propres. 
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10. Trigonaliser les matrices : 
















−−
−−
−−

=
221

111

122

1A , et : 
















−
=

311

011

102

2A . 

On pourra utiliser dans chaque cas l’endomorphisme canoniquement associé. 
 

Utilisation de la diagonalisabilité.  
11. Calculer An dans les cas suivants : 

  • 
















=
211

121

112

A ,  • 
















=
300

121

112

A ,     • 



















−−
−−
−−

=

1111

1111

1111

1111

A . 

 
12. Soit : A ∈ M3(�), telle que : Sp(A) = {-2,3,5}. 

Exprimer An en fonction de I3, A et A2, pour tout entier : n ∈ �. 
 

13. Soient (un) définie par : u0 = 1, u1 = 2, et : ∀ n ∈ �, un+2  = 4.un+1 – 3.un, et : 







= +

n

n
n u

u
U 1 , pour : n ∈ �. 

a. Montrer qu’il existe une matrice carrée A, telle que : ∀ n ∈ �, Un+1 = A.Un. 
b. Diagonaliser la matrice A, et en déduire la valeur de un pour tout entier n. 
 

14. Etudier les trois suites récurrentes liées par les relations suivantes : 

   








=
=
=

22

22

0

0

0

0

z

y

x

, et : ∀ n ∈ �, ).2.(
4

1
),.(

3

1
),.2.(

4

1
111 nnnnnnnnnnnn zyxzzyxyzyxx ++=++=++= +++ . 

 

15. Soit A la matrice : 
















−
−−=
110

123

031

A . 

a. Déterminer les valeurs propres de A. 
b. Déterminer les solutions dans M3(�) puis dans M3(�) de l’équation : M2 = A. 
 

16. Soit A la matrice : 







=

31

35
A . 

a. Déterminer une matrice : P ∈ Gl2(�), et une matrice diagonale réelle D telles que : D = P-1.A.P. 
Soit M une matrice de M2(�) telle que : M2 + M = A (E). 
b. Montrer que P-1.M.P est diagonale. 
c. Résoudre l’équation (E). 
 

Polynômes de matrices, utilisation de polynômes. 

17. Soit :
















=
300

121

112

A .  

a. Vérifier que si P est le polynôme caractéristique de A, on a bien : P(A) = 0. 
b. Déterminer le polynôme de plus bas degré normalisé vérifiant l’égalité précédente.  
c. Que venez-vous alors de déterminer ? 
 

18. Soit : A ∈ Mn(�), telle que : A4 = 7.A3 – 12.A².  
a. Déterminer les seules valeurs propres complexes possibles de A. 
b. En déduire que : tr(A) ∈ �, et : tr(A) ≤ 4.n. 
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19. Soit : f ∈ L(E), où E est un espace vectoriel de dimension 3. 
On suppose que : f4 = f2, et que 1 et -1 sont valeurs propres de f. 
Montrer que f est diagonalisable. 
 

20. Soit : M ∈ Mn(�), telle que : M2 + tM = 2.In. 
a. Trouver un polynôme annulateur pour M. 
b. En déduire que M est diagonalisable. 
 

21. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et : p ∈ L(E), tel que p2 soit un projecteur. 
a. Quelles sont les valeurs propres possibles pour p ? 
b. Montrer que p est diagonalisable si et seulement si : p3 = p. 
 

22. Soit u un automorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie. 
Montrer que u-1 est un polynôme en u. 
 

23. Soit u un endomorphisme d’un �-espace vectoriel E de dimension finie. 
On suppose que u admet une unique valeur propre λ. 
a. Quel est le polynôme caractéristique de u ? 
b. A quelle condition u est-il diagonalisable ? 
c. Justifier que (u – λ.idE) est nilpotent. 
 

Sous-espaces vectoriels stables. 
24. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit : u ∈ L(E). 

On suppose qu’il existe : x ∈ E, tel que : (x, u(x), …, un-1(x)) soit une base de E. 
a. Montrer que E est le seul sous-espace vectoriel de E, stable par u qui contienne x.  
    Enoncer une réciproque. 
b. Justifier qu’il existe : (α0, …, αn-1) ∈ Kn, tel que : un(x) = α0.x + α1.u(x) + … + αn-1.u

n-1(x).  
    Montrer que : un = α0.IdE + α1.u + … + αn-1.u

n-1. 
 

25. Soit : 
















=
300

050

001

M , et soit u l'endomorphisme canoniquement associé à M. 

Soit F un sous-espace vectoriel de �3 stable par u et uF l’endomorphisme induit par u dans F. 
a. Justifier que uF est diagonalisable. 
    Que peut-on dire des vecteurs propres de uF ? 
b. En déduire que F admet une base formée de vecteurs propres de u. 
c. Déterminer tous les sous-espace vectoriels de �3 stables par u. 
 

26. Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n. 
a. Soit λ une valeur propre de u et Eλ le sous-espace propre associé. 
    Donner la matrice de u dans une base adaptée à Eλ et en déduire que la dimension de Eλ est inférieure  
    ou égale à la multiplicité de λ. 
b. En déduire que u est diagonalisable si et seulement si la dimension de chaque sous-espace propre est  
    égale à la multiplicité de la valeur propre correspondante. 
 

Les classiques.  
Valeurs propres, vecteurs propres, spectre. 
27. Déterminer les valeurs et vecteurs propres de f, endomorphisme de �3 canoniquement associé à la 

matrice : 
















−−−=
17189

22229

10128

A . 

 
28. Soit : E = C∞(�,�). 

Pour : f ∈ E, on note : u(f) = f’. 
Déterminer les éléments propres de u et montrer en particulier que tout sous-espace propre de u est de 
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dimension 1. 
 

29. Matrices stochastiques. 
On dit qu’une matrice : A ∈ Mn(�), est stochastique si elle vérifie les conditions : 
  • ∀ 1 ≤ i,j ≤ n, ai,j ∈ �+, 

  • ∀ 1 ≤ i ≤ n, 1
1

, =∑
=

n

j
jia . 

Soit A une matrice stochastique. 
a. Montrer que 1 est valeur propre de A. 
b. On suppose que λ est une valeur propre complexe de A et X un vecteur propre de A. 

    On appelle i0 un entier entre 1 et n, tel que : i
ni

i xx
≤≤

=
1
max

0
. 

    Justifier que i0 existe, que : 0x
0i

≠ , puis que : |λ| ≤ 1. 

 
30. Soient A et B deux matrices de Mn(K), telles que : A.B – B.A = A. 

a. Calculer Ak.B – B.Ak, pour : k ∈ �. 
b. On suppose que A n’est pas nilpotente. 
    Montrer alors que l’endomorphisme u de L(Mn(K)) défini par : M a M.B – B.M, admet une infinité de  
    valeurs propres. 
c. En déduire que A est nilpotente. 
 

31. Soit u l'endomorphisme de �2[X] défini par : u(P) = (X + 1).(X – 3).P' – 2.X.P.  
a. Est-ce bien un endomorphisme de �2[X] ? 
Soit λ un réel et P un polynôme. 
b. Montrer que : u(P) = λ.P, si et seulement si P est solution d’une équation différentielle linéaire du  
    premier ordre. 
c. Résoudre cette équation différentielle et trouver une condition sur λ pour qu’elle admette des solutions  
    polynomiales. 
d. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de u. 
e. Généraliser avec �n[X]. 
 

32. Soit A la matrice : 





















=

− 0

0

11

1

2

n

n

n

aa

a

a

aa

A

L

OOM

MOO

L

, avec a1, .., an des complexes deux à deux distincts, non nuls. 

a. En notant P le polynôme défini par : P(X) = χA(X), calculer P(ai), pour : 1 ≤ i ≤ n. 
b. Justifier que P est un polynôme unitaire de degré n. 

c. Donner la décomposition en éléments simples de 

∏
=

−
n

i
iaX

P

1

)(
. 

d. En déduire )det(A  et )det( nIA + . 
 

Diagonalisation, trigonalisation. 
33. Soit, pour n entier, l'application u de Mn(�) dans lui-même, qui à A fait correspondre sa transposée. 

Etudier la diagonalisabilité de u. 
 

34. Soit : 
















−
−

−
=

0

0

0

ba

ca

cb

A ∈ M3(�). 

En distinguant trois cas, étudier si A est diagonalisable dans M3(�). 
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35. Trigonaliser les matrices : 
















−−
−
−−

=
213

212

112

A , 
















−
−=

211

111

110

B , 
















−=
210

100

001

C . 

36. Soit : 



















=

4444

3333

2222

1111

A . 

Montrer avec des arguments simples (sans calculer le polynôme caractéristique) que A est diagonalisable. 
 

37. Soit A une matrice de rang 1. 
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si : tr(A) ≠ 0. 
 

38. Soit E un �-espace vectoriel de dimension finie, soit (e1, …, en) une base de E, et soit f l’endomorphisme 

de E défini par : ∀ 1 ≤ i ≤ n, ∑
=

+=
n

k
kii eeef

1

)( . 

a. Donner la matrice de f dans la base : B = (e1, …, en). 
b. Trouver deux valeurs propres « simples » de f et les sous-espaces propres associés. 
    En déduire les éléments propres de f. 
c. f est-il diagonalisable ? 
    f est-il inversible ? 
 

39. Pour : (a,b) ∈ K2, on note A la matrice : 





























+=+

ab

ab

ba

ba

ba

A n

00

00

0

00

0

00

00

1.2

LLL

OONN

MONM

MM

MNOM

NNOO

LLL

 ∈ M2.n+1(K).  

Etudier si A est diagonalisable ou trigonalisable. 
 

40. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit : f ∈ L(E). 
On note φ l’application de L(E) dans L(E) définie par : ∀ g ∈ L(E), φ(g) = fog – gof. 
Si f est diagonalisable, montrer à l’aide d’une base de E formée de vecteurs propres de f que φ est aussi     
diagonalisable. 
 

Utilisation de la diagonalisabilité.  

41. Soit l’équation : 







=+

11

112 MM , d’inconnue : M ∈ M2(�). 

a. Si M est solution de cette équation, déterminer ses valeurs propres. 
b. Trouver les solutions de l’équation initiale en utilisant un polynôme annulateur. 
 

42. Soient E un �-espace vectoriel de dimension finie n, et : u ∈ L(E), admettant n valeurs propres distinctes. 
On considère l’équation d’inconnue : g ∈ L(E), g2 = u. 
a. Préciser la dimension des espaces propres de u. 
b. Montrer que si g est solution du problème, alors u et g commutent. 
c. En déduire que dans ce cas, les vecteurs propres de u sont vecteurs propres de g. 
d. Déterminer le nombre de solutions de l’équation précédente. 
 

Polynômes de matrices, utilisation de polynômes. 
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43. Soit : A ∈ Mn(�), telle que : A3 = A + In.  
Montrer que : det(A) > 0. 
 

44. On veut résoudre dans M5(�) l’équation : X5 = I5. 
a. Montrer qu’une solution de cette équation est nécessairement diagonalisable. 
b. Résoudre l’équation. 
 

45. Soit A une matrice de Mn(�), telle que : ∀ 1 ≤ i,j ≤ n, ai,j = ai.aj, où : (a1, …, an) ∈ �n. 
Calculer A2, et en déduire si A est diagonalisable (on distinguera deux cas). 
 

46. Soit E un �-espace vectoriel de dimension n et p un projecteur de E.  
On appelle Φ l’endomorphisme de L(E) qui à u fait correspondre pou. 
a. Déterminer les valeurs et les vecteurs propres de Φ.  
b. Est-il diagonalisable ? 
 

47. (voir exercice 22) Soit u l’endomorphisme de K[X] qui à P associe P(2.X). 
a. Justifier que u est un automorphisme de K[X], et déterminer ses valeurs propres. 
b. Peut-on trouver : Q ∈ K[X], tel que : u-1 = Q(u) ? 
 

48. Soient λ et µ deux complexes distincts non nuls, et soient M, A et B trois matrices de Mn(�) telles que : 
  BAI n += , 

  BAM .. µλ += , 

  BAM .. 222 µλ += . 

a. En calculant nIMM ..).(2 µλµλ ++− , montrer que M est inversible et calculer M-1. 

b. Montrer que A et B sont des matrices de projecteurs. 
c. Montrer que M est diagonalisable et déterminer son spectre. 
 

Sous-espaces vectoriels stables. 
49. Soit p un projecteur d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n.  

Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par p. 
a. Soit x un vecteur de F tel que : x = xi + xk, avec : xi ∈ Im(p), xk ∈ ker(p).  
    Montrer que xi et xk appartiennent à F. 
b. En déduire que F s’écrit : F = Fi ⊕ Fk, où : Fi ⊂ Im(p) et Fk ⊂ ker(p). 
c. En déduire tous les sous-espaces vectoriels de E stables par p. 
 

50. Soient : u ∈ L(�n), tel que : nC

n Idu = , E un sous-espace vectoriel de �n stable par u et p un projecteur 

de �n sur E. 

On pose : ∑
=

−

+
=

n

k

knk upu
n

q
0

.
1

1
oo . 

a. Montrer que : Im(q) ⊂ E, puis que : ker(q) ⊕ E = �n. 
b. Montrer que q est le projecteur de �n sur E dans la direction ker(q). 
 

51. Soit T l’endomorphisme de K[X] défini par : P a P(1 – X). 
a. Montrer que T est un automorphisme de K[X]. 
b. Déterminer les valeurs propres de T. 
 

Les plus.  
Valeurs propres, vecteurs propres, spectre. 
52. Soit E l'espace vectoriel des suites convergentes réelles, et u l'application de E dans E qui, à une suite (xn) 

fait correspondre (yn), définie par : ∀ n ∈ �, yn = xn+1. 
a. Vérifier que : u ∈ L(E), et déterminer le spectre de u. 
b. Faire de même pour v, défini par : ∀ (xn) ∈ E, v((xn)) = (yn), avec : y0 = 0, et : ∀ n ∈ �, yn+1 = xn. 
 

53. Soit : E = C0([– π,π],�).  
Pour f élément de E, on note u(f) et v(f) les applications de [-π,+π] dans � définies par : 
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  ∀ x ∈ [-π,+π], u(f)(x) = ∫
+

−
−

π

π
dttftx ).().cos( , et : v(f)(x) = ∫

+

−
−

π

π
dttftx ).().sin( . 

a. Transformer l'écriture de u(f) et v(f) à l’aide d’une linéarisation des sinus et cosinus. 
b. Vérifier que u et v sont bien des endomorphismes de E. 
c. Déterminer les valeurs et vecteurs propres de u et de v. 
 

54. Soit : E = C0(�,�), et ϕ l’application définie par : ϕ(f) = g, avec : 

      ∀ x ∈ �*, ∫=
x

dttf
x

xg
0

).(.
1

)( , 

                      g(0) = f(0). 
a. Montrer que l’on définit ainsi un endomorphisme de E.  
b. Déterminer ses valeurs et vecteurs propres. 
 

55. Soient A et B deux matrices de Mn(K).  
a. Montrer à l’aide d’un vecteur propre que si λ est valeur propre non nulle de (A.B), alors λ est valeur  
    propre de (B.A). 
b. Montrer avec le déterminant que si 0 est valeur propre de (A.B), alors 0 est aussi valeur propre de (B.A). 
c. En déduire que : Sp(A.B) = Sp(B.A). 
 

56. Soit E le sous-espace vectoriel de C0(�+,�) constitué des fonctions f admettant une limite finie en +∞. 
On note u l’endomorphisme de E défini par : ∀ f ∈ E, ∀ x ≥ 0, u(f)(x) = f(x + 1). 
a. Soit λ une valeur propre de u et f un vecteur propre associé. 
    Montrer que si f ne tend pas vers 0 en +∞, alors : λ = 1. 
b. Montrer que 1 est valeur propre de u et déterminer l’espace propre associé. 
c. On suppose à nouveau que λ est valeur propre de u et f est un vecteur propre associé. 
    Montrer que si f tend vers 0 en +∞, alors : |λ| < 1. 
d. Réciproquement, montrer que pour : |λ| < 1, il est possible de définir une fonction f sur �+ à l’aide de  
    conditions sur [0,1] qui soit vecteur propre de u associé à λ. 
 

57. Soit u un endomorphisme de rang 2 d’un K-espace vectoriel de dimension finie. 
a. Donner la matrice de u dans une base adaptée à ker(u). 
b. En déduire χu en fonction de tr(u) et de tr(u2). 
 

Diagonalisation, trigonalisation. 
58. Soient A et B deux matrices de Mn(�). 

a. Exprimer tr(Ak) en fonction des valeurs propres de A, pour tout entier : k ∈ �. 
b. Montrer que : (∀ k ∈ �, tr(Ak) = tr(Bk)) ⇔ (Sp(A) = Sp(B), avec les mêmes multiplicités). 
 

59. Soit A la matrice de M4(�) définie par : 



















=

0010

0010

111

0010

k
A , avec : k ∈ �. 

a. Déterminer rg(A) et en déduire une valeur propre de A. 
b. Montrer que le polynôme caractéristique de A peut se mettre sous la forme : )).(.()( 2 baA −−= λλλλχ . 

c. Montrer que a et b vérifie : kba =+ , 6222 +=+ kba . 
d. Quelles sont les valeurs de k pour lesquelles on a : a = b ? 
    Préciser alors les vecteurs propres associés à cette valeur propre. 
e. Quelles sont les valeurs de k pour lesquelles la matrice est diagonalisable ? 
 

60. Soit φ défini sur Mn(K) par : ∀ M ∈ Mn(K), φ(M) = M + tr(M).In. 
Montrer que φ est diagonalisable. 
 

61. Soit A une matrice de Mn(�), avec : n ≥ 3. 
On suppose que : tr(A) = 0, rg(A) = 2, An ≠ 0. 
Montrer que A est diagonalisable. 
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62. Soit : (a,b,c,d) ∈ �4, et soit : 



















−
−

−
−−−

=

abcd

badc

cdab

dcba

A . 

a. Calculer A.tA, et en déduire le polynôme caractéristique de A. 
b. Trouver les valeurs propres de A et leur ordre de multiplicité. 

c. Montrer que A est diagonalisable dans M4(�) (on pourra poser : ω = ²²² dcb ++ ). 
 

63. Soient α, β, γ des scalaires deux à deux distincts, et : E = K2[X]. 
a. Montrer que l’application u qui à P dans E fait correspondre le reste de la division euclidienne de (X3.P)  
    par (X – α).(X – β).(X – γ) est un endomorphisme de E. 
b. En utilisant une base bien choisie de E, étudier la diagonalisabilité de u. 
 

64. Montrer que tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie sur K peut s’écrire comme 
somme de deux endomorphismes diagonalisables. 
 

Polynômes de matrices, utilisation de polynômes. 
65. Soit : A ∈ M3(�), telle que : A ≠ 0, A3 + A = 0.  

Montrer que A est semblable à 
















−
010

100

000

. 

 
66. Soit A une matrice de M2(�) telle que : ∃ p ∈ �, Ap = I2, et : det(A) = 1. 

Montrer que : A12 = I2. 
 

67. Soit : M ∈ Mn(�), telle que : n
t IMM =+2 . 

a. Montrer que M est inversible si et seulement si : 1 ∉ Sp(M). 
b. Montrer que M est diagonalisable. 
 

68. Soit E un K-espace vectoriel de dimension quelconque, et soit : u ∈ L(E). 
On suppose que P est un polynôme de K[X] tel que : P(u) = 0, P(0) = 0, P’(0) ≠ 0. 
Montrer que : E = Im(u) ⊕ ker(u). 
 

69. Soit : A ∈ Mn(�), et : B = 








A

AA

0
. 

a. A l’aide des polynômes Xk, avec : k ∈ �, montrer que : ∀ P ∈ �[X], P(B) = 








)(0

)('.)(

AP

APAAP
. 

b. En déduire les matrices A telles que B soit diagonalisable. 
 

70. Soit u un endomorphisme d’un �-espace vectoriel E de dimension finie n. 
a. On suppose que : u ∈ Gl(E). 
    Montrer que u est diagonalisable si et seulement si u2 l’est. 
b. Généralisation. Soit : P ∈ �[X], tel que : P’(u) ∈ Gl(E). 
    Montrer que u est diagonalisable si et seulement si P(u) l’est. 
 

71. a. Soit H un hyperplan de Mn(K) ne contenant aucune matrice inversible. 
    Montrer que H contient toutes les matrices nilpotentes de Mn(K). 
b. A l’aide des matrices de la base canonique, en déduire que tout hyperplan H de Mn(K) contient une  
    matrice inversible, et donc est tel que : H ∩ Gln(K) ≠ ∅. 
 

Sous-espaces vectoriels stables. 
72. Soit E un �-espace vectoriel de dimension finie n, et soit f un endomorphisme de E. 

a. Montrer que si f est diagonalisable, tout sous-espace vectoriel de E stable par f admet un  
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    supplémentaire dans E stable par f. 
b. En raisonnant par récurrence, montrer la réciproque de l’implication précédente. 
 

73. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et soit : u ∈ L(E), diagonalisable. 
On note Cu l’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec u. 
a. Montrer que Cu est un sous-espace vectoriel de L(E). 
b. Montrer que : ∀ g ∈ L(E), (g ∈ Cu) ⇔ (∀ λ ∈ Sp(u), Eλ(u) stable par g). 
c. On note, pour : λ ∈ Sp(u), mλ la multiplicité de λ comme valeur propre de u. 
    Déduire de la question b que : ∑

∈

=
)(

2)dim(
uSp

u mC
λ

λ . 

d. On suppose que u admet n valeurs propres distinctes. 
    Montrer que (idE, u, …, un-1) est une base de Cu. 
 

74. Théorème de Cayley-Hamilton. 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u ∈ L(E), F un sous-espace vectoriel de E stable par 
u, û l'endomorphisme induit par u dans F, et χu et χû les polynômes caractéristiques de u et û.  
a. Montrer que χû divise χu. 
Pour la suite, E est un K-espace vectoriel de dimension n, u ∈ L(E), et : x ∈ E, x ≠ 0. 
b. Montrer l'existence de : p ≤ n, tel que : 
      • (x, u(x), …, up-1(x)) est une famille libre de E, 
      • up(x) ∈ Fx où : Fx = Vect(x, u(x), …, up-1(x)). 
c. Montrer alors que Fx est stable par u. 
On note û l'endomorphisme induit par u dans Fx.  
d. Calculer χû en utilisant une base 'naturelle' de Fx.  
e. En déduire que : χû(u)(x) = 0, puis en déduire que : χu(u)(x) = 0. 
f. Conclure par le théorème de Cayley-Hamilton. 
 

75. Théorème : « dans un �-espace vectoriel E de dimension finie, le polynôme caractéristique d’un 
endomorphisme u de E et son polynôme minimal ont les mêmes racines. » 
Soit E un �-espace vectoriel de dimension finie n et : u ∈ L(E). 
a. Montrer qu’il existe au moins un polynôme normalisé annulateur pour u. 
b. Montrer qu’il existe un unique polynôme normalisé annulateur pour u et de plus bas degré qu’on  
    appellera polynôme minimal de u et qu’on notera µu. 
c. Montrer que si λ est valeur propre de u alors λ est racine de µu (on pourra utiliser un vecteur propre  
    associé à λ). 
d. Soit α une racine du polynôme minimal µu de u et on suppose que α n’est pas valeur propre de u. 
    Que peut-on dire alors de l’endomorphisme (u – α.idE) ? 
    En déduire un polynôme annulateur pour u, non nul, de degré strictement inférieur à celui de µu. 
e. Conclure. 


