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Espaces vectoriels (et affines). Chap. 04 : cours complet.

1. Espaces vectoriels réels ou complexes (Sup).

Définition 1.1 : K-espace vectoriel

Soit E un ensemble, K un corps (égal en général a R ou C).

On dit que (E,+,.) est un K-espace vectoriel ou espace vectoriel sur K si et seulement si :
« + est une loi de composition interne sur E : O (x,y) O E?, x+y existe et : x+y O E,
« + est associative : 0 (x,y,z) DE? (x +y) +z=x + (y + 2),
* + possede un élément neutre dans E, en généralnoté 0: Ox OE, x+0=0+Xx =X,
* tout élément de E admet un symeétrique pour la loi + appelé opposé de x :

OxOE,OxXOE, (X =-x),telque:x+x =x+x=0,

ce qui fait alors de (E,+) un groupe,
* + est commutative : 0 (x,y) DE?, x +y =y + X,

ce qui rend le groupe (E,+) commutatif ou abélien,

la loi . ayant de plus les propriétés suivantes :
* c’est une loi de composition externe sur E: OO x O E, OA 0K, A.x existe et : A.x 0 E,
e O(xy) OB, OANOK, A.(X+Yy) =AX+ Ay,
e OXOE, O\ OK? A+ H).X= AX+ HLX,
¢ OxOE, O\ OK? A.p).x = A.(1.X),
s [OxOE, 1.x=xX.

Les éléments de E sont appelés « vecteurs » et ceux de K « scalaires ».

Définition 1.2 : K-algébre
Un ensemble (E,+,[J.) est une K-algébre si et seulement si :
* (E,+,.) est un K-espace vectoriel,
 Oest distributive par rapport a +,
« O(xy) OE, OANOK, A.(xLy) = xtA.y) = (AX)Dy.
Si la loi Oest associative, commutative ou unitaire, on dit de méme que l'algebre est associative,
commutative, unitaire.

Théoréme 1.1 : exemples

Les ensembles suivants sont des R- ou C-espaces vectoriels (suivant les cas), dits espaces vectoriels
de référence.

* les ensembles de n-uplets de réels ou de complexes : R" et C",

* les ensembles de fonctions définies sur | (éventuellement R), a valeurs dans R, C ou un K-espace
vectoriel (E,+,.) : #(I,R), #(I,C) et (I,E),

* les ensembles de polyndmes a coefficients réels ou complexes : R[X], C[X], R.[X] et C,[X],

« les ensembles de suites réelles ou complexes : R et C",

* les ensembles de matrices carrées ou rectangles a coefficients réels ou complexes : e (R), e/ (C),
M o p(R), O 1p(C).
Les ensembles suivants sont des K-algébres :

* Y(I,R), 4(1,C),

* RIX], C[X],

* oM o(R), A o(C).

Démonstration :
Une fois définies les lois dans ces ensembles, la démonstration du fait que ce sont bien des K-espaces
vectoriels ou des K-algebres est immédiate.
On précise donc les lois :
edans R et C": O (X, ..., Xo) OK", O (Y1, ..., o) OK", OX OK,
X1y ooy Xn) + (Y1, oy Vi) = (X2 + V1, oony Xn Y1),
A(Xq, ooy Xn) = (A X, oony AXp).
 dans (I,R), 4(1,C) et ¥(I,E) : O (f,g) O (I,Rou C ou E), OA OK,
(f + g) est la fonction de 1 dans R, C ou E, telle que : O x O I, (f + g)(X) = f(x) + g(x),
A.f est la fonction de | dans R, C ou E, telle que : O x O I, (A.f)(x) = A.f(x),
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et pour 4(1,K), (fxg) est la fonction de | dans K, telle que : O x O I, (fxg)(x) = f(x).g(x),
I'élément unité pour la loi x étant alors la fonction 1 telle que : O x O 1, 1(x) = 1.
C’est alors une K-algébre commutative (la loi x est commutative).
o dans K[X] ou Ky[X] : OP =ap,XP + ... + @, Q=bg X+ ... + by, OA 0K,
pour : N = max(p,q), P + Q = (an + by). X" + ... + (ap + by),
AP =(\ay).X"+ ... +(Aay),

ptq/ Kk
et pour K[X], le produit x est défini par : (P.Q) = Z( a b, J.Xk \
k=0\i=0
I'élément unité étant le polynéme constant égal a 1.
C’est alors une K-algébre commutative.
« dans KM: O (a,)non O K™, O (bp)aoy O KN, DA OK,
(an)nDIN + (bn)nDIN = (an + bn)nDIN-
)\-(an)nDN = ()\-an)nDN-
« dans o/ (R), A o(C), M 1 p(R), 1 p(C) : O (AB) O (e np(K))%, O A DK,

a;,+ b1,1 oA, t bl,n
A+B= : : ,
a,,+by,, a,, +b,,
Aa,, - Aa,
NA=| Do,
Aa,, - Aa,,

n
et pour e ,(K), le produit x est défini par : AxB=C,avec: 01<ij<n,c= Zai’k .bk]j ,
k=1

I'élément unité étant la matrice I,.
C’est alors une K-algébre commutative pour : n = 1, non commutative pour : n = 2.

Définition 1.3 : combinaison linéaire de vecteurs
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
Soit (X;)io une famille (éventuellement infinie) de vecteurs de E.
Une combinaison linéaire des vecteurs de cette famille est un vecteur de E qui s’écrit :Z)\i X; , oules A
iol
sont des scalaires qui sont tous nuls, sauf au plus un nombre fini d’entre eux.
En particulier, si (x)1<i<n €St une famille finie de vecteurs de E, une combinaison linéaire de ces vecteurs

n
est un vecteur de E qui s’écrit : Z)\i X; , ou les A; sont n scalaires.
i=1

Définition 1.4 : sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, et F un sous-ensemble de E.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si (F,+,.) est un K-espace vectoriel (donc
pour les mémes lois que celles de E, ou plus précisément pour les lois induites dans F par celles de E).

Théoréme 1.2 : caractérisation d’'un sous-espace vec toriel
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et F un ensemble.
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
e F est inclus dans E,
* F est non vide,
* F est stable par combinaison linéaire : 0 (x,y) O F?, O (\,u) OK? (A.x + py) OF.

Démonstration :
« Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F est bien inclus dans E, il contient I'élément neutre pour
I'addition (puisque (F,+) est un groupe), c’est-a-dire le vecteur nul, et F est non vide. Enfin, les lois + et .
sont respectivement des lois de composition interne et externe, dont la stabilité de F par combinaison
linéaire en découle.

Chapitre 04 — Espaces vectoriels (et affines) — Cours complet. -5-




» Réciproquement, si F vérifie les conditions proposeées, alors :
e laloi + estinternedans F: O (x,y) OF% pour:A=p=1,1x+1ly=x+yOF,
* laloi + étant associative et commutative dans E, elle le reste dans F,
« F contient 0, puisque, étantnonvide : Ox O F,et: 1.x—-1x=00F,
« tout élément de F a son symétrigue dans Fcar: OxOF, 0.0 + (-1).x=-x O F,
« laloi . est une loi de composition externe dans F puisque : Ox OF, OAOK, 0.0+ Ax=AX0OF,
* les quatre dernieres propriétés étant vraies dans E, elles restent vraies dans F.

Théoréme 1.3 et définition 1.5 : espace vectoriel produit
Soient (E+,.) et (F,+,.) deux K-espaces vectoriels (ou I'on note de la méme facon dans E et F les lois de
composition internes et externes).
Alors les lois + et . définies par :
« O((xy), () O (ExXF)% (xy) + (X)) = (x+X,y+Y),
« O(xy) OExF, OA OK, A.(X,Y) = (A.X,AY),
font de ExF un K-espace vectoriel, appelé espace vectoriel produit de E et de F.

Démonstration :
Avec les lois ainsi définies, on vérifie que les résultats vrais dans E et dans F entrainent les mémes pour
les nouvelles lois dans EXxF.
En particulier, 'élément nul dans ExF est (0,0) et 'opposé d’'un élément (x,y) de ExF est (-x,-y).

2. Combinaisons linéaires et familles (Sup).

Définition 2.1 : famille libre de vecteurs
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;) une famille de vecteurs de E.
On dit que (x;) est une famille libre si et seulement si toute combinaison linéaire nulle de ces vecteurs est
nécessairement a coefficients nuls.
En patrticulier, si la famille (x;) est finie de la forme (x))1<<n, la famille est libre si et seulement si :
O 0o A) OKY, A+ o A0 X, =0) = (A= ... =\, = 0).

Définition 2.2 : famille liée de vecteurs
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;) une famille de vecteurs de E.
La famille (x;) est dite liée si et seulement si elle n'est pas libre.
En particulier, si la famille (x;) est finie de la forme (x;)1<<n, la famille est liée si et seulement si :
O, ..y An) OK", (Mg, ..o, M) # (0, ...,0), A\1.X1 + ... + XX, = 0).

Théoréme 2.1 : caractérisation des familles liées
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;) une famille de vecteurs de E.
La famille est liée si et seulement si I'un des vecteurs de cette famille (on ne sait pas a priori lequel) peut
s’écrire comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

Démonstration :
* Sj la famille est liée, il existe une combinaison linéaire faisant intervenir un nombre fini de vecteurs de
la famille, nulle et a coefficients non tous nuls, soit : O(Aq, ..., Ay) O K", Ap.Xg + ... + A%, = 0.

n

Puisque I'un des coefficient est non nul, on peut supposer que c'est A; et alors : x; = z—)\—".xk ,eton
k=2 1

a bien un des vecteurs de la famille s’écrivant comme combinaison linéaire des autres.

< Si maintenant, I'un d’entre eux s'écrit comme combinaison linéaire des autres, par exemple :

X1 = H2. X2 + ...+ M Xy, alors : 1.X1 — Mo Xo — ... — HUn.Xn = 0.
On vient bien d’obtenir une combinaison linéaire des vecteurs de la famille, nulle et a coefficients non
tous nuls (a cause du coefficient 1).

Théoréme 2.2 : cas ou I'un des vecteurs de la famil  le est nul
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;) une famille de vecteurs de E.
Si la famille comporte le vecteur nul ou deux fois le méme vecteur, la famille est liée.

Démonstration :
« Si la famille comporte le vecteur nul : x; = 0, par exemple, alors : 1.x; = 0, soit une combinaison linéaire
nulle a coefficients non tous nuls de vecteurs de la famille : la famille est liée.
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« Si la famille comporte deux fois le méme vecteur, par exemple : x; = Xy, avec : k # 1, alorson a a
nouveau une combinaison linéaire nulle a coefficients non tous nuls de vecteurs de la famille avec :
1.x;—1.x=0.

Définition 2.3 : rang d’'une famille de vecteurs
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;) une famille de vecteurs de E.
On appelle rang de la famille, lorsqu’il existe, le plus grand nombre de vecteurs de la famille constituant
une famille libre de vecteurs de E, et on le note rg((x)).
Le rang d’'une famille finie de n vecteurs existe donc toujours et est toujours inférieur ou égal a n.

Définition 2.4 : sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et A une famille de vecteurs de E.
On appelle sous-espace vectoriel de E engendré par la famille A 'ensemble noté Vect(A) des
combinaisons linéaires de vecteurs de A, soit :
Vect(A) = {X O E, O(Xq, ..., Xp) O A%, OAq, ..., Ap) O KPy X = ApXg + oon + ApXp)
En particulier, si: A = (X)1<i<n, ON @ : Vect(A) = {x O E, Oy, ...,An) OK", X = Ai.Xg + ... + Ap.Xp}.

Théoréme 2.3 : caractérisation d'un sous-espace vectoriel engendré
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble de E.
Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A, c’est-a-dire :
U G, sous-espace vectoriel de E, (A U G) = (Vect(A) U G).

Démonstration :
Soit G un sous-espace vectoriel de E contenant A.
Alors G étant stable par combinaison linéaire, il contient toute combinaison linéaire de deux vecteurs qui
lui appartiennent (en particulier deux vecteurs quelconques de A) et par récurrence toute combinaison
linéaire d’un nombre fini de vecteurs lui appartenant, ou appartenant a A.
Donc G contient bien Vect(A).

Définition 2.5 : base d’'un K-espace vectoriel
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;) une famille de vecteurs de E.
On dit que (x;) est une base de E si et seulement si c’est une famille libre et génératrice de E.

3. Espaces vectoriels de dimension finie (Sup).

Définition 3.1 : espace vectoriel de dimension fini e
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
On dit que E est de dimension finie sur K si et seulement si E admet une famille génératrice finie.

Théoréme 3.1 : de I'échange
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soient : & = (ey, ..., €p), une famille libre d’éléments de E, et : &’y = (€4, ..., €'g), une famille génératrice
de E.
Alors:p<q.
De plus, on peut échanger p des vecteurs de la famille %’ avec les p vecteurs de la famille % pour
obtenir une nouvelle famille génératrice de E.

Démonstration :

» On sait que e; est combinaison linéaire des vecteurs de %, et les coefficients ne peuvent étre tous
nuls, sinon e; serait nul et la famille % ne pourrait étre libre.
Quitte donc a permuter les vecteurs de %'y, on peut supposer que le coefficient A, ; de e’; dans cette
combinaison : €; = A;1.€"1 + ... Ag1.€'g, €stnon nul : Ay; # 0.

1 LAy
Alors: e’ = — €, —z)\— €, ,et: E=Vect(e'y, ..., €4) O Vect(ey, €', ..., €4 OE,

11 i=2 M 11
d’ou 'égalité des espaces vectoriels et le fait que la famille : %’1 = (e4, €', ..., €'y) est génératrice de E.
« On itere maintenant le processus pour remplacer d’autres vecteurs de %’y par d’autres provenant de
% . Supposons pour cela gu’'on a formé une nouvelle famille %’ génératrice de E en remplacant les k
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premiers vecteurs de la famille &, par ey, ..., e (par exemple), avec :k<p-1,k<qg-1.
Alors : ey O Vect(ey, ..., €, €'k, -y €g), €10 O Aikets «ovs Aoty Aksikets -+ Agrer) O K9, tel que :
€1 = )\1’k+1.el + ...+ )\k’k+1.ek + )\k+1’k+1.e’k+1 + ...+ )\q’k+1.e,q.
Il n'est pas possible d’avoir : Ags1 1 = ... = Agus1 = 0, Sinon la famille (ey, ..., ex1) et donc & serait liée.
Quitte la encore, a permuter les vecteurs €’yy, ..., €'g, 0N peut supposer que : A1 Z 0, et:

, 1 K )\i k+1 )\i k+1
ek+l = ek+1 _Z ’ :

q
e - =
k+Lk+1 i=1 )\k+1,k+1 I i:kz+2)\1,k+1
On en déduit a nouveau que : E = Vect(%'y) O Vect(ey, ..., €1, €2, ... €'¢) O E, et la nouvelle famille :
B = (€1, ..., €1, €s2, ... €g), €St ENCOre genératrice de E.
* Enfin, si: g < p, alors en prenant : k = g — 1, dans la construction précédente, on obtient que :
e'q O Vect(ey, ..., &), puis que : LB’ = (€1, ..., €,) est génératrice de E.
On aurait alors en particulier : g+1 < p, et : eq1 U Vect(ey, ..., €g), et la famille (e, ..., eq4:1), Sous-famille
de la famille &, serait liée, et la famille &% le serait aussi.
Donc on a bien : p < g, et on a obtenu une nouvelle famille génératrice de E en ayant échangé p
vecteurs de la famille %, par ceux de la famille % .

Théoréme 3.2 : existence de bases dans un espace vectoriel de dime  nsion finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie.
Alors E admet une base comportant un nombre fini de vecteurs, et toutes les bases de E comportent le
méme nombre fini de vecteurs.

Démonstration :
* Soit (ey, ..., €p) une famille génératrice de E.
Soit la famille ne comporte que le vecteur nul, etalors : O x O E, x =0.
Dans ce cas, et par convention, on a : E = Vect([).
Soit la famille comporte au moins un vecteur non nul, et on considére alors I'ensemble des cardinaux
des sous-familles libres de cette famille (&;)1<i<n.
Cet ensemble d’entiers est non vide (puisqu’il y a une sous-famille libre comportant un seul vecteur) et
majoré par p : il contient donc un plus grand élément : n < p.
Considérons maintenant une sous-famille libre % a n éléements parmi les (&j):<i<,, €t Supposons pour
simplifier que c’est (ey, ..., €n).
Tout vecteur ey, avec : n <k < p, (s'il y en a) est combinaison linéaire des vecteurs de % car :
O, -y Any, A O K™ non tous nuls tel que:Ap.er+ ...+t Anen+ A =0,
puisque la famille ne peut pas étre libre car comportant trop de vecteurs.
Mais A ne peut étre nul, sinon tous les coefficients seraient nuls (la famille % est libre), et on a donc :
n
ek = Z _L e .
i=1 )\k

Puis tout vecteur de E étant combinaison linéaire de la famille (e,, ..., ), il est encore combinaison
linéaire des vecteurs de % .

On vient donc de démontrer que : O x O E, x 0 Vect(%).

Mais on a aussi évidemment : 0 x O Vect(%), x O E, puisque E est stable par combinaison linéaire.
On a donc établi globalement que : E = Vect(%).

La famille % étant libre par construction, et maintenant génératrice de E, c’est une base de E.

« Soient maintenant deux bases % et %’ de E comportant n et n’ vecteurs.

Puisque % est libre et &2’ est génératrice de E,ona:n<n’.

En échangeant les roles de % et £’, on a évidemment : n’ < n, et finalement : n = n’.

Définition 3.2 : dimension d'un K-espace vectoriel
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
Si E admet une base comportant un nombre fini de vecteurs, on appelle dimension de E le hombre de
vecteurs de cette base qui est donc le méme pour toutes les bases de E.

Théoreme 3.3 : cardinal des familles libres ou génératrices dans u n espace vectoriel de dimension
finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n et (x).<i<, une famille de vecteurs de E.
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Si la famille (x;)1<i<p €St génératrice de E, alors : p 2 n.
Si la famille (x;)1<i<p €St libre, alors : p<n.
On a les équivalences :
((X)1<i<p base de E) < ((X)1<icp libre et : p =n) < ((X)1<icp 9€NEratrice de E et : p = n).

Démonstration :

Soit % une base de E (comportant donc n éléments).
Le théoreme de I'échange montre que si (X)1<i<p €St génératrice de E, alors : p 2 n, puisque % est libre.
De méme, si la famille (x;)1<i<p €St libre, alors : p < n, puisque cette fois, % est génératrice de E.
Il est clair ensuite que :

* ((X)1<icp base de E) = ((Xi)1<i<p libre et : p = n), et :

* ((Xi)1<icp base de E) =((x)1<i<p g€NEratrice de E et : p = n).
Réciproquement, si la famille (x;)i<ip libre et : p = n, alors on peut obtenir a partir de la famille génératrice
% de E, une nouvelle famille génératrice de E en remplacant p vecteurs de % par ceux de (X;)i<i<p.
Mais comme : p = n, cela signifie les remplacer tous, autrement dit la nouvelle famille obtenue, (soit la
famille (x;)1<i<p €N fait) est génératrice de E. Mais comme elle était libre, c’est en fait une base de E.
Si enfin, la famille (x;)i<i<p €St SUpPOSEE genératrice de E, alors elle ne peut étre liée, sinon 'un des
vecteurs, par exemple X, serait combinaison linéaire des vecteurs X, ..., X,.1 et la famille (xy, ..., Xn.1)
serait génératrice de E.
On aurait alors une famille génératrice de E a (n — 1) éléments et une famille libre (%) avec n éléments,
ce qui est impossible.
La famille (x)1<i<p €St donc libre, et étant de plus génératrice de E, c’est une base de E.

Théoréme 3.4 : de la base incompléte
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n et : % = (ey, ..., €,), une base de E.
Si (X4, ..., Xp) est une famille libre de vecteurs de E, alors il est possible de compléter la famille (X, ..., Xp)
a l'aide de vecteurs de % en une nouvelle base de E.

Démonstration :
Puisque (e, ..., €,) est une base de E, c’est une famille génératrice de E.
On sait donc par le théoreme de I'échange que : p < n, et gu'il est possible d’échanger p vecteurs de %
avec les p vecteurs de l'autre famille pour former une nouvelle famille génératrice de E.
Mais puisque cette famille génératrice comporte n vecteurs, soit la dimension de E, c’est une base de E,
et on I'a bien obtenue (autre fagon de voir) en complétant (x;..., X,) a I'aide de vecteurs de %

Théoréme 3.5 : dimension d’'un sous-espace vectoriel dans un espace vectoriel de dimension finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie.
Tout sous-espace vectoriel de E est de dimension finie, inférieure a celle de E.

Démonstration :
Soit : F = {0}, et F est de dimension finie égale a 0.
Sinon, considérons toutes les familles libres de vecteurs de F.
Toutes ces familles ont un cardinal (nombre d’éléments) inférieur a : n = dim(E).
Soit alors p le nombre maximum d’éléments d’une telle famille et : &’ = (e, ..., €;), une telle famille.
Alors &2’ est une base de F.
En effet : Vect(%') O F, puisque %’ est constituée d’éléments de F, lui-méme stable par combinaison
linéaire.
Puis : O x O F, la famille (ey, ..., ep, X) est liée (puisqu'étant formée de plus de p éléments de F).
Donc : O(Ay, ... Ap, Apsr) O KP* A1y oo Apy Api1) 2(0,...,0), Ar.er + ... + Ap.€p + Apir.X = 0,
et Ap+1 N'est pas nul, sinon tous les coefficients seraient nuls, du fait de la liberté de la famille %"
On en déduit que : x 00 Vect(%’), et : F O Vect(%").
Finalement, &’ est génératrice de F et c’est une base de F, qui est donc de dimension : p < n = dim(E).

Théoréme 3.6 : caractérisation du rang d’'une famill e de vecteurs
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;)i<i<p Une famille finie de vecteurs de E.
Alors le rang de la famille (x):<i<, €St €gal a la dimension du sous-espace vectoriel de E engendreé par
cette famille.
Soit donc : rg(xy, ..., Xp) = dim(Vect(Xy, ..., Xp)).

Chapitre 04 — Espaces vectoriels (et affines) — Cours complet. -9-



Démonstration :
Le rang de la famille est le nombre d’éléments de la plus grande sous-famille libre extraite de (X, ..., Xp).
Notons k ce nombre et supposons (pour simplifier que (X, ..., X)) est la famille libre en question.
Alors : O k+1 <i<p, la famille (x4, ..., Xk, X;) est liée, et :
D()\l, e Ay )\,) O Kk+l, ()\1, cer A )\,) * (0, . 0), AXy + o F AXHAX =0
Mais A; ne peut étre nul, sinon la liberté de (xy, ..., X) entrainerait la nullité de tous les coefficients.
On en déduit que x; est combinaison linéaire de la famille (xy, ..., Xy).
On constate ensuite que : Vect(Xy, ..., Xk) O Vect(xy, ..., Xp),
et ce qu’on vient d’établir montre que toute combinaison linéaire de (xy, ... Xp) peut se réécrire en une
combinaison linéaire de (x4, ..., Xk), ce qui nous donne : Vect(xy, ..., Xp) O Vect(Xy, ..., Xq), d’'ou I'égalité.
La famille (x,, ..., X) étant libre et génératrice de Vect(x,, ..., Xp), elle en constitue une base et :
dim(Vect(xy, ..., Xp)) = k =rg(Xy, ..., Xp).

Théoréme 3.7 : égalité de sous-espaces vectoriels d  ans un espace vectoriel de dimension finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
Soient F et G des sous-espaces vectoriels de dimension finie de E.
Alors : (F=G) = (F OG, et: dim(F) = dim(G)).
En patrticulier, si E est lui-méme de dimension finie, pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a :
(E =F) = (dim(F) = dim(E)).

Démonstration :
Si: F =G, il estimmédiat que : F O G, et : dim(F) = dim(G).
Si reciproquement, F O G, et : dim(F) = dim(G), soit : & = (ey, ..., &), une base de F.
Alors : F = Vect(ey, ..., €p).
Mais % est aussi une famille d’éléments de G, libre, et comportant : p = dim(G), éléments. Donc c’est
une base de G et : G = Vect(ey, ..., ;) = F.
La deuxiéme équivalence vient du fait qu’'on a toujours : F O E.

4. Applications linéaires (Sup).

Définition 4.1 : application linéaire entre K-espac  es vectoriels, #E,F)
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels.
On dit que u est une application de E dans F est linéaire si et seulement si :
O(xy) OE? OA,W) OK? ud.x + py) = Ad.u(x) + p.u(y).
L'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté £ (E,F), et on note : £ (E,E) = £ (E).

Théoreme 4.1 : structure de K-espace vectoriel de  _#E,F)
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels.
£ (E,F) peut étre muni d’'une structure de K-espace vectoriel et £ (E) d’'une structure de K-algébre.

Démonstration :
Comme au début du chapitre, on précise les lois utilisées et la démonstration du fait que I'on a bien un
K-espace vectoriel ou une K-algebre, se prouve sans difficulté particuliere.
Pour cela, donc : O (u,v) O %(E,F), O (\,u) OK?,
* (u+v) est I'application linéaire de E dans F définie par : O x O E, (u+v)(x) = u(x) + v(x),
* (A.u) est I'application linéaire de E dans F définie par : O x O E, (A.u)(x) = A.u(x),
et pour £ (E), la deuxiéme application interne qui en fait une K-algébre est définie par :
« O (u,v) OZ(E)? Ox OE, (uov)(x) = u(v(x)),
I'élément unité étant I'application identité (qui est bien linéaire) de E dans E.
Cette algebre est en général non commutative.

Définition 4.2 : le groupe linéaire d’'un espace vec  toriel
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
L'ensemble des automorphismes de E forme un groupe pour la composition des applications, appelé
groupe linéaire de E et noté GI(E).

Définition 4.3 : morphisme, endomorphisme, isomorph isme, automorphisme
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels.
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Une application linéaire de E dans F est appelée morphisme ou homomorphisme de E dans F.
Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans lui-méme.

Un isomorphisme de E dans F est une application linéaire bijective de E dans F.

Un automorphisme de E est une application linéaire bijective de E dans lui-méme.

Définition 4.4 : image et noyau d’'une application|  inéaire
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels, et : u [ £ (E,F).
On appelle image de u et hoyau de u les ensembles :
eImuU)={yOF OxOE,y=uX)}
* ker(u) = {x O E, u(x) = 0}.

Théoréme 4.2 : image et noyau d’'un morphisme sontd  es sous-espaces vectoriels
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels, et : u 1 £ (E,F).
Alors Im(u) est un sous-espace vectoriel de F et ker(u) un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration :
* Im(u) est inclus dans F, il est non vide, car : 0 = u(0) O Im(u).
Enfin : O (y,y) O (Im(u))%, O AN) OK? Ox,x) OE% y=u(x),y = u(x), et:
Ay + ALY =Au(x) + N.u(X) = uA.x + A.x) O Im(u).
* ker(u) estinclus dans E, il est non vide, car : u(0) =0, et : 0 O ker(u).
Enfin: O (x,x) O (ker(u))?, O A\N) O K%, u(d.x + A.x) = A.u(X) + N.u(x) =0, et : [A.x + X\".x] O ker(u).

Théoréme 4.3 : caractérisation de l'injectivité et de la surjectivité
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels et : u 0 £ (E,F).
Alors :

 (uinjective) = (ker(u) ={0}).
* (u surjective) < (Im(u) = F).

Démonstration :
» Supposons u linéaire et injective. Alors 0 a un seul antécédent par u qui est 0, et : ker(u) = {0}.
Si maintenant : ker(u) = {0}, alors :
0 (x,x') O E?, (u(x) = u(x)) = (u( x — x) =0) = (x — x’ O ker(u)) = (x—x' =0, et : x = X) : u est injective.
* Soit: u O L (E,F).
Alors : u surjective, si et seulementsi: (Oy OF, Ox OE, y =u(x)), ouencore : (Oy OF,yOIm(u)).
Donc c’est bien équivalent a : F Im(u).

Théoréme 4.4 : caractérisation d’'une application li  néaire par son action sur une somme directe
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels.

n
Soient Ey, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E tels que : E=[E,, et (u))1<i<n une famille telle que :
i=1

O1<i<gn,uy Dg(E“F)
Alors il existe une unique application linéaire : u O £ (E,F), telleque: 01<i<n, u, =u E -

Démonstration :
Supposons que u existe.
Alors, pour tout vecteur x se décomposant en : X = X; + ... X,, suivant la somme directe, on a :
U(X) = u(Xg) + ... u(Xp) = ug(Xy) + ... + Up(Xp).
Réciproquement, montrons que u définie par la formule précédente convient.
» C’est bien une application de E dans E, puisque pour un x donné, la décomposition est unique et u(x)
aussi.
e Pour:xOE,x=0+...+0+x+0+ ... +0, sadécomposition suivant la somme directe, alors :
u(x) = us(0) + ... + Ui.1(0) + Ui(X) + U1 (0) + ... + Uy(0) = ui(0),
et la restriction de u a E; est bien u.
* u est linéaire, car :
OX=X1+...+x 0E, Oy=y, + ... +y, OE, (avec leur décomposition), 0 (A,p) O K?,
(A.Xx + .y) se décompose en: (A.X; + lLy1) + ... + (A.X, + WL.Yy), car cette décomposition convient et elle
est unique, et : U(A.X + LY) = Ug(A.Xy + lLY1) + ... + Up(A.X, + LY,), par définition de u, d'ou :
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UAX + LY) = AUg(X1) + HUs(Y1) + ...+ AUn(Xn) + HUn(Yn) = A.U(X) + pLu(y).

Théoréme 4.5 : isomorphisme entre I'image d’un morp hisme et un supplémentaire de son noyau
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels et : u 0 £ (E,F).
Soit E’ un supplémentaire de ker(u) dans E.
Alors u permet de définir un isomorphisme de E’ sur Im(u).

Démonstration :
Soit u’ I'application définie par : O x O E’, u'(x) = u(x) OIm(u).
On a bien défini une application linéaire (c’est immédiat) de E’ dans Im(u).
* U’ est injective car :
OxOFE, (xOker(u)) = (U'(X) = u(x) =0) = (x O ker(u)). Donc : x O (ker(u)nE’), et : x = 0.
U’ est surjective car :
Oy OlIm(u), Ox OE, u(x) =y. Or x peut se décomposer en : X = X' + Xo, avec : X' O E’, Xo O ker(u).
Donc :y = u(x’) + u(Xe) = u(x’) = u'(x), et:y dIm(u’).
Finalement : Im(u) O Im(u’), et l'autre inclusion étant immédiate, u’ est bien surjective.

5. Applications linéaires en dimension finie (Sup).

Théoréme 5.1 : famille génératrice de I'image d’'un morphisme en dimension finie
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels, E de dimension finie et : u [ £ (E,F).
Soit: & = (ey, ..., €y), une famille génératrice de E.
Alors (u(ey), ..., u(en)) est une famille génératrice de Im(u).
En particulier, Im(u) est un sous-espace vectoriel de F de dimension finie, inférieure a celle de E.

Démonstration :
On a immédiatement :
OxOE, O(Xg, ..., Xp) DK™, X=X3.€1 + ... + Xn.€p, €t donc : u(X) = xg.u(ey) + ... + Xp.u(ey).
Donc : Im(u) O Vect(u(ey), ..., u(en)).
Comme par ailleurs, il est clair que : 0 1 <i<n, u(e) O Im(u), comme sous-espace vectoriel de F donc
stable par combinaison linéaire, on a aussi : Vect(u(ey), ..., u(ey)) O Im(u).
On en déduit bien I'égalité et le fait que (u(e1), ..., u(e,)) est bien génératrice de Im(u).

Théoréme 5.2 : caractérisation d’'une application li  néaire par les images des vecteurs d’'une base
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels, E de dimension finie n.
Soit: % = (ey, ..., €n), Une base de E, et (ay, ..., a,) une famille de vecteurs de F.
Alors : Jlu O L (EF), J1<i<n, u(e) = a.
Autrement dit, une application linéaire de E dans F est entierement définie par la donnée des images
des vecteurs d’'une base de I'espace de départ E.

Démonstration :
Pour tout vecteur x de E, on peut I'écrire sous la forme : X = X;.e1 + ... + X,.€.
Dans ce cas, si une application u répondant aux critéres proposés existe, alors : u(x) = xg.a; + ... + an.Xn.
Donc si u existe, ¢ca ne peut étre que I'application que I'on vient de décrire.
Réciproguement, soit u définie telle qu’au dessus.
Alors u est bien une application de E dans F, puisque la décomposition d’'un vecteur x quelconque de E
étant unique, u(x) est défini de fagon unique et appartient bien a F.
De plus, u est linéaire.
Eneffet: O (x,y) DE% OAW) OK2% X=X.€1+ ... + X0.€n, Y = Y1.€1 + ... + Yp.€,, €t:
AX+ WY = (AX + Lyp).er + ... + (AX, + WLYn).€n, et par construction de u :
UAX + LY) = (AXy + ly1).as + ... + (AX, + JLYn).an = Au(X) + pLu(y).
Enfin, u répond bien aux conditions :
Ol<i<n,e=0e+..+0e,:+1e+0e,+...+0.e,et:ule)=1a=a.
Donc le u trouvé convient et il est bien unique.

Définition 5.1 : rang d’'une application linéaire en dimension finie
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels, E de dimension finie, et : u 0 £ (E,F).
On appelle rang de u la dimension de Im(u) : rg(u) = dim(Im(u)).

Chapitre 04 — Espaces vectoriels (et affines) — Cours complet. -12 -



Théoréme 5.3 : du rang
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels, E de dimension finie et : u [ £ (E,F).
Alors : dim(Im(u)) + dim(ker(u)) = dim(E).

Démonstration:
Puisque E est de dimension finie, Im(u) aussi.
Soit (a, ..., a,) une base de Im(u), et (ey, ..., €p) une famille de vecteurs de E, antécédents des (a).
Considérons également une base (e’y, ..., €'y) de ker(u), et montrons que la réunion (e, ..., €, €', ..., €'g)
forme une base de E.
Soit donc une combinaison linéaire nulle de ces vecteurs : Aj.e; + ... + A€, + (€1 + ... + Hg.€' = 0.
En prenant I'image par u de cette combinaison linéaire, cela donne : A.a; + ... + A\p.a, = 0,
mais comme la famille (ay, ..., a,) est libre, comme base de Im(u), on en déduit: A; = ... = A, =0.
Puis : py.€'; + ... + Hq.€’qg = 0, entraine également : yy, = ... = lg = 0, puisque la famille (e'y, ..., €'y),
comme base de ker(u), est libre.
Il est clair ensuite que : Vect(ey, ..., e, €', ..., €g) OE.
Enfin, soit: x O E.
Alors : u(x) O Im(u), et : O(Aq, ..., Ap) OKP u(X) =Ap.ag + ... + Ap.ap = Aru(er) + ... + Ap.u(ep).
Donc : u(X—Az.e1— ... —Ap.€p) =0, et: O(ty, ..., hg) DK X = A1 — ... —=Ap.€p = Hp.€'1 + ... + [g.€g
Finalement : x 0O Vect(ey, ..., €, €', ..., €), et la famille proposée est bien génératrice de E.
C’est bien une base de E, donc : dim(E) = p + q = dim(Im(u)) + dim(ker(u)).

Théoréme 5.4 : caractérisation des isomorphismes en  tre espaces de dimension finie
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie, u 10 £ (E,F).
Il'y a équivalence entre les propositions suivantes :
* u est un isomorphisme de E sur F,
* u est injective et : dim(E) = dim(F),
* U est surjective et : dim(E) = dim(F).
En particulier, pour : u O % (E), toujours avec E de dimension finie, on a les équivalences :
(u bijective) < (u injective) < (u surjective).

Démonstration :
C’est une conséquence presque immédiate du théoréme du rang.
Si u est un isomorphisme de E sur F, alors u est injective et surjective, donc : Im(u) = F, ker(u) = {0}.
Donc : dim(E) = dim(Im(u)) + dim(ker(u)) = dim(F) + 0 = dim(F).
Réciproquement, si u est injective, avec : dim(E) = dim(F), alors : ker(u) = {0}, et :
dim(Im(u)) = dim(E) — dim(ker(u)) = dim(F).
Oron ade plus : Im(u) O F, donc : Im(u) = F, et u est surjective, donc constitue bien un isomorphisme de
E sur F.
De méme si u est surjective, avec : dim(E) = dim(F), alors : dim(ker(u)) = dim(E) — dim(F) = 0.
Donc u est injective et constitue bien a nouveau un isomorphisme de E sur F.
Le cas d'applications de E dans E, espace vectoriel de dimension finie, est un cas particulier.

Théoréme 5.5 : conservation du rang par isomorphism e
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie, u un isomorphisme de E sur F.
Soit (X4, ... ,X,) une famille de vecteurs de E.
Alors : rg(Xy, ... ,Xn) = rg(u(xy), ..., u(xy)).

Démonstration :
Soit: E' = Vect(Xy, ..., Xp).
Alors : rg(xy, ..., X») = dim(E’).= p, et on peut considérer une base (ey, ..., €,) de E’.
Montrons que (u(es), ..., u(ep)) est une base de Vect(u(xy), ..., U(xn)).
* Ona: Oy 0OVect(u(ey), ..., u(ep)), OQAq, ..., Ap) OKP,y = Aruer) + ...+ Apu(ep) = U(Ar.er + ... + Ap.€p).
Or: (A.ei+ ... + A,.ep) OE’, donc est combinaison linéaire des (Xi)1<i<n, €t SON image est combinaison
linéaire des (u(x;))1<icn. A ce titre, y appartient a Vect(u(xs), ..., u(X,)).
Soit maintenant : y O Vect(u(xy), ..., U(Xn))-
Alors : O(Aq, ..., Ap) O K" = Anu(Xy) + ...+ ApU(Xy) = UAALXy + ..+ ApXn), €t (A Xg + ...+ M%) O E
Donc (A1.X1 + ... + An.Xy) est combinaison linéaire des (e)):<i<, €t SON image est dans Vect(u(ey), ..., u(ep)).
Finalement : Vect(u(xy), ..., u(x,)) = Vect(u(ey), ..., u(ep)).
* La famille (u(ey), ..., u(ep)) est par ailleurs libre, puisque u est injective.
En effet, sion a: Aj.u(ey) + ...+ Ap.u(ep) =0, alors : u(A.e; + ... + Ap.ep) =0, et: (Ar.es + ... + A,.ep) = 0.
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Mais la famille (ej).<i<, €tant libre, tous les coefficients sont nuls.
* Finalement, (u(e1), ..., u(ep)) est une base de Vect(u(xy), ..., U(xn)), et : dim(Vect(u(xi), ..., u(x,))) = p
On a bien : rg(xy, ... ,Xn) = rg(u(Xy), ... , u(xy)).

Théoréme 5.6 : dimension de AE,F)
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors £ (E,F) est de dimension finie et : dim(¥ (E,F)) = dim(E).dim(F).
En particulier, toujours si E est de dimension finie, £ (E) a pour dimension (dim(E))°.

Démonstration :
Considérons une base : & = (ey, ..., €,), de E etune base : &’ = (€', ..., €'), de F.
Puis, soit la famille 2/ des applications linéaires (u;;)1<i<n 1<j<p d€finies par 'image des vecteurs de % :
O1<i<n, O 1Sj£p, O0l<k<n, Ui’j(ek) =6i’k.e’j,
ou gk est le symbole de Kronnecker, valant 1 si: i =k, 0 sinon.
La famille ¢/ est une base de ¥ (E,F).
* Elle est libre.

Eneffet, si: Y A u,;=0,alors: 01<ksn, Y A U, (6)=0= ZAkJe

I<i<nl<j<p I<i<nl<j<p
Comme la famille (e'y, ..., €’;) est libre, on en déduitque : D1 <k<n, O 1 <j<p, A =0.
* Elle est génératrice de £ (E,F).
On a évidemment : Vect(#/) O £ (E,F), car ce sont bien des applications linéaires de E dans F, et
% (E,F) est stable par combinaison linéaire.

Puis: DuO ¥(EF), 01<ks<n, u(ek)—ZakJe = Ya,u,k) ( Dau; j(ek

j=1 I<igni<j<p I<i<nl<j<p

Donc u et ( Zai’j 'ui’jj sont deux applications linéaires de E dans F qui associent aux vecteurs de la
I<isnl<j<p

base % les mémes images : elles sont donc égales, soit : U = Zam— il
I<isn]l<j<p

On vient donc de montrer que : £ (E,F) O Vect(#), et finalement : £ (E,F) = Vect(#).
» Puisque ¥ (E,F) admet une famille génératrice finie, c’est un K-espace vectoriel de dimension finie, et
sa dimension vaut le nombre de vecteurs dans la famille ¢/, soit : dim(¥£(E,F)) = n.p = dim(E).dim(F).

6. Matrices (Sup).

Définition 6.1 et théoréme 6.1 : les espaces vectoriels de matrices
L'ensemble o/ , ,(K) des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K peut étre muni d'une
structure de K-espace vectoriel de dimension n.p.

Démonstration :
Les lois qui font de ces ensembles des K-espaces vectoriels ont été reprécisées au début.
La structure de K-espace vectoriel s’obtient alors sans difficulté.
Pour la dimension de e/, ,(K), on utilise la famille (E;;)1<i<n,1<j<p, définie par :
Ol<isn O1l<j<p,01<usn O1<vs<p, E™=8,9.,
autrement dit, la matrice E;; est constituée de 0, sauf le terme d'indices i et j (& I'intersection de la i jem
ligne et de la j*™ colonne) qui seul vaut 1.
Cette famille est génératrice de e/, (K), puisque :

n b
OA DA np(K), A= zzai,j -Ei,j et : oM np(K) U Vect((Eij)isisn 1<i<p), PUIS 1 oM 1 p(K) = VeCt((Ei )1<ien 1<i<p)-

i=1 j=1

n p

D’autre part, la famille est libre, puisque si : ZZai’j E ;= 0, alors tous les coefficients (a;;) sont nuls.
i=1 j=1

Cette famille est appelée base canonique de o, 5(K).

Donc e/, 5(K) est de dimension n.p.
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Définition 6.2 : produit de matrices
Pour : A O e p(K), B O e# , o(K), on définit la matrice produit : C O e, 4(K), de A par B, par :

p
Ol<isn O1<j<q,cj= ) 8D,
k=1

Théoréme 6.2 : structure de groupe et d'algébre pou r o, (K)
L’ensemble o (K) des matrices carrées a n lignes et n colonnes a coefficients dans K peut étre muni
d’une structure de K-algébre de dimension n?.
L’ensemble des matrices carrées inversibles de e/ ,(K) est un groupe pour la multiplication des matrices
noté Gl,(K), et appelé groupe linéaire d’ordre n.

Démonstration :
La encore, on précise la deuxiéme loi interne, multiplicative, comme on I'a fait dans le premier théoréme
du chapitre, pour obtenir :

n
O(AB) O(e#o(K)> AB=C,o0:01<ijsn, c;= Y a, b,
k=1

et les propriétés attendues se démontrent sans probleme. L’algebre e (K) est associative, unitaire,
d’élément unité la matrice I,, et non commutative pour : n = 2.

Définition 6.3 : matrice transposée d'une matrice
Soit : A O e 5(K).
On appelle transposée de A la matrice notée : A’ = 'A appartenant a e/ , ,(K), définie par :
DlSiSp, Dlsjsn,a’u-:aj,i,
etona: A O, (K), (A) =A.

Définition 6.4 : matrice symétrique, antisymétrique
On dit qu’'une matrice A de e/ ,(K) est :
* symétrique si et seulement si : ‘A=A,
« antisymétrique si et seulement si : 'A = — A.
L'ensemble des matrices symétriques nxn est noté &',(K) et celui des matrices antisymétriques o/ (K).

Théoréeme 6.3 : dimension et supplémentarité de  Jh(K) et o4 (K)
La transposition est une application linéaire de e/, ,(K) dans e , o(K).
Les ensembles (K) et o/ (K) forment des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans o/ ,(K) de
n(n+1 n(n-1
(n+D) . n( 2 )

dimensions respectives

Démonstration :
« Il est clair que : 0 (A,B) O (e 1p(K))%, O (A,w) OK* C=AA+pB,ona:
‘C=C,avec:01<i<p,01<j<n,ciyj=¢c;=Aa;+ by et:'C=NA+p'B.
* Pour la supplémentarité, on peut travailler par analyse-synthése.
En effet, soit M une matrice de e/ ,(K).
Alors si on peut trouver : S [0 &,(K), et : A O o/ (K), tellesque : M =S + A, alors :

'M=S—-A et:S= %.(M+tM), et: A= %.(M—tM).
Réciproquement, I'unique couple (S,A) trouvé convient puisque :
S=%fM+M)=S%=%fM—MF—A£tS+A:M
Donc pour toute matrice M de e# ,(K), il existe un unique couple appartenant a of,(K)x<v/,(K), dont la
somme est égale a M : les deux espaces sont bien supplémentaires dans e/ (K).

« Pour leur dimension, on propose une base en disant, par exemple pour &»(K), que :
OSOdN(K), O1<i,j<n,sj=s;, et enreprenant la base canonique de e/ ,(K), on obtient :

n n-1 n
S=2 8B+ 2.8, (B, *E)).
i=1 i=1 j=i+l
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On obtient ainsi une famille génératrice de &(K), dont on montre sans difficulté qu’elle est libre.
(n-Y.n _n(n+l

C’est donc une base de &',(K), qui comporte : n+ > , éléments.

De méme, on montre que la famille ((E;j — E;;))1<i<n-1,i+1<j<n, CONStitue une base de <¥/(K), qui est donc de
. : n-21.n : : n(n+1

dimension : u (ou de dimension : n?— g).

2

Définition 6.5 : matrice définie par blocs
On peut définir une matrice : M O e/ .5 2++(K), par blocs de la fagon suivante :

A C
Mz(B é}auADMMMLCDMmm)BDMmmyDDM¢m.

Définition 6.6 : matrices triangulaires ou diagonal es par blocs
Une matrice : M O o# 45 2+(K), €crite par blocs sous la forme :

A C
Mz(B é}auADMMMLCDMmm)BDMmmyDDM¢m,

est dite triangulaire par blocs si et seulement sion a: B = 0, et diagonale par blocssi: B=0, et: C=0.

Théoréme 6.4 : somme et produit de matrices par blo  cs
Pour M et M’ des matrices de o/ . 4+(K), écrites par blocs sous la forme :

A C A" C
M= , M'= :
B D B' D
ol 1 (AA) O (e p4(K))%, (C,C) O (A p,(K))?, (B,B) O (e 5,4(K))?, (D,D") O (A 5,(K))?,
A+A'" C+C
B+B D+D')
De méme, pour M et M’ écrites par blocs ayant des types compatibles, on a :
MM = A.A+CB' AC+CD'
"~ |BA+DB BC+DD')

ona:M+M =

Démonstration :
Il suffit de constater que dans les sommes ou les produits proposés, les coefficients obtenus par les
deux formules coincident.

7. Matrice des coordonnées d’'un vecteur dans une ba  se, matrice de changement de base (Sup).

Définition 7.1 : matrice des coordonnées d’'un vecte ur dans une base
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni d'une base : % = (e, ..., €n).

n
Un vecteur x de E admet une unique décomposition selon la base % de E de la forme : x = ZXi £ .
i=1
Xl

On définit la matrice colonne : X O e ,1(K), des coordonnées de x dans %, en posant : X =

Définition 7.2 : matrice de changement de base (mat rice de passage)
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni de deux bases : % = (g), et : &' = (e).

n
Onadonc:O1<j<n ej= > p & .
i=1

On appelle matrice de passage de . a %’ la matrice : P [0 e/ (K), ainsi obtenue.
La matrice P est donc construite en écrivant en colonnes les coordonnées des vecteurs de %’ exprimés
dans la base % .
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Théoréme 7.1 : lien entre les coordonnées d’'un méme vecteur dans différentes bases
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni de deux bases : % = (e), et : &’ = ('), et
soit P la matrice de passage de % a .%3".
Soit x un vecteur de E, X et X' les matrices colonnes de ses coordonnées dans les bases % et %"
Alors : X = P.X".

Démonstration :
I suffit d’exprimer les différentes écritures d’un vecteur donné :

n n n n n n
OxOEx=) X6 =) X & =)X,2p, 8 :Z( pi]j.x'jjei , etdonc :
i=1 j=1 j=1 i=1 =1

n
O1<i<sn,x= Zpi’j .x'j , ce qui globalement, s’écrit bien : X = P.X".
=1

8. Matrice représentative d'une application linéair e dans des bases (Sup).

Définition 8.1 : matrice représentative d’'une appli  cation linéaire dans des bases
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie p et n, munis de bases .% et €.

Soit : u O L (E,F).

n
Pour tout : 1 <j < p, et tout vecteur g; de %, on note : u(e) = Zai’j.fi :
i=1
La matrice A ainsi obtenue est la matrice représentative de u dans les bases % et €.
Elle est donc construite en écrivant en colonnes les coordonnées des images des vecteurs de la base
% exprimées dans la base C.
On la note parfois : A = mat(u,% ,C).

Théoréme 8.1 : isomorphisme entre  o#,,(K) et #(E,F)
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie p et n, munis de bases .% et €.
Alors : 0 (u,v) O Z(E,F)? O\ OK? mat(\.utpv, £,€) = \.mat(u,2,C) + p.mat(v,%,c).
L'application de & (E,F) dans e/, ,(K) qui & une application linéaire u de E dans F, fait correspondre
mat(u,% ,C), est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

Démonstration :
e Soient u et v des éléments de £ (E,F), A et i des scalaires.
Notons : & = (by, ..., bp), €=(cy, ..., Cy), et : U = mat(u,£,0), V = mat(v,% ,C).

n n n
Alors : 01<j<p, Au+pv)(0) =Au(b) + wv(o) =A D U &+ 1DV 6= D (AU +lv,;)c, .

i=1 i=1 i=1
Il est alors clair, en écrivant les matrices, que : mat(A.u+u.v,.2 ,©) = A.U + L.V, ce que 'on voulait.
* Les espaces de départ et d'arrivée étant de méme dimension égale a n.p, il suffit maintenant de
démontrer que I'application considérée est injective.
Or si la matrice représentative de u dans les bases % et € est nulle, c’est que tout vecteur de .% a pour
image le vecteur nulle. Mais comme I'application nulle a cette propriété, et qu’il n’y a qu’une seule
application linéaire de E dans F a 'avoir, c’est que : u = 0.

Théoreme 8.2 : traduction matricielle du lien entre un vecteur et son image par un morphisme
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie p et n, munis de bases .% et €.
Soit : u O ¥ (E,F), de matrice représentative A dans les bases % et €.

Pour un vecteur x de E, on note X la matrice colonne de ses coordonnées dans la base %, et Y la
matrice colonne des coordonnées de son image : y = u(x), dans la base €.
Alors : Y = A.X.

Démonstration :
Soit: % = (by, ..., by), et: € =(cy, ..., Cn).

Alors: OxOE, x = Zp:xj.bj ,et:y=u(x) = Zn:yi C, :zp:xj.u(bj) :Zp:xj.zn:ai,j.ci :Zn:( 3 ai,j.xj].ci ,
j=1 i=1 j=1 ==l i=1
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ce qui correspond biena: Y = AX.

Définition 8.2 : application linéaire ou endomorphi sme canoniguement associé a une matrice
Soit : (n,p) O N**, et : A 0 oA, (K).
L'application linéaire u de KP dans K", telle que : mat(u,%,, %) = A, ol %, et &, désignent les bases
canoniques respectives de K et K", est appelée application linéaire canoniquement associée a A.
Dans le cas ou : n = p, u est 'endomorphisme canoniquement associé a A.

Théoréme 8.3 : matrice d’'une composée
Soient (E,+,.), (F,+,.), (G,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie, munis de bases %, C et @ .

Alors : O (u,v) O £ (E,F)x¥£ (F,G), mat(vou,%,2) = mat(v,C,2 ).mat(u, % ,C).

Démonstration :
Notons : & = (by, .., bg), €= (Cy, ..., Cp), €1 : D =(dy, ..., dy),
puis : U = mat(u,%,©), V = mat(v,C,9), et : W = mat(vou,% ,9).
Alors: 0 1<k<q,

n p p p n n p
vou(by) = D w,, d; v(u(by)) = v(z Uj .cjj =Y up V) =D U D v d = Z( Vi .uj,k}di :
i=1 j=1 j=1 j=1 j=1

i=1 i=

p
Donc:0O1<isn, 01<k<q,wyg= ZVLj u;, , ce qui correspond bien au produit matriciel annoncé.
=1

Théoréme 8.4 : liens entre les matrices de passage  pour trois bases de I'espace
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni de trois bases : . % = (&) 1<i<n, L’ = (€") 1<izns
et: B’ = (e”i)lsisn.
Alors la matrice de passage P de % a %2’ vérifie : Py ¢ = mat(idg, 8, 9%).
De plUS ‘P .9 =Py %.Pg o
Par ailleurs, les matrices P et P’ de passage de %2 a %2’ et de B’ a % sont inverses I'une de 'autre.
Enfin, la relation : Py % = P 4P - peut se retrouver en utilisant le lien existant entre les
coordonnées d'un méme vecteur de E dans les trois bases %, &%’ et .

Démonstration :

n
Puisque:01<j<n, e}= Zp” e, = idg(e’), il estimmediat que : Py & = mat(idg, 8 ’,.%).
i=1
Puis: P #.Pg %= mat(idg, #',.%).mat(ide, 2 ",%’) = mat(idg, 8", L) = Py . -
Par ailleurs, puisque : P & = mat(idg, % ,%) = |, d'une part, et d'autre part : P %.P% % = Pg.% = |,
les matrices Py & et P & sont bien inverses I'une de l'autre.
Enfin, si on note plus simplement : P=Pg &, P'=Pg 4 P"=Pg 4 X, X’ et X" les matrices colonnes
de coordonnées d'un vecteur x de E dans les bases %2, %2’ et ", alors :
X=P.X, X =P.X", dou: X=P.P.X" etdautre part : X = P".X", soit finalement : P” = P.P".

Théoréme 8.5 : lien entre les matrices d'un méme en  domorphisme dans différentes base s
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie p et n.
Soient & et %’ deux bases de E, € et ¢’ deux bases de F, P et Q les matrices de passages A de % a
&’ d'une part, et de € et ¢ d'autre part.
Soit: u 0 L (E,F), avec : A = mat(u,%,C), A’ = mat(u,%",C).
Alors : A'= QL.A.P.
En particulier,si:E=F, %2 =C¢, %' =C,et:u 0¥ (E),ona:P=Q,et: A’ = PLAP.

Démonstration :
Il suffit d’écrire : Q.A.P = mat(idg,@,€).mat(u, % ,€).mat(ide, %’ %) = mat(u,2’,C) = A'.

9. Somme de sous-espaces vectoriels, sommes directe S, Sous-espaces vectoriels supplémentaires.

Théoréme 9.1 et définition 9.1 : somme de sous-espaces vectoriels
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, (Ej)i<i<n des sous-espaces vectoriels de E.
L’ensemble des vecteurs de E, s’écrivant comme sommes de vecteurs des différents sous-espaces E;,
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soit donc :
Ei+...+E,={xUOE, OXg, X2, -.., Xn) O E1XExX...XEp, X = X3 + Xp + ... + Xy},
est un sous-espace vectoriel de E, appelé somme des sous-espaces vectoriels E;. ..., E,.

Démonstration :
Il est clair que E; + ... + E, est inclus dans E, puisque constitué de vecteurs, sommes de vecteurs de E
qui est lui-méme stable par combinaison linéaire.
De plus E; + ... + E, est non vide, puisque chaque E; est non vide (ils contiennent tous le vecteur nul) et
donc:0+ ... +0 =0, est encore élément de E.
Enfin: O (x,y) O(Ey + ... + Ep)? O\, OK? O((X, «oes XYy (Y1, -oes Vo)) O (E1XEzx...XE)?, et :

AX+ WY = (A1.Xg +H1.y1) + ..o+ (AnXn + Unyn) O EfxExX%...XE,, puisque ce sont des sous-espaces

vectoriels de E.

Théoréme 9.2 : autre définition d’'une somme de sous  -espaces vectoriels
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, (Ej)i<i<n des sous-espaces vectoriels de E.
Alors: E; + ... + E, = Vect(E, O ... O Ey,).
C’est donc en particulier le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant tous les sous-espaces
vectoriels Ey, ..., E,.

Démonstration :
* Tout élément de E; + ... + E,, est somme d’éléments des différents E;, donc comme combinaison
linéaire d’éléments de E; O ... O E,, c’est un élément de Vect(E; O ... O E,).
« Un élément de Vect(E; O ... O E,) est une combinaison linéaire de vecteurs de Ey, ..., E;.
En regroupant dans cette combinaison linéaire (impliquant un nombre fini de vecteurs) ceux qui
appartiennent a E;, a E,, et a chaque E;, on fait apparaitre une somme de vecteurs, chacun appartenant
a l'un des E; et a ce titre, on obtient bien un élément de E; + ... + E,.
* A ce titre, c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant E;[1...0JE,, donc tous les E;.

Définition 9.2 : somme directe de deux ou de plusie  urs sous-espaces vectoriels
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que la somme (F + G) est directe, si et seulementsiona: F n G ={0}.
Lorsque la somme de F et de G est directe, elle est notée : F O G.
Plus généralement, soient E4, E,, ...,E,, des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que la somme (E; + ... + E,) est directe si et seulement si I'intersection de chaque E; avec la
somme de tous les autres est réduite a {0}, soit :
Ol<isn En(Ei+..+E1+Esxn+...+E,)={0}.
Dans ce cas, a nouveau, la somme de ces sous-espaces vectoriels se note : E; O ... O E,.

Définition 9.3 : sous-espaces supplémentaires
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont supplémentaires dans E si et seulementsiona: E=F0OG.

Théoréme 9.3 : existence d’'un supplémentaire en dim  ension finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E.
Alors il existe un sous-espace vectoriel G de E, telque : E=F O G.
On dit alors que G est un sous-espace vectoriel de E supplémentaire de F dans E.
On a de plus, pour tout supplémentaire G de F dans E : dim(G) = dim(E) — dim(F).

Démonstration :
F étant lui-méme de dimension finie, il admet une base (es, ..., ) qui peut étre complétée en une base
deE: % =(ey, ..., €).
Posons : G = Vect(eps, .., €n).
Alors : FnG = {0}.
En effet: Ox O FnG,
e xOF, et: O(Xyg, ... Xp) OKP, X =X1.81 + ... + Xp.€p,
e xOG, et: OXpst, -+ Xn) O K™ X = Xp41.€p41 + ... + Xn.En,
etdonc : X;.e; + ... + Xp.€8p — Xp+1.€ps1 — ... — X%n.€n = 0.
Or puisque la famille & est une base de E, elle est libre et tous les coefficients sont nuls, d’ou : x = 0.
Puis: F+G=E.
Eneffet: Ox OE, O(Xy, ... Xn) OK" X = (Xg.€1 + ... + Xp.€p) + (Xp+1.€ps1 + ... + Xn.€p), PUiSqUE & est
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génératrice de E et le vecteur x se décompose suivant F+G.

Donc : E O F+G, et comme l'inclusion inverse est évidente, on a bien : E = F+G.
Enfin, si G est un supplémentaire quelconque de F, on a :

dim(G) = dim(E) + dim(FnG) — dim(F) = dim(E) — dim(F).

Théoreme 9.4 : des quatre dimensions ou formule de Grassmann
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels de dimension finie de E.

Alors (F + G) est de dimension finie ainsi que FnG, et :
dim(F + G) + dim(FnG) = dim(F) + dim(G).

Démonstration :
Puisque F et G sont de dimension finie, ils admettent tous deux une famille génératrice finie, et la
réunion de ces deux familles fournit une famille génératrice finie de F+G qui est donc de dimension finie.
Puis (FnG) étant inclus dans un espace de dimension finie (F+G), il est lu-méme de dimension finie.
Soit (ey, ...,ex) une base de (FNG).
Comme (Fn G) est un sous-espace vectoriel de F et de G, on peut considérer un supplémentaire F’ de
(FnG) dans F et une (ax, ..., a,) de ce supplémentaire d’'une part, et un supplémentaire G’ de (FNG)
dans G, ainsi qu'une base (b1, ..., by) de cet autre supplémentaire d’autre part.
Montrons que (ey, ..., €, a1, ..., 8p, Dys1, ..., Dg) €St UNE base de F+G.
» C’est une famille génératrice de F+G, puisque ce sont tous bien des vecteurs de F+G et :
Ou O (F+G), O(xy) OFxG, u=x+y, et: O(Aq, ...Ap) OKP, O(uy, ..., Bg) O K, tels que :
X=Ar.e1+ ...+ A + M@ + ...+ Ap.ap, puisque 1 F = (FnG) O F, et :
Y =M1+ ...+ M€ + Pe1.Disr + ...+ Pg.bg, puisque la aussi: G = (FnG) O G, d'ou :
U= A1+ p).e1+ ...+ A+ ) .6 + Ager.duer + ..o + Ap.@lp + Hie1.byar + ... + Hg.Dg.
« C’est une famille libre.
Soit en effet : Ap.ep + ... + A€ + MA@ + o+ Ap@p + Pie1bier + .+ Hgbg = 0.
Alors : (Ar.e1 + ... + A€ + Apr.@yer + .+ Ap@p) = — (Mie1bier + .0+ Hgbg) O (FNGY).
Donc ce vecteur appartienta G' car : (FnG) O G, eta (FnG) car: (FnG") O (FnG).
Donc il est nul, et la famille (b4, ..., bg) étant libre, tous les coefficients correspondant sont nuls.
Puis : Ar.e1 + ... + A& = — (A& + ... + Ap.@p), et la encore comme F et F’ sont supplémentaires, le
vecteur apparaissant dans cette égalité est nul, et tous les coefficients sont nuls.
» C’est donc une base de (F+G) et :
dim(F+G) =k + (p—-Kk)+(g—k) =p + -k =dim(F) + dim(G) — dim(FnG).

Définition 9.4 : décomposition d’'un espace vectorie | en somme directe
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, Ey, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que E se décompose en somme directe suivant les sous-espaces vectoriels Ey, ..., E, si et
seulementsi:E=E; 0O ... OE,.

Théoréme 9.5 : propriété récursive des sommes direc  tes
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, Ey, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E.
Sila somme (E; + ... + E,) des n sous-espaces vectoriels est directe, alors la somme de (n — 1)
gquelconques parmi eux I'est encore, et la somme d’'une sous-famille quelconque de parmi les n aussi.

Démonstration :
Montrons que la somme (E; + ... + E,1) est encore directe, et pour cela étudions : (E, + ... En1) n E;.
Soitdonc un élément : x O Ey, et: x O (Ex + ... + Eqq).
Alors : x =x; O Eg, et : O(Xp, ... Xn1) O EoX.. . XEfq, X =Xo + ... + X1,
dou: X=X+ ...+ X1 +00(Ex+...+Ey),et:xOE; n (Ex+ ... + Ey), donc:x=0.
On peut généraliser ce résultat a I'intersection d’un quelconque des (n — 1) avec la somme des (n — 2)
autres, puis a (n — 1) quelconques parmi les n de départ.
Enfin, par récurrence descendante, toute sous-famille d'une famille de sous-espaces vectoriels en
somme directe, est encore en somme directe.

Théoreme 9.6 : définition équivalente d’'une décompo  sition en somme directe
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, Ey, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E.
Alors E se décompose en somme directe suivant les sous-espaces vectoriels E;, ..., E, si et seulement
si tout vecteur de E se décompose de fagon unique comme somme de vecteurs de Ey, ..., E,.
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Démonstration :
e Supposons que : E=E; U ... U E,.
Alors E étant la somme des sous-espaces vectoriels E;, tout vecteur de E se décompose suivant cette
somme, comme somme de vecteurs de Ey, ..., E,.
Supposons maintenant pour un vecteur x de E, deux telles décompositions.
Alors : x=X; + ... + X, =y1 + ... + Y, avec : (Xq, ..., X) O EgX...XE,, (Y1, ..., Yn) O E1X...xXE,,.
Donc:(Xg—VY1) + ... + Xn1—VYn1) =¥n—X OEs n (E1 + ... + Ejq), €t donc est nul, et : x, = yp.
On termine par récurrence descendante pour obtenir : X, = Ypn, Xn.1 = Y1, ---» X1 = Y1, €t la décomposition
est unique.
» Supposons maintenant que tout vecteur de E se décompose de fagon unigue comme somme de
vecteurs de Eq, ..., E,.
Onsaitdéjaque: E=E; +... + E,.
Montrons maintenant que la somme est directe, et pour cela, soit : x 0 E; n (E; + ... + E,), par exemple.
Alors : X =X; =Xp + ... + Xp, avec : (X1, ..., Xn) D EX..XE, et:0=0+ ... +0=X; —Xo — ... — X.
Cela fournit deux décompositions du vecteur nul suivant E; + ... + Eyet: 0 =x; = ... = X,, puis : x = 0.
La somme est bien directe.

Théoréme 9.7 : caractérisation d’'une décomposition en somme directe
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie, Ey, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
*E=E,0...0E,
edim(EL+ ... +E) =dim(Ey) + ... +dim(E,), et :E=E; + ... + E,,
* on obtient une base de E en réunissant des bases choisies dans chaque E;.

Démonstration :
* Montrons que : i) = ii).
Si:E=E,0O..0E, alors:
E=E;+..+E,et:dm(E; +... +E,)) =dim(Ey + ... + E,1) + dim(E,) —dim((E1 + ... + Ep1)n Ep).
Comme la derniere intersection est réduite a {0}, sa dimension est nulle.
On continue ensuite par récurrence descendante pour obtenir le résultat voulu.
* Montrons : i) = iii).
Soient %4, ..., %, des bases des différents E;, et : & =.%,0... 0.%..
Puisque chaque base % est génératrice de E;, % est génératrice de E, et : card(%) = dim(E).
Comme de plus le nombre d’éléments de % est :
card(#) < card(% 1) + ... + card(%,) = dim(Ey) + ... + dim(E,)) = dim(E), on a : card(%) = dim(E).
Donc & est bien une base de E.
* Montrons que : iii) = i).
Soient donc % une base de E obtenue comme réunion de base %; des différents E;.
% étant génératrice de E, on en déduit que tout vecteur de E s’écrit comme combinaison linéaire des
vecteurs de .2, donc des %2, donc, en regroupant les différents vecteurs appartenant a chaque E;,
comme somme de vecteurs des différents E,.
Soitdonc : E = E; + ... + E, (en fait, une simple inclusion, mais l'inverse est immédiate).
Puis soit par exemple : x D E; n (Ez + ... + Ep).
Alors : O (X1, X2, ..y Xp) O EgX...XEp, X = X1 = X2 + ... + X,
En exprimant les différents vecteurs x; suivant les bases .%2;, cela fournit, par différence une combinaison
linéaire des vecteurs de &% égale a 0.
Mais % étant une famille libre, tous les coefficients de cette combinaison sont nuls, et : x = 0.
On en déduit que la somme est directe (en obtenant le méme résultat pour les autres intersections).

Définition 9.5 : base d’'un espace vectoriel adapté e a un sous-espace vectoriel, a une somme
directe de sous-espaces vectoriels
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E.
On dit qu'une base % de E est adaptée a F, si elle est obtenue comme réunion d’'une base de F et
d’une base d’'un supplémentaire de F dans E.
On dit qu’'une base de E est adaptée a une décomposition de E en somme directe, si elle obtenue
comme réunion de bases de chacun des sous-espaces vectoriels concernés par cette somme directe.
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10. Projecteurs.

Définition 10.1 : projecteurs associés a deux sous-  espaces vectoriels supplémentaires
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Pour tout vecteur x de E, il existe un unique couple : (y,z) 0 FxG, telque : x =y + z.
On appelle : p(x) =y, le projeté de x sur F parallélement a G et : q(x) = z, le projeté de x sur G
parallelement a F.

Les applications p et g de E dans E sont appelés projecteurs associés a la décomposition : E=F O G.

Théoréme 10.1 : propriétés pour des projecteurs ass  0cCiés
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et p et g les
projecteurs associés a la décomposition : E=F 0O G.
Alors :
*pUZ(E), q0XZ(E),
* pop =p, qoq =g, poq =qop =0, p + = ide,
* ker(p) = Im(q) = G, ker(q) = Im(p) = F.

Démonstration :
« Pour : (x,x') O E?, (\,\) O K? on décompose : x=y+z X =y +2,suivant: E=F 0O G,
et:AX+AN.X =(Ay+A.y)+ (A.z+\.Z), est une décomposition de [A.x + A’.X] suivant: E=F O G.
Mais une telle décomposition étant unique, c’est LA décomposition de [A.x + A’.x"] suivant : E=F O G.
Puis : p(A.x + A'.X) = A.y + A'.y’, par décomposition, et : p(A.x + A".X) = A.p(x) + A".p(X).
Le résultat est identique pour g.
* Il est presque immédiat que : pop = p, puisque, avec les notations précédentes, pour : x O E,

p(xX) =p(x) + 0, avec: p(x) OF, 0 OG, et: p(p(x)) = p(x), et: q(p(x)) = 0.

De méme pour g.
Puis : x =y + z = p(x) + q(x), et : ide = p + g, puisque cette égalité est vérifiée pour tout vecteur x de E.
« OxOF, x=p(x), etdonc : F O Im(p). Mais vu la définition de p, on a aussi : Im(p) O F, d’'ou I'égalité.
Puis: Ox 0O G, p(x) =0, et : x O ker(p). Mais on a également : 0 x O ker(p), x=0+z,et:xOG, doulé
encore I'égalité.
On a encore des résultats identiques pour g.

Théoréme 10.2 : caractérisation des sous-espaces ve  ctoriels définissant un projecteur
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, p 0 £ (E), tel que : pop = p.
Alors Im(p) et ker(p) sont supplémentaires dans E, et p est un projecteur de E sur Im(p) parallélement a
ker(p).

Démonstration :
e Soit : x O (ker(p)nIm(p)).
Alors : Oy O E, y = p(x). Mais de plus : p(X) = 0 = p(p(y)) = p(y) = x. Donc : x = 0.
Image et noyau de p sont en somme directe dans E.
e Soit : x O E. Alors : p(x) = p(p(X)), et: p(x —p(X)) =0, d'ou : [x — p(X)] = z O ker(p).
Autrement dit : X = p(x) + z, ce qui fournit une décomposition de x selon (Im(p) + ker(p)).
Finalement les deux espaces image et noyau de p sont bien supplémentaires dans E.
* Soit enfin : x 0 E, et sa décomposition en : x =y + z, avec : y O Im(p), z O ker(p).
Alors : LIX' O E, y = p(X), et : p(x) = p(y) + p(z) = p(p(X)) + 0 =p(X) =y.
Donc p est bien la projection de E sur Im(p) parallélement a ker(p).

Définition 10.2 : famille de projecteurs associée a une décomposition en somme directe
n
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, E;, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E tels que : E = D1 E;.
1=

On note p; le projecteur de E sur E; parallélement a la somme (E; O ... O B4y 0 Eiyy O ... O Ey).
La famille (p;)1<i<n €St dite associée a la décomposition.

Théoréme 10.3 : généralisation du théoreme 10.1

n
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, E, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E tels que : E = D1 E,, et
1=

soit (pi)i<i<n la famille de projecteurs associée a cette décomposition.
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Alorson a:

«d1<isn, p’=p;,
eUl<i#j<n,pop=0,
'p1+...+pn:idE.

Démonstration :
Puisque les p; sont tous des projecteurs de E, on a évidemment: 01 <i<n, p?=p.
Soit maintenant x un vecteur quelconque de E, et : x = x; + ... X,, Sa décomposition suivant la somme
directe.
Alors:01<i#j<n, p(x)=x0E;.
Or: Ej n E O (E]_ +...+E 1 +Eu+...+ En) nEi= {0}, et donc: pi(xj) =0.
Soit bien : p;o p;=0.
Enfin: (p1+ ...+ pn)(X) =X + ... + X, = X, on a bien également : p; + ... + p, = ide.

11. Polyndmes d'interpolation de Lagrange.

Définition 11.1 : polynébmes de Lagrange
Soient : ay, ay, ..., a, des scalaires réels ou complexes distincts deux a deux.
On appelle polyndmes de Lagrange associés a la famille (a;)o<i<n l€S polynémes (L;)o<i<n définis par :
«d0<isn, Li(ai)=1,
e i ¢j, Li(aj) =0.
«d0<isgn,d{Ly)=n.

Théoréme 11.1 : existence et unicité des bases de L  agrange
Soient : ay, ay, ..., a, des scalaires réels ou complexes distincts deux a deux.
Il existe une unique famille (Ly)o<i<n de polyndmes vérifiant les conditions d’interpolation de Lagrange.
lls forment une base de K,[X], appelée base de Lagrange de K,[X] associée a la famille (a;)o<i<n.
Deplus:00<i<n, L= (X-a).{x -2, )X -a.,).{X ~a,) :
(ai — 8 )"'(ai - ai—l)(ai - ai+1)"'(ai - an)

Démonstration :
Démontrons que les conditions proposées donnent ces polynédmes et gu'’ils forment une base de K,[X].
* Les polyndbmes doivent étre de degré n, et chacun admettre n racines distinctes.
Donc:00<i<n, L=A.(X=ap)...(X —a.1).(X — air1)...(X — &), puisqu’apres factorisation, il reste en
facteur un polynébme constant.
La valeur que doit prendre le polyndme en a; donne alors la valeur de la constante, puis la forme finale
du polynéme L; cherché.
« Réciproquement, ces polyndmes sont bien tous de degré n, chaque L; vaut 1 en a et admet comme
racines toutes les autres valeurs.
* |lIs forment bien une base de K,[X], puisqu’ils sont d’'une part au nombre de (n+1) soit la dimension de
Ki[X], et d'autre part, ils forment une famille libre.
En effet, si: Ag.Lo + ... + AL, =0,
alors en considérant les fonctions polyndmes associées évaluées en les différents a;, on obtient :
Ol<i<n,A.l=0.
Enfin, si on veut les coordonnées d’un polyndme P de K,[X] dans cette base, il suffit d’écrire :
P =M\o.Lo + ... + An.Ly, puis & nouveau d’évaluer cette égalité en les a;, pour obtenir :
P= P(ao).l_o + ...+ P(an).l_n.

12. Trace d’'une matrice carrée, d’'un endomorphisme.

Définition 12.1 et théoréme 12.1 : trace d’'une matrice carrée
Soit: A= (aij) O (’/f(n(K)

n
On définit la trace de A comme la somme des éléments diagonaux de A, soit : tr(A) = Zaiyi .
i=1
L’application tr est une forme linéaire sur e (K).

Démonstration :
Il est immédiat que tr est linéaire de c# ,(K) dans K, puisqu’elle est bien a valeurs dans K, et d’autre
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part : 0 (A,B) O (e o(K))?, O (A, ) O K2,

rAA+uB)= > (Aa, +ub;) = )\.Zn: a; + p.zn: b,; = A.tr(A) + p.tr(B).

i=1

Théoréme 12.2 : propriétés basiques de la trace des  matrices
O A O/ o(K), tr(‘A) = tr(A).
O (A,B) O o/ 1(K)?, tr(A.B) = tr(B.A).
Plus généralement, la trace d’un produit fini de matrices carrées est inchangée par permutation circulaire
des matrices dans le produit.

Démonstration :
Le premier résultat est immédiat, puisque pour une matrice carrée A, les matrices A et 'A ont les mémes
éléments diagonaux, donc méme trace.
Pour le deuxieme point, on considere deux matrices A et B de e/ (K).
Soit: C = A.B.
n n n
Alors:O1<isn c;= Y a, b, et:r0=>>a, b, = >a,b,.
k=1 i=1 k=1 (i,k)ON?2
Le résultat étant une formule symétrique en A et B, on a bien : tr(A.B) = tr(B.A).
Enfin, dans un produit de p matrices carrées nxn :
tr(Al...Ap) = tr(Al[AzAp]) = tr([AzAp]Al) = tr(Az...Ap.Al),
que I'on peut généraliser par récurrence a une permutation circulaire quelconque de ces p matrices.

Théoreme 12.3 et définition 12.2 : trace d’'un endomorphisme
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie et : u 0 £(E).
Alors la trace de la matrice représentative de u dans une base de E est indépendante de cette base.
On note alors tr(u) la valeur commune de toutes ces traces, soit : tr(u) = tr(mat(u,%)), ou % est une
base quelconque de E.

Démonstration :
Soient % et %’ deux bases de E, P la matrice de passage de %2 a %2’ et A et A’ les matrices
représentatives de u dans ces deux bases.
Alors : A’ = PTA.P, et: tr(A") = tr(P1.A.P) = tr(A.P.P™) = tr(A).

Théoréme 12.4 : trace d'un projecteur
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie.
Si p est un projecteur de E alors : rg(p) = tr(p).

Démonstration :
Puisque Im(p) et ker(p) sont supplémentaires dans E, considérons une base .% obtenue en réunissant
une base (ey, ..., &) de Im(p) et une base (1, ... €,) de ker(p).

Ik Ok,n—k

j , et sa trace vaut : k = dim(Im(p)) = rg(p).
On—k,k On—k

Alors la matrice de p dans cette base % est: (

13. Dual d’un espace vectoriel.

Définition 13.1 : dual d'un espace
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
On appelle dual de E 'espace £ (E,K), ensemble des formes linéaires sur E et on le note E*.

Théoreme 13.1 : dimension du dual
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Alors : dim(E*) = n = dim(E).

Démonstration :
Puisque : E* = ¥ (E,K), on a : dim(E*) = dim(Z (E,K)) = dim(E).dim(K) = dim(E).1 = n = dim(E).

Définition 13.2 : hyperplan
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
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On dit qu’'un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan de E si et seulement si H admet un
supplémentaire de dimension 1dans E.
Lorsque E est de dimension finie, cela signifie que H est de dimension (dim(E) — 1).

Théoreme 13.2 : noyau des formes linéaires non null  es
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit: ¢ OE* ¢ #0, et: H=ker(¢p). Alors H est un hyperplan de E.
De plus, si: Y O E* et s'annule sur H, alors : OA O K, ¢ =A. ¢.
Si enfin le noyau de Y est H, alors : A # 0.

Démonstration :
* Puisque ¢ est une application linéaire de E dans K, on peut lui appliquer le théoreme du rang.
Or ¢ est non nulle, donc : Ox O E, ¢(x) # 0, et dim(Im(d)) = 1.
Mais de plus : Im(¢) O K, et : dim(Im(¢)) < 1.
Finalement : dim(Im(¢)) = 1, et : Im(¢) = K,
avec de plus : dim(H) = dim(ker(¢)) = dim(E) — dim(Im(¢)) = n — 1.
« Soit maintenant une autre forme linéaire { s'annulant sur H.
Soit Xp un vecteur n'appartenant pas a H. Alors : E = H [0 Vect(xy).
Puis : ¢(xo) # 0, sinon ¢ serait nulle sur E.
Enfin: OxOE, Oxqy OH, Do OK, X=Xy + 0.Xo,

i) = _ (%) _ W(x,) _ W(x,)
et Y(x) = a.y(xo) = a. (x,) D(X,) o(x,) H(aXy +Xy) o(x,)
Wxo)

(Xo)
Si enfin, Y a pour noyau H, alors A est non nulle, sinon  s’annulerait sur E tout entier.

D).

En posant: A = 0K, on abien: ¢ =A.9.

Théoreme 13.3 et définition 13.3 : base duale d’'une base en dimension finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n et : % = (ey, ... ,€,), une base de E.
Alors la famille de formes linéaires : 8* = (e *, ... , e,*), définies par :
O1<i<sn,01<j<n,e¥*(g) = g ou §; est le symbole de Kronnecker, quivaut 1 si:i=j,et0si:i#j,
est une base de E* appelée base duale de la base .%.
On appelle aussi ces formes linéaires les formes coordonnées associées a la base % .
En particulier, si: X OE, X = Xg.e1 + ... + Xp.€p, alors: O 1<k < n, e*(X) = X.

Démonstration :
Les formes linéaires ainsi définies sont correctement définies, puisqu’elles le sont par I'image des
vecteurs d’'une base de E.
Cette famille est libre, car :
Oy, ..., A\p) DK tel que : A.es* + ... Ap.ey*=0,alors: 0 1<k<n, [Ar.e* + ... \n.ey*](e) = 0 = Ay
Donc c’est une famille libre de n éléments de E* qui est de dimension n, et c’est bien une base de E*.

Théoréme 13.4 et définition 13.4 : base préduale (ou anté-duale) d’'une base de E*
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension net: & = (¢4, ..., §,), une base de E*.
Il existe une unique base € de E qui a pour duale la base ¢*.
Cette base € est appelée base préduale de ¢*.

Démonstration :
» Soit & et ¥’ des bases de E, et #* et %'* leurs bases duales respectives.
Soit maintenant P la matrice de passage dans E de % a %’ et Q la matrice de passage de %$* 4 % ™*.
Alors : Q =P,
En effet, en notant : &= (eyq, ..., €,), L' =(€'y, ..., €n),0na:

01<i, j <n, 6”' = e’i*(e’j) = qu’i e, *(z pu’j eu] = ZCIKJ -pk’j = qui,k -pk,j , avec ! q,i,k = Ok,
k=1 u=1 i=1 =1

On a donc montré que : 'Q.P = 1,, soit bien : Q = 'P™.

» Soient maintenant que deux bases % et £’ de E aient pour base duale la base % de E* donnée, et
appelons P la matrice de passage de % a .%".

Alors la matrice de passage de %* a4 %™ est 'P™, mais puisque : %* = 8™* = ®, elle vaut aussi : |,,.
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Donc: P =1, et: % =%, autrement dit, si une base répond au probléme posé, elle est unique.
 Enfin, soit %, une base de E, % ,* sa base duale, Q la matrice de passage de % * a % et soit € la
base de E telle que la matrice 'Q™ soit la matrice de passage de %, a C.

Alors la matrice de passage de 2 aC*est: P =Q-'(QH*'=Q'.Q =1, et: = R.

Théoréme 13.5 : équations d'un hyperplan
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d'une base : % = (ey, ... ,&n).
Soit H un hyperplan de E.
Pour un vecteur x de E, on note (x4, ..., X,) ses coordonnées dans la base .%.
Alors : O(ay, ... ,a,) OK", (ag, ... ,an) # (0, ..., 0), telque : (X O H) = (a.Xg + ... + an.X, = 0).
La derniére égalité est appelée « équation de H dans la base (ey, ..., €,) ».
De plus, si: by.x; + ... + bp.X, = 0, est une autre équation de H dans la base %, alors :

OANOK*, O1<i<n, b=Aa.

Démonstration :
* Puisque H est un hyperplan de E, il existe une forme linéaire non nulle dont H est le noyau.
Il suffit pour cela de considérer une base (e'y, ..., €'n.1) de H, de la compléter avec un vecteur €', en une
base de E, de considérer la base duale de cette base (e'1*, ..., €'y*) et la forme linéaire e’,* a bien pour
noyau H.
* Soit maintenant la base % proposée.
Alors e',* peut se décomposer suivant la base duale (e;*, ..., e,*) en: e'\* = a;.e.* + .. + a,.ey*, ou les
coefficients (a;)1<i<n SONt des scalaires non tous nuls, puisque : e',* £ 0.
Etona:OXOE,x=X%.e1+... +Xp.ep, XOH) = (€%(X) =0) = (az.Xs + ... + an.X, = 0).
e Soit enfin : by.x; + ... + b,.X, = 0, une autre équation de H dans la base .%.
Cela signifie : OX O E, X=Xg.e1 + ... + Xp.€n, X O H) = (bi.X1 + ... + bp.Xy =0) = ($(X) = 0),
ou ¢ est la forme linéaire : ¢ = by.e;* + ... + b.e *.
Autrement dit : H = ker(¢).
Mais deux formes linéaires qui ont méme noyau sont proportionnelles entre elles et :
OANOK*, O1<i<n, b=A.a,.
Remarqgue : A est non nul car A et e,* ont exactement le méme noyau H.

14. Structure affine canonigue de  R? et R°.

Définition 14.1 (hors programme) : espace affine
Etant donné un K-espace vectoriel E, on appelle espace affine de direction E un ensemble < muni
d’une loi de composition externe + ayant les propriétés suivantes :
e DA<, OUV)OE% (A+u)+Vv=A+(u+V),
A0, A+0=A
« J(AB) O o/?, JuJE, B=A + u, et le vecteur u est alors noté : u=AB,
s JullE, (DA<, A+u=A)= (u=0).
Les éléments de < sont alors appelés des points.

Définition 14.2 : structure affine de R et &
On peut munir R? et R® d’une structure affine, dite structure affine canonique, en utilisant comme
direction I'espace vectoriel R? ou R® lui-méme, et comme loi externe la loi + dans ces espaces.
Les éléments de R* et R® sont alors indifféremment des points ou des vecteurs.

En particulier : O (A,B) O R? ou R?, AB=B— A, ou A et B a gauche de I'égalité sont considérés comme
des points, et a droite comme des vecteurs (des couples ou des triplets de réels).

Théoreme 14.1 : propriétés élémentaires liant des v ecteurs dans un espace affine
On a les propriétés suivantes :

0(AB) 0 (RY)2ou (R%? B=A+ AB,

0 (AB,C) 0 (R?° ou (R®?, AB +BC=AC (relation de Chasles),
0 (AB) O (R)? ou (R%? (AB =0) — (A= B),

0 (AB) O (RY)? ou (R®)?, BA =-AB.
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Démonstration :
La démonstration est faite dans R? mais est identique dans R®.
Puisqu’un vecteur de R® se définit comme la différence des deux points (couples) de R* qui permettent
de le construire, les quatre relations proposées sont immédiates.

Définition 14.2 : repere affine ou cartésien
On appelle repére affine de R? ou de R?, la donnée d’un point et d’'une base de R? ou de R®.
On appelle repére affine canonique de R? ou de R® le repére défini par 0 et la base canonique de R? ou
de R®.

Définition 14.3 : coordonnées d’'un point dans un re pére
Soit : # = (Q,%), un repére affine de R* ou de R®.
Pour un point M de R? ou de R, on appelle coordonnées de M dans le repére % les coordonnées du

vecteur QM dans la base %.

Définition 14.4 : sous-espace affine
On appelle sous-espace affine de R? ou R® un sous-ensemble & de R? ou R? défini par un point A et un
sous-espace vectoriel F de R? ou de R® de la fagon suivante :
OMOR’o0uR3, (MOY) -« (AM OF).
F est appelé la direction de & ou espace vectoriel sous-jacent a &.
La dimension d’'un sous-espace affine est la dimension de son espace vectoriel directeur.

Théoréme 14.2 : sous-espaces affines de & et F°
Un sous-espace affine de R? est donc un point, une droite ou IR?, et un sous-espace affine de R® est un
point, une droite, un plan ou R®.

Démonstration :
Puisqu’un sous-espace affine se définit en particulier a I'aide d’'un sous-espace vectoriel de I'espace
vectoriel sous-jacent, le résultat est immédiat.
En effet, un sous-espace vectoriel de R? est {0}, une droite vectorielle ou R? tout entier, ce qui donne un
singleton (un point), une droite affine, ou R? tout entier.
La démarche est identique dans R®.

Définition 14.5 : sous-espaces affines paralleles
Soient : & = (AF), et: & = (A",F), deux sous-espaces affines de R? ou R®,
Ces deux sous-espaces sont dits paralléles si et seulement si: FOF’, ou: FOF.

Théoréme 14.3 : représentation paramétrique de droi  tes et de plans dans un repére de & ou de &
Soit % un repére de R? ou de R*: 2 = (Q,%).
Soit © une droite de R? ou de R® définie par un point A et un vecteur directeur u (ou deux points non
confondus), A de coordonnées (Xa, Ya, (za)) dans 22, et u de coordonnées (a, B3, (y)) dans .%.

X=X, +ta

Alors: < y =y, +t3, est appelée représentation paramétrique de la droite £ dans le repére % .
(z=12, +ty)

De méme, soit % un plan de R® défini par un point A et une famille de deux vecteurs libres (ou trois

points non alignés), A de coordonnées (Xa, Ya, Za) dans &, et u, u’ de coordonnées (a, 3, y) et (a’, B, Y)
dans %.

X=X, tta+ta’
Alors: <y =y, +tB+1t'3', est appelée représentation paramétrique du plan & dans le repére % .
z=2z, +tty+ty

Démonstration :
Une droite affine se définit avec un sous-espace vectoriel de dimension 1, donc de fagcon équivalente,
avec une base de cette droite vectorielle, donc un vecteur non nul de cette droite, ou encore enfin avec
deux points distincts.
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Si alors on dispose d’un vecteur u non nul (de coordonnées (a,B,y) dans %) et d’'un point A (de
coordonnées (Xa, Ya, Zg) dans ), alors :

(OMOR}, (MO 2 (AuU) = (AM, u) liés) - (Ot O R, AM = t.u), la derniére équivalence étant
justifiée par le fait que u est non nul.
Si maintenant on traduit cette derniére égalité par des coordonnées dans %, on obtient le systéme
annonce.
De méme, un plan affine se définit avec un sous-espace vectoriel de dimension 2, ou de fagon
équivalente avec une base de ce plan vectoriel, soit deux vecteurs libres ou trois points non alignés.
On termine en écrivant :

(OMORY), (MO2AuUY) - (AM, uu)liés) = (O(tt) OR% AM = tu + t.u"), cette derniére
équivalence étant cette fois justifiée par le fait que (u,u’) forme une famille libre.

Théoréme 14.4 : équation d’une droite dans un repér e de & ou d’un plan dans un repére de &
Soit © une droite affine de R?, et %2 un repére de R
Pour un point M de R?, on note (x,y) ses coordonnées dans le repére % .
Alors : O(a,b,c) O R avec : (a,b) # (0,0), telque : (M0 D) = (a.x+b.y =c).
L’expression « a.x + b.y = ¢ » est alors une équation de la droite £ dans le repére % .
De méme, soit % un plan affine de R®, et % un repére de R®.
Pour un point M de R?, on note (x,y,z) ses coordonnées dans le repére % .
Alors : O(a,b,c,d) O R? avec : (a,b,c) # (0,0,0), tel que : (M 0 .2) - (a.x +b.y + c.z = d).
L’expression « a.x + b.y + ¢.z = d » est alors une équation du plan % dans le repére % .

Démonstration :

On utilise ici une autre facon d’exprimer le fait que deux vecteurs de R? (ou trois vecteurs de R®) sont

liés, et plus précisément :

(OMOR:, (MO D (AU) < ((AM, u) liés) < (dety(AM , u) = 0).

Si on note comme précédemment (a,3) les coordonnées de u dans % et (Xa, Ya) les coordonnées de A
X=X, O
Y=Ya [3

(detg(m ,U)=0) « (B.x—o0.y + (a.ya— B-xa) = 0), ce qui donne bien le résultat annoncé, puisque on
remarque de plus que : (u#z0) = ((B,-a) # (0,0)).

De méme, en traduisant par un déterminant 3x3 le fait que trois vecteurs dans R? sont liés, on obtient
une équation cartésienne d’un plan dans R®.

dans £, on obtient alors : detg(m, u) = , et:

Définition 14.6 : application affine
Une application f entre deux espaces affines < et <’ de direction E et E’ est dite affine si et seulement

si 'application ¢ définie par : O (A,B) O <2, ¢(E) = f(A)f(B), est linéaire de E dans E’.

Théoréme 14.5 : expression d’une application affine dans un repére de R oude R
Soit f une application affine de R? dans lui-méme (ou de R® dans lui-méme), et soit : # = (Q,%), un
repére de R? ou de R®.
Pour un point M de R?, on note X la matrice colonne de ses coordonnées dans le repére %2, M’ son
image par f et X’ la matrice colonne des coordonnées de M’ dans le repere 2.
Alors : OXo O e 2 1(R) ou et 31(R), et : A O o/ 5(R) ou e 3(R), tel que : X' = X + AX.
La matrice X, est la matrice des coordonnées de : Q’ = f(Q), dans le repére 2, et A est la matrice de
I'application linéaire associée a f dans la base %.

Démonstration :
La démonstration est faite dans R? mais elle est identique dans R®.

Si on travaille dans le repére £, alors : DM O R?, f(Q)f (M)=¢(QM ), ol ¢ correspond a la partie

linéaire de I'application affine f, se traduit par : X’ — Xo = A.(X — 0), ou X, est la matrice des coordonnées
de: Q' =1(Q), dans le repéere %, et A la matrice de ¢ dans la base %2, 0 étant la matrice des
coordonnées de Q dans .%2.
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Donc on obtient bien la forme annoncée.

Théoréme 14.6 : exemples d’applications affines
Soit f une application affine de R? dans lui-méme (ou de R® dans lui-méme) de partie linéaire associée ¢.
Si: ¢ =idg, f est une translation affine.
Si: ¢ =k.idg, avec : k O R*, k # 1, f est une homothétie affine de rapport k.
Si ¢ est un projecteur défini a l'aide de la décomposition en somme directe : E = F O G, f est un
projection affine sur un sous-espace affine de direction F parallelement & G (ou de direction G).
Si ¢ est une symétrie définie a I'aide de la décomposition en somme directe : E=F O G, f est une
symétrie affine par rapport & un sous-espace affine de direction F parallelement a G (ou de direction G).

Démonstration :
Il 'y a presque aucune démonstration a faire, puisque cet énoncé définit presque ce qu’on entend par
« homothétie affine », « projection affine » et « symétrie affine ».

Pour ce qui est du premier point, on constate que si : ¢ = idg, alors : O (A,B) O R?, AB = f(A)f(B).
En utilisant la relation de Chasles, on a alors :
0 (A,B) OR? Af(A)=AB +Bf(B)+f(B)f (A) = AB—f(A)f(B) + Bf (B) = AB — AB + Bf (B) = Bf (B)..

Le vecteur Mf (M) est donc constant lorsque M décrit R?, ce qui justifie le fait que f soit une translation.

Théoréme 14.7 et définition 14.7 : barycentre de n points pondérés
Soient n points (A)i<i<n de R? ou de R®, et n réels (01))1<i<n, de somme non nulle.
Il existe un unique point G appelé barycentre des n points pondérés (A;, 0;)1<i<n, (OU des points (A)1<icn

n - -
affectés des coefficients (a;)i<i<n), tel que : ZG .GA, =0.

i=1
En patrticulier, si G est le barycentre de deux points distincts, G est sur la droite définie par ces deux
points, et si c’est le barycentre de trois points non alignés, il se trouve dans le plan défini par ces trois
points.

Démonstration :
La démonstration est donnée dans R?, mais elle est identique dans R®.
Il suffit d’écrire, en utilisant la relation de Chasles et avec un point Q de R? (par exemple I'origine d’'un
repére de R?) :

n = n - . n - n
OGOR:, (D a,.GA, =0) = (O a,.(GQ+QA)=0) - ((ZO&}QG = (a,.QA)).
i=1 i=1 i=1 i=1
Et puisque la somme des coefficients est non nulle, on en déduit bien I'existence d’'un unique point G de
—_— n [
R? défini par la relation : QG =niz (a, .QA)).
za_ i=1
i=1 I
Si maintenant, G est le barycentre de deux points distincts A et B, en utilisant a la place du point Q le

B

point A, G est défini par ‘AG = TBAT?; , €t G est bien sur la droite @ (A,ﬁ).
a

De méme, si G est le barycentre des trois points non alignés A, B, C, et en utilisant a nouveau A a la

place de Q, G est défini par : AG = +B+.(B.A_B’ + y.Ké), et G est bien dans le plan ?(A,E ,TC).
a Y

Théoréme 14.8 : coordonnées du barycentre de n poin  ts dans un repére
Soient n points pondérés (A;, 0):<i<n, de R ou de R® avec : a; + ... + a, # 0.
Alors dans un repére %2 de R® et de R?, le barycentre G des points pondérés (A, ;)i<i<n, a pour

Zn:ai.xi Zn:ai.yi Zn:ai.zi
i=1 i=1

i=1

coordonnées : (x,y,(z)) = , ou les (x;, i, (z))) sont les coordonnées des

n ! n ! n

2o 2.

i=1 i=1 i=1
A dans le repére 2.
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Démonstration :
I suffit de traduire la relation obtenue a la fin de la démonstration du théoreme précédent et qui définit le
point G, pour constater que les coordonnées de G sont bien celles annoncées.
On utilise évidemment le fait que le point Q est I'origine du repére %

Théoréme 14.9 : associativité du barycentre
Soient n points (A)1<i<n de R? ou de R?, et n réels (a;)1<icn, tels que :

ZC( £0,et:0l<sps<n-1, Za £0, Za 0.

i=1 i=p+1
Soit de plus G, le barycentre des points (Aj)i<icp affectés des coefficients (a)i<i<p, €t G, le barycentre des
points (Aj)p+1<i<n, affectés des coefficients (a;)p+1<icn-
Alors le barycentre des points (A)i<i<n, affectés des coefficients (0;)1<i<n €St le méme que celui de G; et G,

P n
affectés respectivement des coefficients » o et Y a; .
i=1 i=p+l

Démonstration :

p n
Notons G le barycentre des n points, a = Y a,,B= > .a,.
i=1 i=p+l

n —_— —
G est défini par : > o;.GA, =0.
Faisons alors intervenir le point G; (comme le point Q dans la démonstration du théoréme 14.7) et a

n 5 _ -
I'aide de la relation de Chasles, on obtient : ZO(i (GG, +G,A,)=0.

i=1
p - - —_— -
Or: > a,G,A, =0, donc l'égalité précédente devient : (ZG jGG + ZG G,A =0.
i=1
Si maintenant, on introduit le point G, dans la deuxiéme somme, on aboutit & :
(Za ]GG + ZO( (G,G,+G,A,)=0=(a +PB).GG, + ZG G,G, =(a +B).GG, +BG,G, .

i=p+1 i=p+1

i=p+1

Et si enfin on transforme le dernier vecteur en introduisant le point G, on termine avec :
a GG, +BGG, =0,
ce qui montre que bien que G est le barycentre de (G,0) et de (G,,B).
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