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Algèbre linéaire (corrigé niveau 3).  
 
Sous-espaces vectoriels supplémentaires, sommes dir ectes. 
71. a. Classiquement, ils sont inclus dans E, stables par combinaison linéaire et contiennent tous trois la  

    fonction nulle.  
b. Soit f une fonction dans E. 
    Si f se décompose suivant ces trois espaces en : 0ffff ++= −+ , alors : 

      ∀ x ≥ 0, )()()()()()( 00 xfxfxfxfxfxf +=++= +−+ , 

      ∀ x ≤ 0, )()()()()()( 00 xfxfxfxfxfxf +=++= −−+ , 

    et en particulier : )0()0( 0ff = , ce qui donne f0, puis : 

      ∀ x ≥ 0, )0()()( 0fxfxf += + , d’où : )0()()( 0fxfxf −=+ , et de même : 

      ∀ x ≤ 0, )0()()( 0fxfxf −=− . 

    Réciproquement, les trois fonctions définies par : 
      ∀ x ∈ �, )0()0(0 ff = , 

      ∀ x ≥ 0, )0()()( 0fxfxf −=+ , et : ∀ x < 0, 0)( =+ xf , 

      ∀ x ≤ 0, )0()()( 0fxfxf −=− , et : ∀ x > 0, 0)( =− xf , 

    conviennent. 
    En effet : 
      • f0 est évidemment constante,  
      • +f  est nulle sur �-* ainsi qu’en 0, car : )0)0()0()0( 0 =−=+ fff ,  

        Elle est continue sur �+* et �-*, et en 0, puisque : 
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, car f est continue. 

        Donc +f  est bien dans E+. 

      • De même, −f  est bien dans E-. 

      • Enfin on a évidemment : 0ffff ++= −+ , en le vérifiant immédiatement pour tout réel x. 

    Finalement, on a bien : E = E+ ⊕ E– ⊕ E0.  
 

72. Il est immédiat que F et G sont des sous-espaces vectoriels de C0([−1,1],�). 
Si maintenant h est un élément de C0([-1,+1],�), s’écrivant : h = f + g, avec : f ∈ F, g ∈ G, alors : 
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, où C est la valeur constante de g sur [-1,+1]. 
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dtthC , puis : ∀ x ∈ [-1,+1], Cxhxf −= )()( . 

Réciproquement, si on pose : ∀ x ∈ [-1,+1], ∫
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alors on a : h = f + g, g est constante sur [-1,+1], et : 0).(.
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dtthdtthdttf , d’où : f ∈ F. 

Finalement, F et G sont bien supplémentaires dans C0([-1,+1],�). 
 

73. F et G sont évidemment des sous-espaces vectoriels de ��. 
Puis si (un) est un élément de ��, s’écrivant : (un) = (fn) + (gn), avec : (fn) ∈ F, (gn) ∈ G, alors : 
  • u0 = g0, u1 = g1, et (gn) est ainsi entièrement déterminée.  
Pour mémoire mais ça n’est pas nécessaire ici, les éléments de G s’écrivent :  
  ∀ (an) ∈ G, (an) = α.(4n) + β.(1), puisque 4 et 1 sont les racines de l’équation caractéristique associée. 

D’où les constantes pour la suite (gn) précédente qui valent : 
3

01 uu −
=α , 

3

.4 10 uu −
=β . 

  • Puis : (fn) = (un) – (gn). 
Réciproquement, la suite (gn) ainsi trouvée est dans G, on a bien : (un) = (fn) + (gn), et : 
  f0 = u0 – g0 = 0, f1 = u1 – g1 = 0, et : (fn) ∈ F. 
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Finalement, F et G sont bien supplémentaires dans ��. 
 

Applications linéaires, projecteurs. 
74. a. Puisque fp-1 est non nul, il existe x dans E tel que : fp-1(x) ≠ 0. 

    Montrons alors que la famille (x, f(x), …, fp-1(x)) est libre et pour cela, soit : a0.x + … + ap-1.f
p-1(x) = 0. 

    En prenant l’image de cette combinaison linéaire par fp-1, on obtient : a0.f
p-1(x) + 0 = 0, et donc : a0 = 0. 

    Puis par récurrence, on montre que : ∀ 0 ≤ k ≤ p – 1, ak = 0, en composant par fp-1-k, les combinaisons  
    linéaires obtenues de proche en proche. 
    Donc la famille proposée est bien libre. 
b. Il est clair alors que le nombre de vecteurs de cette famille, c'est-à-dire p est plus petit que n, soit :  
      p ≤ n. 
    Puis : fn = fpofn-p = 0ofn-p = 0.  
 

75. a. Immédiatement : ϕ = D2 – 3.D + 2.idE = (D – idE)o(D – 2.idE).  
b. • Soit : f ∈ ker(D – idE)∩ker(D – 2.idE). 
    Alors : D(f) = f, et : D(f) = 2.f, soit : f = 2.f, et donc : f = 0. 
    La somme des deux noyaux est donc directe. 
    • Soit : f ∈ ker(D – idE). 
    Alors : ϕ(f) = (D – 2.idE)((D – idE)(f)) = (D – 2.idE)(D(f) – f) ) (D – 2.idE)(0) = 0, 
    de même : ∀ f ∈ ker(D – 2.idE), ϕ(f) = 0, 
    d’où : ker(D – idE) ⊕ ker(D – 2.idE) ⊂ ker(ϕ). 
    • Soit enfin : f ∈ ker(ϕ).  
    Si on peut trouver (f1, f2) ∈ ker(D – idE)×ker(D – 2.idE), f = f1 + f2, alors : D(f) = D(f1) + D(f2) = f1 + 2.f2. 
    D’où : f2 = D(f) – f, et : f1 = 2.f – D(f). 
    On vérifie alors que : f1 + f2 = f, (D – 2.idE)(f2) = (D – 2.idE)o(D – idE)(f) = ϕ(f) = 0, et : (D – idE)(f1) = 0. 
    Donc on vient de montrer que : ker(ϕ) ⊂ ker(D – idE) ⊕ ker(D – 2.idE), et finalement l’égalité. 
c. Puisque : ker(D – idE) = {x a α.ex, α ∈ �}, ker(D – 2.idE) = {x a β.e2.x, β ∈ �}, on en déduit que ker(ϕ)  
    est l’ensemble des fonctions s’écrivant : ∀ x ∈ �, y(x) = α.ex + β.e2.x, (α,β) ∈ �2. 
 

76. Notons (i) et (ii) les deux propositions (dans cet ordre). 
Il est immédiat avec le théorème du rang que : (i) ⇒ (ii). 
Supposons maintenant que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E tels que : dim(F) + dim(G) = n. 
Notons (e1, …, ep) une base de F∩G, (ep+1, …, er) une famille de vecteurs de E telle que (e1, …, er) soit 
une base de G (autrement dit une base d’un supplémentaire de F∩G dans G) et (ap+1, …, ak) complétant 
(e1, …, ep) en une base de F. 
Soit enfin (e’k+1, …, e’n) une base complétant celle de F en une base de E. 
On sait que : n – k = r. 
On définit alors l’endomorphisme u de E par :  
  • ∀ 1 ≤ i ≤ p, u(ei) = 0, et : ∀ p+1 ≤ i ≤ k, u(ai) = 0, 
  • ∀ k+1 ≤ i ≤ n, u(e’i) = ei-k. 
Puisqu’on donne l’image de tous les vecteurs d’une base de E, u est bien défini. 
Calculons alors ker(u) et Im(u). 
Puisque e’k+1, …, e’n ont pour image une famille libre de E, on a : rg(u) ≥ n – k = r. 
De plus e1, …, ep, ap+1, …, ak sont dans ker(u), donc : rg(u) ≤ n – k. 
Finalement : rg(u) = r = n – k. 
Puis Im(u) contient u(e’k+1), …, u(e’n) donc e1, …, er, c'est-à-dire G qui est de dimension r, soit : Im(u) = G. 
Enfin ker(u) est de dimension k et contient F, donc : ker(u) = F. 
Autrement dit, on a démontré l’implication réciproque. 
 

77. La bonne formulation de la question serait plutôt : « montrer que l’application de F2 dans F1 définie par p 
est un isomorphisme d’espaces vectoriels ». 
Pour démontrer cela, montrons que cette application que l’on va noter p’ est injective et surjective. 
• Soit : x ∈ F2, tel que : p’(x) = 0.  
Alors : x ∈ F2, et comme p’(x) = p(x) = 0, on a aussi : x ∈ ker(p) = E’, donc : x ∈ E’∩F2, et : x = 0. 
Donc p’ est injective. 
• Soit : y ∈ F1. 
Alors on peut écrire : y = p(y), d’une part, et : y = x2 + x’, avec : x’ ∈ E’, et : x2 ∈ F2. 
On constate alors que : y = p(y) = p(x’) + p(x2) = p(x2) = p’(x2), puisque : x’ ∈ E’, donc : p(x’) = 0.  
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Autrement dit : p’(x2) = y, et p’ est bien surjective. 
Finalement, p’ est bien un isomorphisme de F2 sur F1. 
Remarque : ce résultat généralise le fait que deux supplémentaires d’un même sous-espace vectoriel ont 
même dimension dans un espace de dimension finie. 
 

78. a. On a donc : Im(f0) = ker(f1) = {0}, donc f1 est injective. 
    De même : Im(fn) = ker(fn+1) = En, donc fn est surjective.  
b. Soit k un entier donné entre 1 et n. 
    Alors : dim(ker(fk)) + dim(Im(fk)) = dim(Ek-1), ou encore : dim(ker(fk)) + dim(ker(fk+1)) = dim(Ek-1). 

    On en déduit que : ∑∑
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c. Considérons les 4 applications linéaires : 
      f0 de {0} dans F∩G, définie par : f0 = 0, 
      f1 de F∩G dans F×G, définie par : ∀ x ∈ F∩G, f1(x) = (x,-x), 
      f2 de F×G dans F+G, définie par : ∀ (x,y) ∈ F×G, f2((x,y)) = x + y, 
      f3 de F+G dans {0}, définie par : f3 = 0. 
    Alors la suite ainsi construite est exacte puisque :  
      • f1 est injective de façon immédiate, et donc : ker(f1) = Im(f0), 
      • ker(f2) = Im(f1), car :  
        ∀ (x,y) ∈ F×G, (f2((x,y)) = 0) ⇔ (x+y = 0) ⇔ (y = -x, avec : x ∈ F∩G) ⇔ ((x,y) = (x,-x), x ∈ F∩G),  
           et finalement : ⇔ ((x,y) ∈ Im(f1)).   
      • ker(f3) = F+G = Im(f2), de façon immédiate. 
    On en déduit que : (-1)0.dim(F∩G) + (-1)1.dim(F×G) + (-1)2.dim(F+G) = 0, ce qui donne : 
      dim(F∩G) + dim(F+G) = dim(F×G) = dim(F) + dim(G).  
 

Matrices. 
79. Commençons par rappeler les matrices de la base canonique : 

ces matrices sont notées Ep,q, et leur coefficient générique vaut : ∀ 1 ≤ i,j ≤ n, qjpi
qp

jiE ,,
,

, .δδ= . 

Soit C maintenant une matrice de Mn(K) et soit : 1 ≤ p,q ≤ n. 
Si on note : C’ = Ep,q.C, et : C’’ = C.Ep,q, alors :  

  ∀ 1 ≤ i,j ≤ n, qjpi

n

k
qjpkki

n

k

qp
jkkiji ccEcc ,,

1
,,,

1

,
,,, ....' δδδ === ∑∑

==

,  

autrement dit toutes les colonnes sont nulles sauf la colonne q dont les coefficients valent : c’i,q = ci,p. 

De même : ∀ 1 ≤ i,j ≤ n, jqpi

n

k
jkqkpi
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k
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1
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1
,

,
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==
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autrement dit toutes les lignes sont nulles sauf la ligne p qui vaut : c’’p,j = cq,j. 
Si maintenant on suppose que : ∀ X ∈ Mn(K), X.C = C.X, alors : ∀ 1 ≤ p,q ≤ n, Ep,q.C = C.Ep,q. 
Les matrices précédentes sont donc égales et leurs éléments sont tous nuls sauf celui se trouvant à 
l’intersection de la pème ligne et de la qème colonne, soit : 
  • cp,p = c’p,q = c’’p,q = cq,q, 
  • ∀ 1 ≤ i ≠ p ≤ n, ci,p = 0, 
  • ∀ 1 ≤ j ≠ q ≤ n, cq,j = 0. 
Finalement, tous les coefficients de la matrice C en dehors de la diagonale sont nuls et ceux de la 
diagonale sont égaux entre eux, ce qui se résume en : ∃ λ ∈ K, C = λ.In. 
Réciproquement, la matrice λ.In commute avec toute matrice X de Mn(K), pour toute valeur λ. 
Conclusion : le centre de Mn(K) est l’ensemble {λ.In, λ ∈ K}.     
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80. Puisque A est une matrice de rang r, on sait qu’il existe deux matrices inversibles de tailles respectives 

p×p et q×q, notées P et Q telles que : ( )QI
I

PQ
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Si maintenant on note : 







=

− rrn

rI
PB

,0
. , et : ( )QIC rprr .0 , −= , alors : B ∈ Mn,r(�), et : C ∈ Mr,p(�). 

Evidemment, on a aussi : A = B.C. 
 

81. On peut calculer les liens entre An+1 et An, pour tout entier n, avec : An+1 = A.An. 
Un calcul direct donne : ∀ n ≥ 1, an+1 = a.an + b.cn, bn+1 = a.bn + b.dn, cn+1 = c.an + d.cn, dn+1 = c.bn + d.dn.  
Donc : an+1 + dn+1 – bn+1 – cn+1 = (a – c).(an – bn) + (b – d).(cn – dn). 
On sait que (a – c) et (b – d) sont positifs, donc il suffit que les deux autres facteurs soient positifs pour 
obtenir le résultat voulu. 
Or : ∀ n ≥ 1, (an+1 – bn+1) = a.(an – bn) + b.(cn – dn), et : (cn+1 – dn+1) = c.(an – bn) + d.(cn – dn). 
Il est alors immédiat que pour tout entier : n ≥ 1, (an – bn) et (cn – dn) sont positifs par récurrence. 
Conclusion : ∀ n ≥ 2, on a : bn + cn ≤ an + dn. 
 

Trace. 
82. a. Puisque : rg(H) ≤ 1, les colonnes de H sont toutes dans un espace de dimension 1, et en les notant Hj,  

    on peut donc écrire : ∃ U ∈ Mn,1(K), ∀ 1 ≤ j ≤ n, ∃ vj ∈ K, Hj = vj.U. 

    Si on note alors V la matrice colonne : 
















=

nv

v

V M

1

, alors : H = U.tV. 

    Puis les éléments diagonaux de H valent : ∀ 1 ≤ i ≤ n, hi,i = ui.vi, et : tr(H) = ∑
=

n

1i
ii v.u = tU.V.  

    Remarque : en fait tU.V est une matrice 1×1 que l’on confond avec l’élément qu’elle contient. 
b. On calcule ensuite : H2 = U.tV.U.tV = U.(tr(H)).tV = tr(H).H.  
c. On procède par double implication. 
    [⇐] c’est immédiat avec ce que l’on a montré aux points a et b : A2 = tr(A).A = 0. 
    [⇒] si on note u l’endomorphisme canoniquement associé à A, alors : u2 = 0, et : Im(u) ⊂ ker(u). 
    Dans ce cas : rg(u) ≤ dim(ker(u)) = 3 – rg(u), d’où : 2.rg(u) ≤ 3, et rg(u) vaut 0 ou 1. 
    Si rg(u) vaut 0, alors u (et A) sont nuls, et tr(A) est également nulle. 
    Si rg(u) vaut 1, celui de A aussi, et A est non nulle.  
    De plus dans ce cas, on a : A2 = 0 = tr(A).A, et A étant non nulle, tr(A) vaut 0.  
 

83. Supposons que X et Y sont solutions du problème. 
Alors en calculant la trace dans la première égalité, alors : 2.tr(X).tr(Y) = 0. 
Comme ces deux traces ne peuvent être nulles simultanément (toujours d’après la première égalité), et 
que les deux matrices X et Y sont non nulles (d’après la deuxième égalité), distinguons deux cas : 

  • tr(X) = 0, et donc : tr(Y) ≠ 0, d’où : X = 
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Réciproquement, le couple trouvé convient car :  

  tr(X).Y + tr(Y).X = 0.Y + 
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  • tr(Y) = 0, et donc : tr(A) ≠ 0, d’où : ∃ µ ∈ �*, Y = µ. 
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Réciproquement, on constate de même que le couple trouvé convient. 
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Conclusion : les solutions au problème posé sont les deux couples précédents. 
 

Formes linéaires, dualité, hyperplans. 
84. a. Notons : n = dim(E). 

    Soit (e1, …, ep) une base de F complétée en une base (e1, …, en) de E. 
    Considérons alors (e1*, …, en*) la base duale de la base précédente. 
    Alors : ∀ x ∈ E, x = x1.e1 + … + xn.en, (x ∈ F) ⇔ (xp+1 = … = xn = 0) ⇔ (ep+1*(x) = … = en*(x) = 0). 
    Autrement dit, F est l’intersection des (n – p) hyperplans ker(ei*), avec : p+1 ≤ i ≤ n.  
b. On va en fait montrer que : ∀ 1 ≤ k ≤ n – 1, si H1, …, Hk sont des hyperplans de E, alors l’intersection de  
    ces hyperplans est de dimension au moins (n – k) et pour cela on procède par récurrence sur k. 
    • Si : k = 1, le résultat est immédiat. 
    • S’il est vrai pour : 1 ≤ k ≤ n – 2, soit (k+1) hyperplans de E. 
    La formule de Grassmann donne :  
      dim(H1∩…∩Hk+1) = dim(H1∩…∩Hk) + dim(Hk+1) – dim(H1∩…∩Hk+1 + Hk+1). 
    Or la somme (H1∩…∩Hk+1 + Hk+1) est de dimension au plus n, donc : 
      dim(H1∩…∩Hk+1) ≥ (n – k) + (n – 1) – n = n – (k + 1), 
    ce qui termine la récurrence. 
    Si maintenant on veut que m hyperplans de E aient une intersection égale à F, alors on doit avoir :  
      dim(F) ≥ n – m, c'est-à-dire : m ≥ n – dim(F), soit le minorant annoncé.   
    Comme enfin, on a trouvé effectivement [dim(E) – dim(F)] hyperplans dont l’intersection donne F, le  
    nombre minimum effectif cherché est bien [dim(E) – dim(F)].  
 

85. a. Si A et B vérifient l’hypothèse, alors : ∀ X ∈ Mn(K), tr((A – B).X) = 0. 
    Notons alors : C = A – B. 
    Deux méthodes pour montrer que C est nulle : 
      • on examine ce que cela donne en prenant pour X les matrices Ep,q de la base canonique de Mn(K), 
      • on essaie la matrice tC. 

    En notant : C’ = C.Ep,q, alors : ∀ 1 ≤ i,j ≤ n, jqpi
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    autrement dit toutes les lignes sont nulles sauf la ligne p qui vaut : ∀ 1 ≤ j ≤ n, c’p,j = cq,j. 
    Donc : tr(C.Ep,q) = tr(C’) = c’p,p = cq,p = 0, et ceci étant vrai : ∀ 1 ≤ p,q ≤ n, C = 0, soit : A = B. 

    Si on utilise tC, alors : C.tC = D, avec : ∀ 1 ≤ i,j ≤ n, di,j = ∑
=

n

k
kjki cc

1
,, . ,  

    d’où : tr(C.tC) = tr(D) = ∑∑
= =

n

i

n

k
kic

1 1

2
, = 0, et donc : C = 0, soit encore : A = B. 

b. Soit l’application φ de Mn(K) dans Mn(K)* qui à une matrice F fait correspondre ϕF : X a tr(X.F). 
    L’application ainsi définie ϕF de Mn(K) dans K est une forme linéaire sur Mn(K) (c’est immédiat). 
    Montrons que φ est linéaire et bijective. 
    Pour cela : ∀ (F,G) ∈ Mn(K)2, ∀ (λ,µ) ∈ K2,  
      ∀ X ∈ Mn(K), ϕλ.F+µ.G(X) = tr(X.(λ.F+µ.G)) = λ.tr(X.F) + µ.tr(X.G) = (λ.ϕF + µ.ϕG)(X), 
    autrement dit : ϕλ.F+µ.G = λ.ϕF + µ.ϕG, ou encore : ϕ(λ.F + µ.G) = λ.φ(F) + µ.φ(G), et φ est linéaire. 
    Puis, soit : F ∈ Mn(K), φ(F) = 0. 
    Alors : ∀ X ∈ Mn(K), tr(X.F) = tr(F.X) = 0, et : F = 0, d’après la question a. 
    Donc φ est injective et puisque : dim(Mn(K)) = dim(Mn(K)*) = n2, φ est bijective. 
    Par conséquent : ∀ f ∈ Mn(K)*, ∃ ! F ∈ Mn(K), f = φ(F), soit telle que : ∀ A ∈ Mn(K), f(A) = tr(A.F). 
c. Soit : f ∈ Mn(K)*, vérifiant l’hypothèse. 
    Notons F une matrice telle que : ∀ X ∈ Mn(K), f(X) = tr(X.F). 
    Alors : ∀(A,B) ∈ Mn(K)², f(A.B) = f(B.A), soit : tr(A.B.F) = tr(B.A.F) = tr(B.F.A). 
    Donc : ∀ B ∈ Mn(K), tr(B.[A.F – F.A]) = 0, et : A.F = F.A. 
    Or cette dernière égalité étant vraie pour tout : A ∈ Mn(K), on en déduit que : ∃ λ ∈ K, F = λ.In (voir  
    exercice 60 sur le centre de Mn(K)). 
    On en déduit donc que : ∀ X ∈ Mn(K), f(X) = tr(X.λ.In) = λ.tr(X), soit : f = λ.tr. 
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86. a. La famille proposée est la base de Lagrange de �n[X] associée à la famille (a0, …, an). 
    Pour mémoire, elle comporte (n+1) vecteurs et est libre car si : λ0.P0 + … + λn.Pn = 0, en évaluant cette  
    combinaison linéaire en ak, on obtient : λk.1 = 0. 
    Puis, pour : P ∈ �n[X], si on note : P = λ0.P0 + … + λnPn, si on évalue cette égalité en ak, on obtient : 
      ∀ 1 ≤ k ≤ n, λk = P(ak). 
    On vient de déterminer les formes linéaires coordonnées associées à cette base. 
    Ces formes linéaires forment une base de �n[X]* appelée base duale de la base de Lagrange.  
b. Si un tel polynôme existe, il ne peut valoir que : 
      Q = b0.P0 + … + bn.Pn, d’après la question précédente, et ce polynôme convient par évidence.  

c. Puisque ϕ : P a ∫
1

0
).( dttP , est une forme linéaire sur �n[X], elle peut s’écrire en fonction de la base  

    duale trouvée à la question a, soit : ∃ (c0, c1, … ,cn) ∈ �n+1, ϕ = c0.P0* + … + cn.Pn*,  

    ce qui s’écrit encore : ∀ P ∈ �n[X], ∑∫
=

=
n

k
kk aPcdttP

0

1

0
)(.).( .  

d. Il suffit de choisir pour P les polynômes de la base de Lagrange, à savoir : 

      ∀ 0 ≤ i ≤ n, i

n

k
kiki caPcdttP ==∑∫

=0

1

0
)(.).( . 

 
87. a. Soit une combinaison linéaire nulle de ces trois formes : a1.y1* + a2.y2* + a3.y3* = 0. 

    Alors : ∀ P ∈ �2[X], a1.P(a) + a2.P’(a) + a3.P’’(a) = 0. 
    Si on choisit : P = (X – a)2, alors : 2.a3 = 0, soit : a3 = 0. 
    Puis on utilise le polynôme : P = (X – a), et : a2 = 0, et enfin le polynôme : P = 1, conduit à : a1 = 0.  
    La famille proposée est donc bien libre. 
b. Le même raisonnement permet de montrer que la famille (y0*, …, yn*) est libre, à l’aide des polynômes  
    (utilisés dans cet ordre) (X – a)n, …, (X – a), 1.  
c. Puisque la famille précédente comporte (n+1) formes linéaires, c’est bien une base de �n[X]*. 
    Pour déterminer sa base antéduale, on peut s’inspirer de ce qu’on a fait au-dessus, et proposer : 

       ∀ 0 ≤ k ≤ n, 
!

)(

k

aX
P

k

k

−= . 

    On constate bien que : ∀ 0 ≤ j,k ≤ n, yj*(Pk) = δj,k. 
    En effet : 
      • si : j < k, a reste une racine de Pk

(j), et Pk
(j)(a) = 0, 

      • si : j = k, Pk
(k) = 1, et : Pk

(k)(a) = 1, 
      • si : j > k, l’ordre de dérivation est supérieur au degré du polynôme, d’où : Pk

(j) = 0, et : Pk
(j)(a) = 0. 

 
88. La famille proposée peut être libre puisqu’elle comporte 4 formes linéaires dans E* qui est de dimension 4. 

Considérons les polynômes (X – a).(X – b), (X – a).(X – c) et (X – b).(X – c), d’une part et le polynôme  
 (X – a).(X – b).(X – c) d’autre part. 
Les trois premiers forment une base de �2[X] (à des facteurs multiplicatifs près, c’est une base de 
Lagrange) et le dernier n’étant pas dans �2[X], il engendre une droite supplémentaire de �2[X] dans �3[X].  
Donc ces quatre polynômes forment une base de �3[X]. 
Considérons maintenant : λ1.y1* + λ2.y2* + λ3.y3* + λ4.y4* = 0. 

Evaluée sur le premier polynôme, on obtient : 0).).((.)).(.( 43 =−−+−− ∫
b

a
dtbtatbcac λλ , soit : 

  ∫ −−
−−

−=
b

a
dtbtat

bcac
).).((.

)).((

1
.43 λλ . 

De même avec les deux suivants, on obtient :  

  ∫ −−
−−

−=
b

a
dtctat

cbab
).).((.

)).((

1
.42 λλ , et : ∫ −−

−−
−=

b

a
dtctbt

caba
).).((.

)).((

1
.41 λλ . 

Enfin, évaluée sur le dernier polynôme, on a : 0).).().((.4 =−−−∫
b

a
dtctbtatλ . 

Cette dernière intégrale vaut : )
2

.().(
6

1
).).().(( 2 ba

cbadtctbtat
b

a

+−−=−−−∫ . 

Distinguons alors deux cas : 
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  • si : 
2

ba
c

+≠ , alors λ4 est nul, ainsi que les trois autres scalaires et la famille est libre. 

  • si : 
2

ba
c

+= , on peut poser : 

    λ4 = 1, 
)).((

).).((
3 bcac

dtbtat
b

a

−−

−−−
= ∫λ , 

)).((

).).((
2 cbab

dtctat
b

a

−−

−−−
= ∫λ , 

)).((

).).((
1 caba

dtctbt
b

a

−−

−−−
= ∫λ , 

La combinaison linéaire obtenue avec ces scalaires est la forme linéaire nulle puisqu’elle s’annule sur les 4 
polynômes de la base précédente, et un des coefficients au moins (par exemple λ4) est non nul. 
On conclut que dans ce cas, la famille est liée. 
 

89. On sait que ker(y*) et ker(z*) sont des hyperplans Hy et Hz de E. 
Deux possibilités ensuite : 
  • soit : Hy = Hz, et il existe x dans E hors de cet hyperplan, et donc tel que : y*(x) ≠ 0, z*(x) ≠ 0, et donc le 
produit y*(x).z*(x) est non nul. 
  • soit : Hy ≠ Hz, et : ∃ xy ∈ Hy, xy ∉ HZ et : ∃ xz ∈ Hz, xz ∉ Hy.  
Dans ce cas le vecteur : X =  xy + xz, n’est ni dans Hy ni dans Hz. 
En effet, si on avait : X ∈ Hy, alors par différence, on aurait : xz ∈ Hy, ce qui est impossible. 
Il est aussi impossible d’avoir : X ∈ Hz. 
Donc : y*(X) ≠ 0, et : z*(X) ≠ 0, donc le produit est encore non nul. 

 
Formes multilinéaires. 
91. Puisque u est linéaire et que detB est n-linéaire alternée, il est clair que f est n-linéaire. 

De plus, pour : (x1, …, xn) ∈ En, si par exemple : x1 = x2, alors : 

  ),...,,),((det),...,),(,(det),...,),(,,...,(det),...,( 33
1

1111 nBnB

n

i
niiiBn xxxxuxxxuxxxxuxxxxf +==∑

=
+−  , 

puisque tous les autres déterminants comportent deux vecteurs identiques. 
Et comme la forme detB est alternée, ces deux derniers déterminants sont opposés (on y inverse les deux 
premiers vecteurs). 
f est donc bien n-linéaire alternée sur E. 
Donc : ∃ α ∈ K, f = α.detB. 

Pour terminer, si : B = (e1, …, en), et : ∀ 1 ≤ j ≤ n, u(ej) = ∑
=

n

i
iji ea

1
, . , alors : 

  f(e1, …, en) = α.detB(e1, …, en) = α = ∑
=

+−

n

i
niiiB eeeuee

1
111 ),...,),(,,...,(det . 

Or : detB(e1, …, ei-1 , u(ei), ei+1, …, en) = ii

in

ii

i

a

a

a

a

,

,

,

,1

10

0

0

01

=
OMM

MM

MMO

, d’où : )(
1

, utra
n

i
ii ==∑

=

α .  

 
92. a. On va utiliser la n-linéarité du déterminant et développer complètement pour obtenir en tout 2n termes. 

    Chaque terme est un déterminant du type detB(y1, …, yn), où yi vaut soit xi, soit a. 
    Trois possibilités se présentent alors pour chaque nouveau déterminant : 
      • il ne comporte pas de a, et donc il vaut : detB(x1, …, xn) (un seul terme), 
      • il comporte un a, et donc il vaut : detB(x1, …, xi-1, a, xi+1, …, xn) (n termes), 
      • il comporte plus de deux fois le vecteur a, et donc il est nul. 

    Finalement : ∑
=

+−+=+++
n

i
niiBnBnB xxaxxxxxaxaxa

1
111121 ),...,,,,...,(det),...,(det),...,,(det . 
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b. On applique le résultat précédent avec : 























=

nb

b

a

M

M

M

1

, et : ∀ 1 ≤ i ≤ n, 























=

0

0

M

M

ii ax , où tous les coefficients  

    sont nuls sauf le ième. 

    On en déduit que : 













+=









+=

+

+
+

∑∏∑ ∏∏
=== ≠=−

n

j j

j
n

i
i

n

j ji
ij

n

i
i

nnnn

n a

b
aaba

babb

b

bab

bbba

11111

222

1111

1..

L

OOM

MO

L

,  

    la dernière égalité étant valable lorsque tous les aj sont non nuls.  
 

Calculs de déterminants. 
93. Notons : ∀ 1 ≤ i ≤ n, Pi = (X + j – 1)2. 

Ces polynômes étant de degré 2 (donc dans �2[X]), la famille (P1, …, Pn) est liée si : n ≥ 4.  
• Plaçons dans le cas : où : n ≥ 4. 
Alors : ∃ (α1, …, αn) ∈ �n, non tous nuls, tel que : α1.P1 + … + αn.Pn = 0. 
Alors : ∀ 1 ≤ j ≤ n, α1.P1(j) + … αn.Pn(j) = 0, et la même relation lie les colonnes de la matrice A. 
Dans ce cas, on a donc : det(A) = 0. 
• On complète alors avec :  
  n = 1, et : det(A) = 1, 

  n = 2, et : det(A) = 1
44

91
= , 

  n = 3, et : det(A) = 8

25169

1694

941

−= . 

 

94. La matrice A vaut : A = 





















+
2

)1.(
31

33

111

nn
L

MOMM

LM

L

. 

Pour calculer det(A), on enlève par exemple à chaque colonne la précédente en commençant par la 

dernière et on obtient : !

1

01

0

2

0001

2

)1.(
31

33

111

)det( n

n

nnn

A =
−

=
+

=

LLL

M

MOM

MMOM

L

L

MOMM

LM

L

. 

 
95. a. Les colonnes de Dn sont : ∀ 1 ≤ j ≤ n, Cj = a.C + xj.Ej.  

 b. Si on développe Dn par n-linéarité, on obtient 2n termes répartis en trois type : 

      • le déterminant où n’apparaît jamais C qui vaut : n

n

xx

x

x

...

00

0

0

00

1

1

=

L

OOM

MOO

L

, 
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      • ceux (il y en a n) avec une fois la colonne C qui valent : njj

n

xxaxx

xa

a

ax

........

0

0

0

111

1

+−=
MOMM

MM

MMO

, 

      • ceux qui comporte deux fois la colonne C et qui ainsi sont nuls. 

    Donc : Dn = ∑
=

+−+
n

j
njjn xxaxxxx

1
1111 ........... . 

 
96. a. On commence donc par remplacer chaque colonne Ck par Ck – Cn, pour : 1 ≤ k ≤ n – 1, et : 

     n
nnn

nnn

nnnnnn

nn

nnn

n

nnn

nn

n

n

n D
baba

bbbb

bababa

bb

baba

bb

bababa

bb

baba

bb

D '.
))...((

))...((

1

)).(()).((

1

)).(()).((

1

11

1

1

1

1

1111

1

111

1

++
−−

=

+++
−

++
−

+++
−

++
−

= −

−

−

−

−

L

MMM

MMM

L

. 

    Dans ce nouveau déterminant, on utilise cette fois la dernière ligne comme pivot, et : 

      

1
)(

1

)(

1

0
)).(()).((

0
)).(()).((

1
)(

1

)(

1

1
)(

1

)(

1

'

11

111

1

111

1

111

1

111

1

11

1111

−

−−−

−

−

−

−−

−

−

++

++
−

++
−

++
−

++
−

=

++

++

=

nnn

nnnn

nn

nn

nn

nnn

n

n

n

nnn

n

n

baba

baba

aa

baba

aa

baba

aa

baba

aa

baba

baba

D

L

MMM

L

L

MMM

MMM

L

. 

    On peut alors développer suivant la dernière colonne et factoriser dans chaque ligne. 
    On peut également changer les signes des termes du numérateur, et on aboutit à la formule proposée : 

      1
1111

1111 .
))...().().()...((

))...().()...((
−

−−

−−

+++++
−−−−

= n
nnnnnnnn

nnnnnn
n D

bababababa

aaaabbbb
D . 

b. On remarque que : 
11

1

1

ba
D

+
= , et par récurrence : ∀ n ≥ 2, 

∏
∏

≤≤

≤<≤

+

−−
=

nji
ji

nji
jiji

n ba

bbaa

D

,1

1

)(

)).((

. 

c. Dans le cas particulier proposé, le numérateur vaut : (1!.2!...(n – 1)!)2, et le dénominateur quant à lui  

    vaut : 
!

)!.2(
...

!1

)!1(
))...(2).(1)...(1)...(12).(11(

n

nn
nnnnn

+=++++++ ,  

    et le déterminant cherché vaut donc : 
)!.2)!...(1(

!.))!1!...(2!.1( 3

nn

nn
n +

−=∆ .  

 
97. a. On utilise la multilinéarité du déterminant, en particulier ici par rapport à la dernière colonne, et : 

      ∀ x ∈ �, ∀ p ∈ �, 

∑

∑

=

−

=
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−
+








 +


















−

+








=−+

p

k

k

p

k
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x
k

p

p
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x
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p

p

p

x
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0

1

0

.
1

1

1

1

1
1

.
1

0

1.2
1

2
1001

)()1(

L

MM

MOMM

MOM

L

ϕϕ . 
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    On remplace alors la dernière colonne par ∑
=

−
+ −

p

k
k

k
p CxC

1

1
1 . , et la valeur calculée devient : 

      )!1.(

.
1

1

1

1

1
1

0
1

0

0
1

2
0001

)()1( +=








 +









−
+








 +










−










=−+ px

x
p

p

p

pp
p

pxx p

p

pp

L

MM

MOMM

MOM

L

ϕϕ , puisque triangulaire. 

b. Si on écrit maintenant les égalités précédentes pour x prenant les valeurs 0, 1, …, n et en ajoutant les  

    égalités obtenues, on arrive à : ∑∑
==

+=−+
n

k

p
n

k
pp kpkk

00

)!.1()]()1([ ϕϕ , et comme : ϕp(0) = 0, on conclut  

    que : ∑
=

+=+
n

k

p
p kpn

1

)!.1()1(ϕ , puisque la somme est télescopique.  

c. On a alors : ∀ n ∈ �,  

      • )1.(
)1(1

11
)!.11()1( 2

1
1 +=

+
+

=+=+ ∑
=

nn
n

n
kn

n

k

ϕ , d’où : 
2

)1.(

1

+=∑
=

nn
k

n

k

. 

      • )1.2).(1.(

)1(31

)1(21

101

)!.12()1(
3

2

1

2
2 ++=

+
+
+

=+=+ ∑
=

nnn

n

n

n

kn
n

k

ϕ , d’où : 
6

)1.2).(1.(

1

2 ++=∑
=

nnn
k

n

k

.  

      • 22

4

3

2

1

3
3 )1.(.6

)1(641

)1(331

)1(021

1001

)!.13()1( +=

+
+
+
+

=+=+ ∑
=

nn

n

n

n

n

kn
n

k

ϕ , et : 
4

)1.(

24

)1.(.6 2222

1

3 +=+=∑
=

nnnn
k

n

k

. 

 
98. a. Si n vaut 1, les matrices se confondent avec des complexes, et l’égalité est vérifiée pour tout : A ∈ �. 

b. On suppose dorénavant que : n ≥ 2. 
    Si A répond au problème, en prenant : X = A, on obtient :  
      det(2.A) = 2.det(A) = 2n.det(A), et donc : 0)det( =A . 

c. On sait qu’il existe : (P,Q) ∈ Gln(�)2, A = Q. 








−−−

−

rnrnrrn

rnrrI

,,

,

00

0
.P. 

    Posons alors : X = Q. 








−−

−

rnrrn

rnrrr

I,

,,

0

00
.P, qui est bien une matrice de rang (n – r) puisque P et Q sont  

    inversibles. 
    On a alors : A + X = Q.P, et : det(A + X) = det(Q.P) = det(Q).det(P) ≠ 0.  
    Or : det(A + X) = det(X). 
    Donc X est inversible, est donc de rang n, et : r = 0. 
    Puisque A est une matrice de rang 0, elle est nulle. 

 


