Algebre linéaire (corrigé niveau 3).

Sous-espaces vectoriels supplémentaires, sommes dir ectes.
71. a. Classiquement, ils sont inclus dans E, stables par combinaison linéaire et contiennent tous trois la
fonction nulle.
b. Soit f une fonction dans E.

Si f se décompose suivant ces trois espacesen: f ="+ f~ + f_, alors :
Ox=0, f(X)=Ff"(x)+f (X)+ f,(x) =" (x)+ f,(X),
Ox<0, f)=F ")+ f ()+f,(x)=f (X + f,(x),
et en particulier : f (0) = f, (0), ce qui donne f,, puis :
Ox=0, f(X)=f"(x)+ f,(0), dou: f"(x)=f(x)- f,(0), et de méme:
Ox<0, f7(x)=f(x)—f,(0).
Réciproquement, les trois fonctions définies par :
OxOR, f,(0)=f(0),
Ox=0, f*"(x)=f(x)-f,(0),et:0x<0, f*(x)=0,
Ox<0, f"(x)=f(x)-f,(0),et:Ox>0, f7(x)=0,
conviennent.

En effet :
« fy est évidemment constante,

« f7 estnulle sur R*ainsiquen 0, car: f*(0)=f(0)- f,(0)=0),
Elle est continue sur R™ et R*, et en 0, puisque :
Iirrg) fr(x) = IingO=O: f7(),et: Iirrg) fr(x) = Iirr(1)0= f (0) - f,(0) =0, car f est continue.
Donc f* est bien dans E".
» De méme, f~ estbien dans E..

« Enfin on a évidemment: f =" + f~ + f , en le vérifiant immédiatement pour tout réel x.
Finalement, on abien: E=E* 0 E~ 0 E°

72. Il estimmédiat que F et G sont des sous-espaces vectoriels de C°([-1,1],C).
Si maintenant h est un élément de C°([-1,+1],C), s'écrivant: h=f+ g, avec : f O F, g O G, alors :

fllh(t).dt = fllf (t).at + fllg (t).dt =0+ 2.C, ou C est la valeur constante de g sur [-1,+1].

Donc: C = % fllh(t).dt ,puis: Ox O[1,+1], f(x)=h(x)-C.

Réciproquement, si on pose : 00 x 0 [-1,+1], g(X) = %.J:lh(t).dt , puis : f(X) =h(x) —%.th(t).dt :

alorsona: h=f+g, g est constante sur [-1,+1], et : fllf (t).dt = fllh(t).dt - 2.%.j;lh(t).dt =0,dou:fOF.

Finalement, F et G sont bien supplémentaires dans C°([-1,+1],C).

73. F et G sont évidemment des sous-espaces vectoriels de C".
Puis si (u,) est un élément de C, s’écrivant : (u,) = (f,) + (gn), avec : (f,) O F, (g,) O G, alors :
* Up = (o, U1 = g1, et (gn) est ainsi entierement déterminée.
Pour mémoire mais ¢a n’est pas nécessaire ici, les éléments de G s’écrivent :
O (ay) O G, (ay) = a.(4") + B.(1), puisque 4 et 1 sont les racines de I'équation caractéristique associée.
u, B= 4u, —u, .
3

N , s . u, —
D’oll les constantes pour la suite (g,) précédente qui valent : a = 3

e Puis : (f,) = (un) — (9n).
Réciproquement, la suite (g,) ainsi trouvée est dans G, on a bien : (u,) = (f.) + (9), et :
f():Uo—g()ZO, f]_:Ul—gl:O, et: (fn) O F.
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Finalement, F et G sont bien supplémentaires dans C".

Applications linéaires, projecteurs.
74. a. Puisque f* est non nul, il existe x dans E tel que : f"*(x) # 0.

75.

76.

7.

Montrons alors que la famille (x, f(x), ..., f"*(x)) est libre et pour cela, soit : ag.x + ... + ap_l.fp'l(x) =0.
En prenant I'image de cette combinaison linéaire par **, on obtient : a,.f"*(x) + 0 = 0, et donc : a, = 0.
Puis par récurrence, on montre que : J0<k<p -1, a, = 0, en composant par f"** les combinaisons
linéaires obtenues de proche en proche.
Donc la famille proposée est bien libre.

b. Il est clair alors que le nombre de vecteurs de cette famille, c'est-a-dire p est plus petit que n, soit :

p<n.

Puis : f" = fPof"® = 0of " = 0.

a. Immédiatement : ¢ = D?— 3.D + 2.idg = (D — idg)o(D — 2.idg).
b.  Soit: f O ker(D — idg)nker(D — 2.idg).
Alors : D(f) =f, et : D(f) = 2., soit: f = 2.f, et donc : f = 0.
La somme des deux noyaux est donc directe.
e Soit : f O ker(D — idg).
Alors : ¢(f) = (D — 2.ide)((D — idg)(f)) = (D — 2.ide)(D(f) — ) ) (D — 2.idg)(0) = O,
de méme : O f O ker(D — 2.idg), ¢(f) =0,
d'ou : ker(D —idg) O ker(D — 2.idg) O ker(d).
 Soit enfin : f I ker().
Si on peut trouver (fy, ;) 0 ker(D — idg)xker(D — 2.idg), f = f; + f,, alors : D(f) = D(fy) + D(f,) = f; + 2.f,.
Dou: f, = D(f) —f, et : f; = 2.f — D(f).
On vérifie alors que : f; + f, =f, (D — 2.idg)(f,) = (D — 2.idg)o(D — idg)(f) = ¢(f) = 0, et : (D —idg)(f) = 0.
Donc on vient de montrer que : ker(¢) O ker(D — idg) O ker(D — 2.idg), et finalement I'égalité.
c. Puisque : ker(D —idg) = {x — a.€*, a O R}, ker(D — 2.idg) = {x — B.e**, B O R}, on en déduit que ker(¢)
est 'ensemble des fonctions s’écrivant : 0 x O R, y(x) = a.e* + B.e**, (a,p) O R%

Notons (i) et (ii) les deux propositions (dans cet ordre).
Il estimmédiat avec le théoréme du rang que : (i) = (ii).
Supposons maintenant que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E tels que : dim(F) + dim(G) = n.
Notons (ey, ..., €,) une base de FnG, (€p.1, ..., €) une famille de vecteurs de E telle que (e, ..., €;) soit
une base de G (autrement dit une base d’un supplémentaire de Fn G dans G) et (ap.1, ..., &) complétant
(€1, ..., &) en une base de F.
Soit enfin (€'k+1, ..., €'y) une base complétant celle de F en une base de E.
Onsaitque:n—-k=r.
On définit alors 'endomorphisme u de E par :
e[dl<isp,u(e)=0,et:0Op+tl<isk, u(a) =0,
e Ok+1l<i<n, u(e)) = e
Puisqu’on donne I'image de tous les vecteurs d’une base de E, u est bien défini.
Calculons alors ker(u) et Im(u).
Puisque €'y+1 ..., €', ont pour image une famille libre de E,ona:rg(uy=n—-k=r.
De plus ey, ..., €, @y, ..., & sont dans ker(u), donc : rg(u) < n —Kk.
Finalement : rg(u) =r=n—k.
Puis Im(u) contient u(€'y+1), ..., u(e’y) donc ey, ..., €,, c'est-a-dire G qui est de dimension r, soit : Im(u) = G.
Enfin ker(u) est de dimension k et contient F, donc : ker(u) = F.
Autrement dit, on a démontré I'implication réciproque.

La bonne formulation de la question serait plutdt : « montrer que I'application de F, dans F; définie par p
est un isomorphisme d’espaces vectoriels ».

Pour démontrer cela, montrons que cette application que I'on va noter p’ est injective et surjective.

» Soit : x O Fy, tel que : p'(x) = 0.

Alors : x O F,, et comme p’'(x) = p(x) =0, ona aussi: x ker(p) =E’,donc:xOE'nF, et:x=0.

Donc p’ est injective.

» Soit:y O F;.

Alors on peut écrire : y = p(y), d’'une part, et: y =x, + X', avec : X’ O E’, et: x, 00 F,.

On constate alors que : y = p(y) = p(X) + p(x2) = p(X2) = p'(X2), puisque : X' O E’, donc : p(x’) = 0.
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Autrement dit : p'(X2) =y, et p’ est bien surjective.

Finalement, p’ est bien un isomorphisme de F, sur F;.

Remarque : ce résultat généralise le fait que deux supplémentaires d’'un méme sous-espace vectoriel ont
méme dimension dans un espace de dimension finie.

78.a. On a donc : Im(fo) = ker(f;) = {0}, donc f; est injective.
De méme : Im(f,) = ker(f..1) = E,,, donc f, est surjective.
b. Soit k un entier donné entre 1 et n.
Alors : dim(ker(f,)) + dim(Im(fy)) = dim(Ey.1), ou encore : dim(ker(fy)) + dim(ker(fy+1)) = dim(Ey.1).

On en déduit que : Z (-1 .dim(E,) = (-1)".dim(E,) + zl (-1 [dim(Ker(f,.,)) + dim(ker(f,.,))] .

k=0 k=0

D'ol : Zn:(—l)".dim(Ek) = ni(—1)k.o|im(ker(fk+1)) - Zn:(—l)".dim(ker(fkﬂ)) +(-1)".dim(E, ),

soit finalement : Z (-1*.dim(E, ) = dim(ker(f,)) - (-1)".dim(ker(f,.,)) + (-1)".dim(E,) = 0.

c. Considérons les 4 applications linéaires :

fo de {0} dans FnG, définie par : f, = 0,
f; de FnG dans FxG, définie par : O x O Fn G, fi(X) = (X,-x),
f, de FxG dans F+G, définie par : O (x,y) O FxG, fo((x,y)) = X + v,
f; de F+G dans {0}, définie par : f; = 0.

Alors la suite ainsi construite est exacte puisque :
« f; est injective de fagcon immédiate, et donc : ker(f;) = Im(fo),
* ker(f,) = Im(fy), car :

O (x,y) O FxG, (f2((x,y)) =0) = (x+ty=0) = (y=-x,avec:xOFnG) = ((X,y) = (X,-X), x O FnG),
et finalement : = ((x,y) O Im(fy)).

* ker(f3) = F+G = Im(f,), de facon immédiate.

On en déduit que : (-1)°.dim(FnG) + (-1)~.dim(FxG) + (-1)2.dim(F+G) = 0, ce qui donne :
dim(Fn G) + dim(F+G) = dim(FxG) = dim(F) + dim(G).

Matrices.
79. Commencons par rappeler les matrices de la base canonique :

ces matrices sont notées E,, et leur coefficient générique vaut: 01 <ij<n, E’" =4 .0, ,.

Soit C maintenant une matrice de e/ ,(K) et soit: 1 < p,g<n.
Sionnote: C'=E,4C, et: C"=C.Ep, alors::

n n
HH ! — p.9 — —
Oil<ijsn, ;= Zci,k'Ek,j = Zci,k.dk’p.é'j,q =C 04
k=1 k=1

autrement dit toutes les colonnes sont nulles sauf la colonne g dont les coefficients valent : ¢’ 4 = .

n n
Deméme:01<ij<n, ¢ = kz EMic, = ;d,p.é'k'q.ck,j =0,,Cq;
=1 =1
autrement dit toutes les lignes sont nulles sauf la ligne p qui vaut : c”,; = Cq;.
Si maintenant on suppose que : 0 X O e (K), X.C=C.X,alors: J1<p,gsn, E,;.C=C.Ey,
Les matrices précédentes sont donc égales et leurs éléments sont tous nuls sauf celui se trouvant a
lintersection de la p*™ ligne et de la "™ colonne, soit :
* Cpp = Cpa = C'pq = Cag
e0l<izpsn,c,p=0,
*01<j#q<n,cy=0.
Finalement, tous les coefficients de la matrice C en dehors de la diagonale sont nuls et ceux de la
diagonale sont égaux entre eux, ce qui se résume en : JA O K, C = A.l,.
Réciproquement, la matrice A.l, commute avec toute matrice X de e/ (K), pour toute valeur A.
Conclusion : le centre de ¢/ (K) est 'ensemble {A.1,, A O K}.
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80. Puisque A est une matrice de rang r, on sait qu'il existe deux matrices inversibles de tailles respectives

I o, I,
pxp et gxq, notées P et Q telles que : A= P{O ' 0 P j.Q = P.(O J(I . 0oy ).Q.

n-r,r n-r,p-r

0

n-r,r

I
Si maintenant on note : B = P{ ' j et: C= (I R ¢ A ).Q, alors : B O e/ (R), et: C O A x(R).
Evidemment, on a aussi : A = B.C.

81. On peut calculer les liens entre A™™* et A", pour tout entier n, avec : A" = A.A".
Un calcul directdonne : O n =1, a,. = a.a, + b.cy, by = a.b, + b.d,, cs1 =c.a, + d.c,, dysg = C.by + d.d,.
Donc : apsy + dns1— bner — Cner = (@ —C).(an — by) + (b = d).(c, — dy).
On sait que (a — c) et (b — d) sont positifs, donc il suffit que les deux autres facteurs soient positifs pour
obtenir le résultat voulu.
Or:0n=1, (a1 — bns) =a.(an—by) + b.(c,—dy), et: (Cpsr — dnsr) = C.(an — by) + d.(Ch — dp).
Il est alors immédiat que pour tout entier : n=> 1, (a, — by) et (c, — d,) sont positifs par récurrence.
Conclusion: On=2,ona:b,+c,<a,+d,.

Trace.
82. a. Puisque : rg(H) < 1, les colonnes de H sont toutes dans un espace de dimension 1, et en les notant H;,
on peut donc écrire : JU O e ,1(K), D1 <j<n, Ov; 0K, H; = v;.U.

Vl
Si on note alors V la matrice colonne : V =| : |, alors : H = U.'V.
V.

n
n
Puis les éléments diagonaux de Hvalent : 01 <i<n, h;; = u.v;, et: tr(H) = Z u,.v, = 'U.V.
i=1
Remarque : en fait 'U.V est une matrice 1x1 que I'on confond avec I'élément qu’elle contient.
b. On calcule ensuite : H* = U.'V.U.'V = U.(tr(H)).'V = tr(H).H.
c. On procéde par double implication.
[0 ] c’est immédiat avec ce que I'on a montré aux points a et b : A? = tr(A).A = 0.
[=] si on note u 'endomorphisme canoniquement associé a A, alors : u” = 0, et : Im(u) O ker(u).
Dans ce cas : rg(u) < dim(ker(u)) = 3 —rg(u), d'ou : 2.rg(u) < 3, et rg(u) vaut O ou 1.
Si rg(u) vaut 0, alors u (et A) sont nuls, et tr(A) est également nulle.
Sirg(u) vaut 1, celui de A aussi, et A est non nulle.
De plus dans ce cas, on a : A =0 = tr(A).A, et A étant non nulle, tr(A) vaut 0.

83. Supposons que X et Y sont solutions du probleme.
Alors en calculant la trace dans la premiére égalité, alors : 2.tr(X).tr(Y) = 0.
Comme ces deux traces ne peuvent étre nulles simultanément (toujours d’apres la premiére égalité), et
gue les deux matrices X et Y sont non nulles (d’aprés la deuxieme égalité), distinguons deux cas :

. 1 (4 8 4 8

e tr(X) =0, etdonc: tr(Y) #0,dol : X = —. ,et: ONOR* X=A. .
tr(Y)\ 4 -4 4 -4

8

Y_148‘111_11211_1 9 -3)_1(3 -1
“Al4 -a) 14 -2) 12211 -1/la -2) 12241-3 3 4Aal-1 1)

Réciproqguement, le couple trouvé convient car :

1 (4 8 4 8 A (4 8)3 -1) (1 1
tr(X).Y + tr(Y).X = 0.Y + = A. = et XY = —. ) = .
e S Seoe=le SIS TG D)

N 4 8 1 (2 1
e tr(Y) =0, etdonc : tr(A) 20, d’'ot : Op O R*, Y = . ,et: X = ——| :
4 -4 124 (2 10

Réciproguement, on constate de méme que le couple trouvé convient.

Puis la matrice ( jétant inversible, on en déduit que :
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Conclusion : les solutions au probleme posé sont les deux couples précédents.

Formes linéaires, dualité, hyperplans.

84. a.

85. a.

Notons : n = dim(E).

Soit (ey, ..., €p) une base de F complétée en une base (e, ..., e,) de E.

Considérons alors (e1*, ..., e,*) la base duale de la base précédente.

Alors : OXOE, x=Xp.e1+ ... + Xp.€,, XOF) & (Xpe1 = ... =X = 0) = (€pe1*(X) = ... = €,*(X) = 0).
Autrement dit, F est l'intersection des (n — p) hyperplans ker(e*), avec : p+1l<i<n.

.Onvaenfaitmontrerque : 01<k<n-1,siH;, ..., Hsont des hyperplans de E, alors I'intersection de

ces hyperplans est de dimension au moins (n — k) et pour cela on procede par récurrence sur K.

* Si: k=1, le résultat est immédiat.

e S’il est vrai pour : 1 <k < n - 2, soit (k+1) hyperplans de E.

La formule de Grassmann donne :
dim(Hlﬂ N Hk+1) = d|m(Hlﬂ N Hk) + dim(Hk+1) - d|m(Hlﬂ . NHygep + Hk+1).

Or la somme (Hin...nHy+1 + Hei1) €st de dimension au plus n, donc :
dm(Hin...nHwp)=2(n-k)+(n—-1)—n=n-(k + 1),

ce qui termine la récurrence.

Si maintenant on veut que m hyperplans de E aient une intersection égale a F, alors on doit avoir :
dim(F) 2 n —m, c'est-a-dire : m = n — dim(F), soit le minorant annoncé.

Comme enfin, on a trouvé effectivement [dim(E) — dim(F)] hyperplans dont 'intersection donne F, le

nombre minimum effectif cherché est bien [dim(E) — dim(F)].

Si A et B vérifient I'hypothese, alors : [0 X O e (K), tr((A — B).X) = 0.
Notons alors : C = A - B.
Deux méthodes pour montrer que C est nulle :
+ on examine ce que cela donne en prenant pour X les matrices E, 4 de la base canonique de e/ (K),

* on essaie la matrice ‘'C.

n n
Ennotant: C'= C.Epq alors: O1<ijsn, ¢, =Y ER.c; =)0 ,.0,4C;- =0 ,Cq
k=1 k=1

autrement dit toutes les lignes sont nulles sauf la ligne p quivaut: 01 <j<n, ¢'yj = Cg;-
Donc : tr(C.Epq) =tr(C’) =C’pp = Cqp =0, et ceci étantvrai : 1< p,g<n, C=0, soit: A=B.

n
Sion utilise 'C, alors : C.'C =D, avec: O 1<ij<n, dij= > €\ Cjy
k=1

n n
d'ou: tr(C.C) = tr(D) = D > ¢’ =0, etdonc : C = 0, soit encore : A = B.

i=1 k=1

. Soit I'application @ de e/ (K) dans e ,(K)* qui & une matrice F fait correspondre ¢¢ : X — tr(X.F).

L’application ainsi définie ¢r de c# ,(K) dans K est une forme linéaire sur e/ ,(K) (c’est immédiat).
Montrons que @ est linéaire et bijective.
Pour cela : O (F,G) O e/ (K)?, O (A\,p) OK?,
O X O e n(K), Orprrpc(X) = tr(X.A.F+p.G)) = Atr(X.F) + pL.tr(X.G) = (.9 + H.O)(X),
autrement dit : ¢» rruc = A.Or + Mg, Ou encore : ¢(A.F + p.G) = A.@F) + p.g(G), et @ est linéaire.
Puis, soit : F O e/ ,(K), @(F) = 0.
Alors : O X O e n(K), tr(X.F) = tr(F.X) = 0, et : F =0, d’aprés la question a.
Donc @ est injective et puisque : dim(e# ,(K)) = dim(ce# (K)*) = n?, @ est bijective.
Par conséquent : O f O e/ n(K)*, O! F O o n(K), f = @(F), soit telle que : O A 0O e ,(K), f(A) = tr(A.F).

. Soit : f O e n(K)*, vérifiant I'hypothése.

Notons F une matrice telle que : O X O e (K), f(X) = tr(X.F).

Alors : [O(A,B) O e (K)?, f(A.B) = f(B.A), soit : tr(A.B.F) = tr(B.A.F) = tr(B.F.A).

Donc: 0B O (K), tr(B.[A.F—F.A]) =0, et: AF=F.A.

Or cette derniere égalité étant vraie pour tout : A O e ,(K), on en déduit que : OA O K, F = A.l,, (voir
exercice 60 sur le centre de e/ ,(K)).

On en déduit donc que : 00 X O e 1(K), f(X) = tr(X.A.l,) = A.tr(X), soit : f = A.tr.
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86.

87.

88.

a. La famille proposée est la base de Lagrange de R, [X] associée a la famille (a, ..., a,).
Pour mémoire, elle comporte (n+1) vecteurs et est libre car si: Ao.Po + ... + Ap.P, =0, en évaluant cette
combinaison linéaire en ay, on obtient : A.1 = 0.
Puis, pour : P 0O R,[X], sion note : P = Aq.Po + ... + A P, Si On évalue cette égalité en ay, on obtient :
Ol<sksn, A= P(ak).
On vient de déterminer les formes linéaires coordonnées associées a cette base.
Ces formes linéaires forment une base de R,[X]* appelée base duale de la base de Lagrange.
b. Si un tel polynédme existe, il ne peut valoir que :
Q =bo.Po + ... + b,.P,, d’apres la question précédente, et ce polynbme convient par évidence.

1
c. Puisque ¢ : P — J.O P(t).dt, est une forme linéaire sur R,[X], elle peut s'écrire en fonction de la base

duale trouvée a la question a, soit : [I(co, Cy, ... ,C) O R™ ¢ =Co.Po* + ... +Cn.Py¥,
1 n
ce qui s’écrit encore : O P O HQ,][X],J‘0 P(t).dt = ZCk.P(ak) .
k=0
d. Il suffit de choisir pour P les polynémes de la base de Lagrange, a savoir :

0o0<i<n, I:R(t).dt =>¢c.P(a)=c.
k=0

a. Soit une combinaison linéaire nulle de ces trois formes : a;.y;* + a,.y,* + as.ys* = 0.
Alors : 0O P O Ry[X], a;.P(a) + a,.P'(a) + as.P”’(a) =0
Sion chaisit: P = (X — a)z, alors: 2.a3 =0, soit: a; = 0.
Puis on utilise le polynéme : P = (X — a), et : a, = 0, et enfin le polyndme : P =1, conduita : a; = 0.
La famille proposée est donc bien libre.
b. Le méme raisonnement permet de montrer que la famille (yo*, ..., y»*) est libre, a I'aide des polyndbmes
(utilisés dans cet ordre) (X —a)", ..., (X —a), 1.
c. Puisque la famille précédente comporte (n+1) formes linéaires, c’est bien une base de R,[X]*.
Pour déterminer sa base antéduale, on peut s’'inspirer de ce qu’on a fait au-dessus, et proposer :

O00<ksn, B = u
k!
On constate bien que : 00 <jk < n, y*(Py) = 9«
En effet :

* si:j <k, areste une racine de Pk“), etP @) =0
esitj=k P& =1 et: PMa) =
« si:j >k, I'ordre de dérivation est supérieur au degré du polyndme, d'oti : P,¥ = 0, et : PO(a) =

La famille proposée peut étre libre puisqu’elle comporte 4 formes linéaires dans E* qui est de dimension 4.
Considérons les polynémes (X —a).(X — b), (X —a).(X = ¢) et (X — b).(X — ¢), d’une part et le polyndme

(X =a).(X = b).(X — c) d’autre part.

Les trois premiers forment une base de R,[X] (& des facteurs multiplicatifs pres, c’est une base de
Lagrange) et le dernier n’étant pas dans R,[X], il engendre une droite supplémentaire de R,[X] dans R3[X].
Donc ces quatre polyndmes forment une base de R3[X].

Considérons maintenant : A1.y1* + Ao.yo* + Ag.ys* + Agys* =

Evaluée sur le premier polyndme, on obtient : A,.(C— a).(c -b) + )l4.'[b (t—a).(t—b).dt =0, soit :
1

A, = AZ??EETﬁja_@a_mm

De méme avec les deux suivants, on obtient :

—_ 1 b — — . = — - @ @ @
A, = MEFEE:BLG a).(t—c).dt, et: A w m@ 3

b
Enfin, évaluée sur le dernier polynédme, on a: A J. (t- a).(t —-b).(t—c)dt =0

ja—ma c).dt.

Cette derniére intégrale vaut : j (t-a).(t—-b).t-c).dt== (a b)*.(c- )

Distinguons alors deux cas :
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89.

. a+t
eSi:C#

b . . . . .
, alors A4 est nul, ainsi que les trois autres scalaires et la famille est libre.

. a+b
*Sl.C*= 5 , on peutposer:

- [*(t-a).¢ -b).dt - [(t-a).¢ - o)t - [Ct-b).(t-c)dt
— a /1 - a /1 - a

(c-a)..c-b) ' ? (b-a).bb-c) ! (a-b).(a-c)
La combinaison linéaire obtenue avec ces scalaires est la forme linéaire nulle puisqu’elle s’annule sur les 4

polyndmes de la base précédente, et un des coefficients au moins (par exemple A4) est non nul.
On conclut que dans ce cas, la famille est liée.

)\4= 1, /13

On sait que ker(y*) et ker(z*) sont des hyperplans Hy et H, de E.
Deux possibilités ensuite :
* soit : Hy, = H,, et il existe x dans E hors de cet hyperplan, et donc tel que : y*(x) # 0, z*(x) # O, et donc le
produit y*(x).z*(x) est non nul.
 soit: Hy # H,, et : Ox, O Hy, x, OHz et: Ox, OH,, x, OH,.
Dans ce cas le vecteur : X = X, + X, n’est ni dans Hy ni dans H,.
En effet, si on avait : X O H,, alors par difféerence, on aurait : x, 0 Hy, ce qui est impossible.
Il est aussi impossible d’avoir : X [ H,.
Donc : y*(X) £ 0, et : z*(X) # 0, donc le produit est encore non nul.

Formes multilinéaires.

91.

92.

Puisque u est linéaire et que dety, est n-linéaire alternée, il est clair que f est n-linéaire.
De plus, pour : (X, ..., X,) O E", si par exemple : x; = X,, alors :

f(XgyeennX,) = Zn:detB(xl,...,&_l,u()q), Xisgre-r X, ) = detg (X,U(X), X3, ...,X,) +detg (U(X), X, X5,..-,X,)

puisque tous les autres déterminants comportent deux vecteurs identiques.

Et comme la forme detg est alternée, ces deux derniers déterminants sont opposés (on y inverse les deux
premiers vecteurs).

f est donc bien n-linéaire alternée sur E.

Donc: Oa OK, f=a.detg.

n
Pour terminer, Si: B = (€, ..., ey, et:01<j<n, u(g) = Zaiyj e, alors:
i=1

f(ey, ..., en) = aLdetg(ey, ..., &) =a = Y dety(e,,....6 1,U(€),6.y,....6,) -
=

1 a; 0
0 . . n
Or : detg(ey, ..., €1, U(E), €y, .., &) = | a |=a,, dou: a= Zai’i =tr(u).
. . . i=1
0 a,; 1

a. On va utiliser la n-linéarité du déterminant et développer complétement pour obtenir en tout 2" termes.
Chaque terme est un déterminant du type detg(y1, ..., ¥n), OU Y; Vaut soit x;, soit a.
Trois possibilités se présentent alors pour chaque nouveau déterminant :
* il ne comporte pas de a, et donc il vaut : detg (X, ..., X,) (un seul terme),
* il comporte un a, et donc il vaut : detg (X4, ..., Xi1, @, X1, -.., Xn) (N termes),
* il comporte plus de deux fois le vecteur a, et donc il est nul.

n
Finalement : detg(a+ x,a+X,,....,a+X,) = detz (X,...,X,) +ZdetB(x1,...,xi_1,a, XistsererXp) -
i=1
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b. On applique le résultat précédentavec: a=| : |,et:01<i<n, X =|a |, ou tous les coefficients
b, 0
sont nuls sauf le i*™.
a+bh b - b

b a,+b, : n n n n b

Onendéduitque : | ° 20 :|_1|ai+z b, [a :”ai 1+ 1|,
. bn—l 1=] j=1 1£] 1= j=1 aj
bn bn an + bn

la derniere égalité étant valable lorsque tous les a; sont non nuls.

Calculs de déterminants.
93.Notons: 0 1<i<n, Pi=(X+j—1)>%
Ces polyndmes étant de degré 2 (donc dans R,[X]), la famille (P4, ..., P,) est liée si: n> 4.
* Placons dans lecas :ou:nz=4.
Alors : O(ay, ..., o) O R", non tous nuls, tel que : a3.P; + ... + a,.P, = 0.
Alors : 0 1<j<n, a;.Py(j) + ... an.Py(j) = 0, et la méme relation lie les colonnes de la matrice A.
Dans ce cas, on a donc : det(A) = 0.
* On complete alors avec :
n=1,et:det(A) =1,

1 9
n=2,et:det(A) = =1,
4
1 4 9
n=3,et:det(A)=14 9 16=-8
9 16 2
11. 1
3 ... 3
94. La matrice A vaut: A = .
1 3 n(n+1)
2
Pour calculer det(A), on enléve par exemple a chaque colonne la précédente en commencant par la
R T B A
3 .. 3 p 2 :
derniére et on obtient : det(A) =|. . -, . =|: .0 i=nh.
(n+ : —_
1 3 n(n+d | n-1 0

95.a. Les colonnesde D,sont: 0 1<j<n, Cj=a.C+x.E;.
b. Si on développe D, par n-linéarité, on obtient 2" termes répartis en trois type :

. . . . . _ o . .o
* le déterminant ot n'apparait jamais C quivaut: | . . . =X X,
0 0 x
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X, a 0
0 .

« ceux (il y en a n) avec une fois la colonne C qui valent :| : a fl = XpoeXjg@Xigee Xy,
0 a X,

 ceux qui comporte deux fois la colonne C et qui ainsi sont nuls.

n
DONC : Dy = Xy Xy + D X X 8K g X
=1

96. a. On commence donc par remplacer chaque colonne Cy par C,— C,, pour: 1<k<n-1,et:

b, -b, . b, —b., 1
(a +b).(a, +b,) (& +b,,).(& +b,) & +b,
D = : : C 2B mh). b, b))
" s : : (&, +b,)..@, +b,) "
b, -b, . b, =B, 1
(@, +b).(&, +b,) (@, +b,.).(a, +b,) &, +h,

Dans ce nouveau déterminant, on utilise cette fois la derniére ligne comme pivot, et :

1 1 & "8 &~ &
(a1 +b1) m 1 (ai +b1)'.(an +b1) (a1 +bn—1)'.(an +bn—1)
0= .
i 1 ' (an—l + b.l.%- (an + bl) (an—l + bn—l%-' (an + bn—l)
BB (B ) (a,+b) (8, +b,.) !

On peut alors développer suivant la derniere colonne et factoriser dans chaque ligne.
On peut également changer les signes des termes du numérateur, et on aboutit & la formule proposée :

__ (b-b)..0,,-b,).(& -a,). (A, ~2,)
(8 *b,) @y +by).(@, +0,)- (@, b )@, ) T

I_l(a1 _aj)'(b| _bj)
[](a +b)

1 .
b. Onremarque que : D, =———, et parrécurrence: dn=2, D, =
+
I<i, j<n

c. Dans le cas particulier proposé, le numérateur vaut : (1!.2!...(n — 1)!)?, et le dénominateur quant a lui

I I
vaut: (L+1).(2+1)...(n+1)...A+n).(2+n)...(n+n) = (nIIl). ,.,(2_r'1). |
nl
1.2 -DN3.nl
et le déterminant cherché vautdonc: A, = (@-2..(n-1))".n! .
(n+D!...2.n)!
97. a. On utilise la multilinéarité du déterminant, en particulier ici par rapport a la derniere colonne, et :
1 0 0 1
2 . .
( J . : 2x+1
1
: : 0 :
OxOR, OpON, 4,(x+)=¢,(X) =|. : ( p J f(p}xk
p_l k=0 k
+1 +1) &(p+l
1 [P P > PTE | xe
1 p _1 k=0 k
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p
On remplace alors la derniere colonne par C,,; — Z x"’l.Ck , et la valeur calculée devient :

k=1
1 0 0 0
(2] : :
. : 0

1

: : 0 :
g, (x+D-9,(x) =] ) p 0 =xP.(p+1)!, puisque triangulaire.

- (p-J
(0 (5 ()

1 p-1 p

b. Si on écrit maintenant les égalités précédentes pour x prenant les valeurs 0, 1, ..., n et en ajoutant les

égalités obtenues, on arrive a : Z[¢ (k+1D) =g, (K] =(p+D)" ka et comme : ¢,(0) = 0, on conclut

k=0

que: ¢, (n+1) =(p +1)!.Z kP, puisque la somme est télescopique.

k=1
c.Onaalors: On N,
n+1 N n.(n+1)
n+l) =@Q+DL> k= =n(n+l,dou: » k=—-T7".
SAGLERIEEIDY ‘1(n+1) (n+D), dou: 3 k="
) 1 0 n+l1
« §,(n+) = Q+DLDY K*=[L 2 (n+D)? =n(n+1).(2n+1), dou: Zkz—n'(n+1)é(2'n+l).
k= 1 3 (n+1°
1 0 0 n+1
n 1 2 0 (n+1? 6n°.(n+1)* _n’(n+1)°
« 9. (n+1) =@B+DL) k* = =6.n°.(n+1 k® =
Fs(N+Y=@HD =] L =6, Z 24 2
1 4 6 (n+1)*

98. a. Si nvaut 1, les matrices se confondent avec des complexes, et I'égalité est vérifiée pour tout : A O C.
b. On suppose dorénavant que : n = 2.
Si A répond au probleme, en prenant : X = A, on obtient :
det(2.A) = 2.det(A) = 2".det(A), et donc : det(A) =0.

I -r
c. On sait qu'il existe : (P,Q) 0 Gly(C)>, A = Q_( ' 0 r.n j_P_

On—r,r n-r,n-r

0 0, .
Posons alors : X = Q.(O a Ir'" rj .P, qui est bien une matrice de rang (n —r) puisque P et Q sont
n-r

n-r,r
inversibles.
Onaalors: A+ X=Q.P, et: det(A + X) = det(Q.P) = det(Q).det(P) # 0.
Or : det(A + X) = det(X).
Donc X est inversible, est donc de rang n, et: r=0.
Puisque A est une matrice de rang 0, elle est nulle.
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