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AIQébre linéaire. Chap. 04 : cours complet.

1. Espaces vectoriels réels ou complexes.

Définition 1.1 : K-espace vectoriel

Soit E un ensemble, K un corps (égal en général a R ou C).

On dit que (E,+,.) est un K-espace vectoriel ou espace vectoriel sur K si et seulement si :
« + est une loi de composition interne sur E : O (x,y) O E?, x+y existe et : x+y O E,
« + est associative : 0 (x,y,z) DE? (x +y) +z=x + (y + 2),
* + possede un élément neutre dans E, en généralnoté 0: Ox OE, x+0=0+Xx =X,
* tout élément de E admet un symeétrique pour la loi + appelé opposé de x :

OxOE,OxXOE, (X =-x),telque:x+x =x+x=0,

ce qui fait alors de (E,+) un groupe,
* + est commutative : 0 (x,y) DE?, x +y =y + X,

ce qui rend le groupe (E,+) commutatif ou abélien,

la loi . ayant de plus les propriétés suivantes :
* c’est une loi de composition externe sur E: OO x O E, OA 0K, A.x existe et : A.x 0 E,
e O(xy) OB, OANOK, A.(X+Yy) =AX+ Ay,
e OXOE, O\ OK? A+ H).X= AX+ HLX,
¢ OxOE, O\ OK? A.p).x = A.(1.X),
s [OxOE, 1.x=xX.

Les éléments de E sont appelés « vecteurs » et ceux de K « scalaires ».

Définition 1.2 : (hors programme) K-algébre
Un ensemble (E,+,[J.) est une K-algébre si et seulement si :
* (E,+,.) est un K-espace vectoriel,
 Oest distributive par rapport a +,
« O(xy) OE, OANOK, A.(xLy) = xtA.y) = (AX)Dy.
Si la loi Oest associative, commutative ou unitaire, on dit de méme que l'algebre est associative,
commutative, unitaire.

Théoréme 1.1 : exemples

Les ensembles suivants sont des R- ou C-espaces vectoriels (suivant les cas), dits espaces vectoriels
de référence.

* les ensembles de n-uplets de réels ou de complexes : R" et C",

* les ensembles de fonctions définies sur | (éventuellement R), a valeurs dans R, C ou un K-espace
vectoriel (E,+,.) : #(I,R), #(I,C) et (I,E),

* les ensembles de polyndmes a coefficients réels ou complexes : R[X], C[X], R.[X] et C,[X],

« les ensembles de suites réelles ou complexes : R et C",

* les ensembles de matrices carrées ou rectangles a coefficients réels ou complexes : e (R), e/ (C),
M o p(R), O 1p(C).
Les ensembles suivants sont des K-algébres :

* Y(I,R), 4(1,C),

* RIX], C[X],

* oM o(R), A o(C).

Démonstration :
Une fois définies les lois dans ces ensembles, la démonstration du fait que ce sont bien des K-espaces
vectoriels ou des K-algebres est immédiate.
On précise donc les lois :
edans R et C": O (X, ..., Xo) OK", O (Y1, ..., o) OK", OX OK,
X1y ooy Xn) + (Y1, oy Vi) = (X2 + V1, oony Xn Y1),
A(Xq, ooy Xn) = (A X, oony AXp).
 dans (I,R), 4(1,C) et ¥(I,E) : O (f,g) O (I,Rou C ou E), OA OK,
(f + g) est la fonction de 1 dans R, C ou E, telle que : O x O I, (f + g)(X) = f(x) + g(x),
A.f est la fonction de | dans R, C ou E, telle que : O x O I, (A.f)(x) = A.f(x),
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et pour 4(1,K), (fxg) est la fonction de | dans K, telle que : O x O I, (fxg)(x) = f(x).g(x),
I'élément unité pour la loi x étant alors la fonction 1 telle que : O x O 1, 1(x) = 1.
C’est alors une K-algébre commutative (la loi x est commutative).
o« dans K[X] ou Ky[X] : OP =ap,XP + ... + @, Q=bg X+ ... + by, OA 0K,
pour : N = max(p,q), P + Q = (an + by). X" + ... + (ap + by),
AP =(\ay).X"+ ... +(Aay),

p+g/ k
et pour K[X], le produit x est défini par : (P.Q) = Z(Z ab,. j.Xk \
k=0\i=0
I'élément unité étant le polynéme constant égal a 1.
C’est alors une K-algébre commutative.
« dans KM: O (a,)non O K™, O (bp)aoy O KN, DA OK,
(an)nDIN + (bn)nDIN = (an + bn)nDIN-
)\-(an)nDN = ()\-an)nDN-
« dans o/ (R), A o(C), M 1 p(R), 1 p(C) : O (AB) O (e np(K))%, O A DK,

a; + b1,1 R T bl,n
A+B= : : ,
an,l + bn,l T an,n + bn,n
Aa, - Aap,
NA=| o
Aa,, - Aa,

n
et pour e ,(K), le produit x est défini par : AxB=C,avec: 01<ij<n,c= Za’k.bk’j ,
k=1

I'élément unité étant la matrice I,.
C’est alors une K-algébre commutative pour : n = 1, non commutative pour : n = 2.

Définition 1.3 : combinaison linéaire de vecteurs
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
Soit (X)io une famille (éventuellement infinie) de vecteurs de E.
Une combinaison linéaire des vecteurs de cette famille est un vecteur de E qui s’écrit :Z)li X, oules A
idl
sont des scalaires qui sont tous nuls, sauf au plus un nombre fini d’entre eux.
En particulier, si (x)1<i<n €St une famille finie de vecteurs de E, une combinaison linéaire de ces vecteurs

n
est un vecteur de E qui s’écrit : Z/L .X; , ou les A; sont n scalaires.
i=1

Définition 1.4 : sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, et F un sous-ensemble de E.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si (F,+,.) est un K-espace vectoriel (donc
pour les mémes lois que celles de E, ou plus précisément pour les lois induites dans F par celles de E).

Théoréme 1.2 : caractérisation d’'un sous-espace vec toriel
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et F un ensemble.
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
¢ F estinclus dans E,
* F est non vide,
* F est stable par combinaison linéaire : 0 (x,y) O F?, O (\,u) OK? (A.x + py) OF.

Démonstration :
« Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F est bien inclus dans E, il contient I'élément neutre pour
I'addition (puisque (F,+) est un groupe), c’est-a-dire le vecteur nul, et F est non vide. Enfin, les lois + et .
sont respectivement des lois de composition interne et externe, dont la stabilité de F par combinaison
linéaire en découle.
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» Réciproquement, si F vérifie les conditions proposeées, alors :
« laloi + estinternedans F: O (x,y) OF% pour:A=p=1,1x+1ly=x+yOF,
* laloi + étant associative et commutative dans E, elle le reste dans F,
« F contient 0, puisque, étantnonvide : Ox O F,et: 1.x—-1x=00F,
« tout élément de F a son symétrigue dans Fcar: OxOF, 0.0 + (-1).x=-x O F,
« laloi . est une loi de composition externe dans F puisque : Ox OF, OAOK, 0.0+ Ax=AX0OF,
* les quatre dernieres propriétés étant vraies dans E, elles restent vraies dans F.

Théoréme 1.3 et définition 1.5 : espace vectoriel produit
Soient (E+,.) et (F,+,.) deux K-espaces vectoriels (ou I'on note de la méme facon dans E et F les lois de
composition internes et externes).
Alors les lois + et . définies par :
« O ((xy), () O (ExXF)% (xy) + (X)) = (x+X,y+Y),
« O(xy) OExF, OA OK, A.(X,Y) = (A.X,AY),
font de ExF un K-espace vectoriel, appelé espace vectoriel produit de E et de F.

Démonstration :
Avec les lois ainsi définies, on vérifie que les résultats vrais dans E et dans F entrainent les mémes pour
les nouvelles lois dans EXxF.
En patrticulier, I'élément nul dans ExF est (0,0) et 'opposé d’'un élément (x,y) de ExF est (-x,-y).

2. Combinaisons linéaires et familles.

Définition 2.1 : famille libre de vecteurs
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;) une famille de vecteurs de E.
On dit que (x;) est une famille libre si et seulement si toute combinaison linéaire nulle de ces vecteurs est
nécessairement a coefficients nuls.
En patrticulier, si la famille (x;) est finie de la forme (x))1<<n, la famille est libre si et seulement si :
O 0o A) OKY, A+ o A0 X, =0) = (A= ... =\, = 0).

Définition 2.2 : famille liée de vecteurs
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;) une famille de vecteurs de E.
La famille (x;) est dite liée si et seulement si elle n'est pas libre.
En particulier, si la famille (x;) est finie de la forme (x;)1<<n, la famille est liée si et seulement si :
O, ..y An) OK", (Mg, ..o, M) # (0, ...,0), A\1.X1 + ... + XX, = 0).

Théoréme 2.1 : caractérisation des familles liées
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;) une famille de vecteurs de E.
La famille est liée si et seulement si I'un des vecteurs de cette famille (on ne sait pas a priori lequel) peut
s’écrire comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

Démonstration :
* Sj la famille est liée, il existe une combinaison linéaire faisant intervenir un nombre fini de vecteurs de
la famille, nulle et a coefficients non tous nuls, soit : O(Aq, ..., Ay) O K", Ap.Xg + ... + A%, = 0.

n

Puisque I'un des coefficient est non nul, on peut supposer que c'est A; et alors : x; = z—/‘—".xk , etona
k=2 1

bien un des vecteurs de la famille s’écrivant comme combinaison linéaire des autres.

< Si maintenant, I'un d’entre eux s'écrit comme combinaison linéaire des autres, par exemple :

X1 = H2. X2 + ...+ M. Xy, alors : 1.X1 — Mo Xo — ... — HUn.Xn = 0.
On vient bien d’obtenir une combinaison linéaire des vecteurs de la famille, nulle et a coefficients non
tous nuls (a cause du coefficient 1).

Théoréme 2.2 : cas ou I'un des vecteurs de la famil  le est nul
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;) une famille de vecteurs de E.
Si la famille comporte le vecteur nul ou deux fois le méme vecteur, la famille est liée.

Démonstration :
« Si la famille comporte le vecteur nul : x; = 0, par exemple, alors : 1.x; = 0, soit une combinaison linéaire
nulle a coefficients non tous nuls de vecteurs de la famille : la famille est liée.
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* Si la famille comporte deux fois le méme vecteur, par exemple : x; = x,, avec : k # 1, alorsona a
nouveau une combinaison linéaire nulle a coefficients non tous nuls de vecteurs de la famille avec :
1.x;—1.x=0.

Théoréme 2.3 : famille finie de polynébmes de degrés échelonnés
Soit (Py, ..., Pn) une famille de polynémes non nuls de K[X] de degrés échelonnés, soit tels que :
deg(Py) < ... <deg(P.).
Alors cette famille est libre dans K[X].

Démonstration :
La démonstration se fait par récurrence sur n.
* Pour : n =0, Py étant un polyndme non nul, il constitue une famille libre dans K[X].
e Soit : n O N, pour lequel on suppose le résultat vrai.
Soit (Po, ..., Pn+1) une famille de polynémes non nuls de degrés échelonnés, et soit une combinaison

n+l
linéaire nulle de ces polynémes, soit : ZAk.Pk =0, avec: (Ao, ..., Anez) O K™,
k=0

s A
Si: A1 20, alors: z(— —"}Pk =P,,,.
k=0 An+1
Or la somme a gauche est de degré au plus deg(P,), alors que le polynéme de droite a un degré
deg(Pn+1) qui est strictement plus grand.

n

Donc : Apsy =0, puis : ZAK.PK =0, et (P, ..., Py) étant de degrés échelonnés, on en déduit que tous les
k=0

Ai sont nuls.

Finalement la famille est bien libre, ce qui termine la récurrence.

Définition 2.3 : rang d’'une famille de vecteurs
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;) une famille de vecteurs de E.
On appelle rang de la famille, lorsqu’il existe, le plus grand nombre de vecteurs de la famille constituant
une famille libre de vecteurs de E, et on le note rg((x;)).
Le rang d’'une famille finie de n vecteurs existe donc toujours et est toujours inférieur ou égal a n.

Définition 2.4 : sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et A une famille de vecteurs de E.
On appelle sous-espace vectoriel de E engendré par la famille A I'ensemble noté Vect(A) des
combinaisons linéaires de vecteurs de A, soit :
Vect(A) = {X O E, O(Xq, ..., Xp) O A%, OAq, ..., Ap) O KPy X = ApXg + oon + ApXp)h
En particulier, si : A = (X))1<icn, ON @ : Vect(A) = {X O E, O, ...,An) OK", X = ApXg + oo+ ApXp}

Théoréme 2.4 : caractérisation d'un sous-espace vectoriel engendré
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble de E.
Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A, c’est-a-dire :
U G, sous-espace vectoriel de E, (A U G) = (Vect(A) U G).

Démonstration :
Soit G un sous-espace vectoriel de E contenant A.
Alors G étant stable par combinaison linéaire, il contient toute combinaison linéaire de deux vecteurs qui
lui appartiennent (en particulier deux vecteurs quelconques de A) et par récurrence toute combinaison
linéaire d'un nombre fini de vecteurs lui appartenant, ou appartenant a A.
Donc G contient bien Vect(A).

Définition 2.5 : base d’'un K-espace vectoriel
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;) une famille de vecteurs de E.
On dit que (x;) est une base de E si et seulement si c’est une famille libre et génératrice de E.

3. Espaces vectoriels de dimension finie.
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Définition 3.1 : espace vectoriel de dimension fini e
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
On dit que E est de dimension finie sur K si et seulement si E admet une famille génératrice finie.

Théoréme 3.1 : de I'échange
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soient : & = (ey, ..., €p), une famille libre d’éléments de E, et : &’y = (€4, ..., €'g), une famille génératrice
de E.
Alors:p<q.
De plus, on peut échanger p des vecteurs de la famille %’ avec les p vecteurs de la famille % pour
obtenir une nouvelle famille génératrice de E.

Démonstration :
» On sait que e; est combinaison linéaire des vecteurs de %"y, et les coefficients ne peuvent étre tous
nuls, sinon e; serait nul et la famille % ne pourrait étre libre.
Quitte donc a permuter les vecteurs de %'y, on peut supposer que le coefficient A; ; de e’; dans cette
combinaison : €; = A;1.€"1 + ... Ag1.€’q, €stnon nul : Ay; # 0.
1 LA
Alors:e'1 = —.g —Z—'.ei , et: E =Vect(e'y, ..., €q) O Vect(e,, €, ..., g UE,
/11,1 i=2 /11,1
d’ou 'égalité des espaces vectoriels et le fait que la famille : %', = (e4, €', ..., €'y) est génératrice de E.
« On itere maintenant le processus pour remplacer d’autres vecteurs de %’y par d’autres provenant de
% . Supposons pour cela gu’'on a formé une nouvelle famille %’ génératrice de E en remplacant les k
premiers vecteurs de la famille &’y par ey, ..., e (par exemple), avec :k<p-1,k<qg-1.
Alors : e O Vect(ey, ..., €, €'kity «ovy €g), €1 O(A1kets +vvs Akksts Mrtkets - Agier) O K, tel que :
€1 = Are1.€1 F on F Ar1 Bk + Asr ki1 €'k + oo At €
Il n'est pas possible d’avoir : Ags1 i1 = ... = Agus1 = 0, Sinon la famille (ey, ..., k1) et donc & serait liée.
Quitte la encore, a permuter les vecteurs €’yy, ..., €'g, 0N peut supposer que : A1 Z 0, et:

kA a A
€'+l = %'ekﬂ _z%ei - z A;m-e'i :
k+1k+1 i=1 Mk+1k+1 i=k+2 711 k+1

On en deduit a nouveau que : E = Vect(%') O Vect(ey, ..., €1, €k, ... €¢) OE, et la nouvelle famille :

B = (€1, ..., €1, €s2, ... €g), €St ENCOre génératrice de E.
* Enfin, si: g < p, alors en prenant : k = g — 1, dans la construction précédente, on obtient que :

e’q O Vect(ey, ..., €y), puis que : B’y = (ey, ..., €4) est génératrice de E.
On aurait alors en particulier : g+1 < p, et : eq1 O Vect(ey, ..., €g), et la famille (e, ..., €q4:1), Sous-famille
de la famille &, serait liée, et la famille &% le serait aussi.

Donc on a bien : p < g, et on a obtenu une nouvelle famille génératrice de E en ayant échangé p
vecteurs de la famille %2’y par ceux de la famille %

Théoréme 3.2 : existence de bases dans un espace vectoriel de dime  nsion finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie.
Alors E admet une base comportant un nombre fini de vecteurs, et toutes les bases de E comportent le
méme nombre fini de vecteurs.

Démonstration :
* Soit (ey, ..., &) une famille génératrice de E.
Soit la famille ne comporte que le vecteur nul, etalors : O x O E, x =0.
Dans ce cas, et par convention, on a : E = Vect(O).
Soit la famille comporte au moins un vecteur non nul, et on considére alors 'ensemble des cardinaux
des sous-familles libres de cette famille (&;)1<i<n.
Cet ensemble d’entiers est non vide (puisqu’il y a une sous-famille libre comportant un seul vecteur) et
majoré par p : il contient donc un plus grand élément : n < p.
Considérons maintenant une sous-famille libre % a n éléements parmi les (&j):<i<,, €t Supposons pour
simplifier que c’est (eq, ..., €n).
Tout vecteur g, avec : n <k <p, (s'il y en a) est combinaison linéaire des vecteurs de % car :
O, -0y Any, A O K™ non tous nuls tel que:Ap.e;+ ...+t Anen+ A =0,
puisque la famille ne peut pas étre libre car comportant trop de vecteurs.

Chapitre 04 : Algébre linéaire — Cours complet. -9-



Mais A« ne peut étre nul, sinon tous les coefficients seraient nuls (la famille &% est libre), et on a donc :

n A
ek = z——lq .
= A
Puis tout vecteur de E étant combinaison linéaire de la famille (e4, ..., &), il est encore combinaison
linéaire des vecteurs de % .
On vient donc de démontrer que : O x O E, x 0 Vect(%).
Mais on a aussi évidemment : 0 x 0 Vect(%), x O E, puisque E est stable par combinaison linéaire.
On a donc établi globalement que : E = Vect(%).
La famille &% étant libre par construction, et maintenant génératrice de E, c’'est une base de E.
« Soient maintenant deux bases % et %’ de E comportant n et n’ vecteurs.
Puisque % est libre et &2’ est génératrice de E,ona:n<n’.
En échangeant les réles de % et %’, on a évidemment : n’ < n, et finalement: n=n".

Définition 3.2 : dimension d'un K-espace vectoriel
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
Si E admet une base comportant un nombre fini de vecteurs, on appelle dimension de E le nombre de
vecteurs de cette base qui est donc le méme pour toutes les bases de E.

Théoréme 3.3 : cardinal des familles libres ou génératrices dans u n espace vectoriel de dimension
finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n et (x):«<, Une famille de vecteurs de E.
Si la famille (x;)1<i<p €St génératrice de E, alors : p 2 n.
Si la famille (x;)1<i<p €St libre, alors : p < n.
On a les équivalences :
((X)1<i<p base de E) < ((X)1<icp libre et : p =n) < ((X)1<icp 9€NEratrice de E et : p = n).

Démonstration :

Soit % une base de E (comportant donc n éléments).
Le théoreme de I'échange montre que si (X)1<i<p €St génératrice de E, alors : p 2 n, puisque % est libre.
De méme, si la famille (x;)1<i<p €St libre, alors : p < n, puisque cette fois, % est génératrice de E.
Il est clair ensuite que :

* ((X)1<icp base de E) = ((X)1<i<p libre et : p = n), et :

* ((Xi)1<icp base de E) =((x)1<i<p g€NEratrice de E et : p = n).
Réciproquement, si la famille ()1« libre et : p = n, alors on peut obtenir a partir de la famille génératrice
% de E, une nouvelle famille génératrice de E en remplacant p vecteurs de % par ceux de (X;)i<i<p.
Mais comme : p = n, cela signifie les remplacer tous, autrement dit la nouvelle famille obtenue, (soit la
famille (x;)1<i<p €N fait) est génératrice de E. Mais comme elle était libre, c’est en fait une base de E.
Si enfin, la famille (x;)i<i<p €St SUpPOSEE genératrice de E, alors elle ne peut étre liée, sinon 'un des
vecteurs, par exemple X, serait combinaison linéaire des vecteurs X, ..., X,.1 et la famille (xy, ..., Xn.1)
serait génératrice de E.
On aurait alors une famille génératrice de E a (n — 1) éléments et une famille libre (%) avec n éléments,
ce qui est impossible.
La famille (x):<i<p €St donc libre, et étant de plus génératrice de E, c’est une base de E.

Théoréme 3.4 : de la base incompléte
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n et : % = (e, ..., €,), une base de E.
Si (X1, ..., Xp) est une famille libre de vecteurs de E, alors il est possible de compléter la famille (xy, ..., Xp)
a l'aide de vecteurs de % en une nouvelle base de E.

Démonstration :
Puisque (e, ..., €,) est une base de E, c’est une famille génératrice de E.
On sait donc par le théoreme de I'échange que : p < n, et gu'il est possible d’échanger p vecteurs de %
avec les p vecteurs de l'autre famille pour former une nouvelle famille génératrice de E.
Mais puisque cette famille génératrice comporte n vecteurs, soit la dimension de E, c’est une base de E,
et on I'a bien obtenue (autre fagon de voir) en complétant (x;..., X,) a I'aide de vecteurs de %

Chapitre 04 : Algébre linéaire — Cours complet. -10-



remarque :
Il existe également un théoreme dit « de la base extraite » dont I'énoncé est le suivant :
«si (E,+,.) est un espace vectoriel de dimension finie et (xy, ..., X,) engendre E, alors il existe une sous-
famille (x;)ins, de (xq, ..., Xp), avec : J O {1, ..., p} qui constitue une base de E.

Théoréme 3.5 : dimension d’un sous-espace vectoriel dans un espace vectoriel de dimension finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie.
Tout sous-espace vectoriel de E est de dimension finie, inférieure a celle de E.

Démonstration :
Soit : F = {0}, et F est de dimension finie égale a 0.
Sinon, considérons toutes les familles libres de vecteurs de F.
Toutes ces familles ont un cardinal (nombre d’éléments) inférieur a : n = dim(E).
Soit alors p le nombre maximum d’éléments d’une telle famille et : %’ = (e, ..., €p), une telle famille.
Alors &’ est une base de F.
En effet : Vect(%’) O F, puisque %’ est constituée d’éléments de F, lui-méme stable par combinaison
linéaire.
Puis : O x O F, la famille (e, ..., ep, X) est liee (puisqu’étant formée de plus de p éléments de F).
Donc : Oy, .. Ap, Aps) O K™ (Ag, oo Ap, Apar) Z (0,...,0), Ap€1 + oo + Ap.€p + Apar.X = 0,
et Ap+1 N'est pas nul, sinon tous les coefficients seraient nuls, du fait de la liberté de la famille %"
On en déduit que : x 00 Vect(%’), et : F O Vect(£").
Finalement, %’ est génératrice de F et c’est une base de F, qui est donc de dimension : p < n = dim(E).

Théoréme 3.6 : caractérisation du rang d’'une famill e de vecteurs
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et (x;)i<i<p Une famille finie de vecteurs de E.
Alors le rang de la famille (x;)1<i<p €St €gal a la dimension du sous-espace vectoriel de E engendreé par
cette famille.
Soit donc : rg(xy, ..., Xp) = dim(Vect(X, ..., Xp)).

Démonstration :
Le rang de la famille est le nombre d’éléments de la plus grande sous-famille libre extraite de (X, ..., Xp).
Notons k ce nombre et supposons (pour simplifier que (xy, ..., X¢)) est la famille libre en question.
Alors : O k+1 <i<p, lafamille (xy, ..., X, X;) est liée, et :
D()\l, e Ay )\,) O Kk+l, ()\1, oo Ay )\,) * (O, ceey 0), AMXy+ oo FAXHFAX =0
Mais A; ne peut étre nul, sinon la liberté de (xy, ..., X¢) entrainerait la nullité de tous les coefficients.
On en déduit que x; est combinaison linéaire de la famille (X, ..., Xy).
On constate ensuite que : Vect(Xy, ..., Xk) O Vect(xy, ..., Xp),
et ce qu’on vient d’établir montre que toute combinaison linéaire de (xy, ... Xp) peut se réécrire en une
combinaison linéaire de (xy, ..., X), ce qui nous donne : Vect(x,, ..., Xp) O Vect(x,, ..., Xx), d’ou I'égalite.
La famille (x,, ..., X) étant libre et génératrice de Vect(x,, ..., Xp), elle en constitue une base et :
dim(Vect(xy, ..., Xp)) = k=rg(Xy, ..., Xp).

Théoréme 3.7 : égalité de sous-espaces vectoriels d  ans un espace vectoriel de dimension finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
Soient F et G des sous-espaces vectoriels de dimension finie de E.
Alors: (F=G) = (F OG, et: dim(F) = dim(G)).
En particulier, si E est lui-méme de dimension finie, pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a :
(E =F) = (dim(F) = dim(E)).

Démonstration :
Si: F=G, il estimmédiat que : F O G, et : dim(F) = dim(G).
Si reciproquement, F O G, et : dim(F) = dim(G), soit : & = (ey, ..., &), une base de F.
Alors : F = Vect(ey, ..., €p).
Mais & est aussi une famille d’éléments de G, libre, et comportant : p = dim(G), éléments. Donc c’est
une base de G et : G = Vect(ey, ..., e)) = F.
La deuxiéme équivalence vient du fait qu’on a toujours : F O E.

4. Applications linéaires.
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Définition 4.1 : application linéaire entre K-espac  es vectoriels, #(E,F)
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels.
On dit que u est une application de E dans F est linéaire si et seulement si :
O (xy) OE? OA,u) OK? ud.x + pLy) = Ad.u(x) + p.u(y).
L'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté £ (E,F), et on note : £ (E,E) = £ (E).

Théoreme 4.1 : structure de K-espace vectoriel de  _#E,F)
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels.
£ (E,F) peut étre muni d’'une structure de K-espace vectoriel et £ (E) d’'une structure de K-algébre.

Démonstration :
Comme au début du chapitre, on précise les lois utilisées et la démonstration du fait que I'on a bien un
K-espace vectoriel ou une K-algebre, se prouve sans difficulté particuliere.
Pour cela, donc : O (u,v) O Z(E,F), O (\,u) OK?,
* (u+v) est I'application linéaire de E dans F définie par : O x O E, (u+v)(x) = u(x) + v(x),
* (A.u) est I'application linéaire de E dans F définie par : 00 x O E, (A.u)(X) = A.u(x),
et pour £ (E), la deuxiéme application interne qui en fait une K-algébre est définie par :
« O (u,v) OZ(E)? Ox OE, (uov)(x) = u(v(x)),
I'élément unité étant I'application identité (qui est bien linéaire) de E dans E.
Cette algebre est en général non commutative.

Définition 4.2 : le groupe linéaire d’'un espace vec  toriel
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
L'ensemble des automorphismes de E forme un groupe pour la composition des applications, appelé
groupe linéaire de E et noté GI(E).

Définition 4.3 : morphisme, endomorphisme, isomorph isme, automorphisme
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels.
Une application linéaire de E dans F est appelée morphisme ou homomorphisme de E dans F.
Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans lui-méme.
Un isomorphisme de E dans F est une application linéaire bijective de E dans F.
Un automorphisme de E est une application linéaire bijective de E dans lui-méme.

Définition 4.4 : image et noyau d’'une application |  inéaire
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels, et : u 0 £ (E,F).
On appelle image de u et noyau de u les ensembles :
e Im(u)={yOF, OxOE, y=u(x)}
e ker(u) = {x O E, u(x) = 0}.

Théoreme 4.2 : image et noyau d’'un morphisme sontd  es sous-espaces vectoriels
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels, et : u 0 £ (E,F).
Alors Im(u) est un sous-espace vectoriel de F et ker(u) un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration :
* Im(u) est inclus dans F, il est non vide, car : 0 = u(0) O Im(u).
Enfin: O (y,y) O (Im(u))?, O AN) OK? O(x,x) OE? y =u(x), y =u(x), et:
Ay + ALY =AuX) + N.u(X) = uAx + A.x) O Im(u).
« ker(u) est inclus dans E, il est non vide, car : u(0) =0, et : 0 O ker(u).
Enfin : O (x,x’) O (ker(u))?, O A\ A") O K% u(d.x + N'.X) = A.u(x) + A.u(x’) = 0, et : [A.x + X.x’] O ker(u).

Théoréme 4.3 : caractérisation de l'injectivité et de la surjectivité
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels et : u 0 L (E,F).
Alors :

* (uinjective) < (ker(u) = {0}).
* (u surjective) = (Im(u) = F).

Démonstration :
» Supposons u linéaire et injective. Alors 0 a un seul antécédent par u qui est 0, et : ker(u) = {0}.
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Si maintenant : ker(u) = {0}, alors :

O (x,x) OE? (u(x) = u(x)) = (u( x=x) =0) = (x —x’ Oker(u)) = (x —x' =0, et : x = X’) : u est injective.
» Soit: u O L (E,F).
Alors : u surjective, si et seulementsi: (Oy OF, Ox OE, y =u(x)), ouencore : (Oy OF,yOIm(u)).
Donc c’est bien équivalent a : F Im(u).

Théoréme 4.4 : caractérisation d’'une application li  néaire par son action sur une somme directe
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels.

n
Soient Ey, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E tels que : E = Dl E., et (U)1<icn une famille telle que :
1=

Ol<is<n,uUdZ(E,F).
Alors il existe une unique application linéaire : u 0 £ (E,F), telleque: 01<i<n, U, =u E -

Démonstration :
Supposons que u existe.
Alors, pour tout vecteur x se décomposant en : X = X; + ... X,, suivant la somme directe, on a :
U(X) = u(Xg) + ... u(Xp) = ug(Xy) + ... + Up(Xp).
Réciproguement, montrons que u définie par la formule précédente convient.
 C’est bien une application de E dans E, puisque pour un x donné, la décomposition est unique et u(x)
aussi.
e Pour:xOE,x=0+...+0+x+0+ ... +0, sadécomposition suivant la somme directe, alors :
u(x) = ug(0) + ... + ui1(0) + ui(X) + U1 (0) + ... + un(0) = u(0),
et la restriction de u a E; est bien u;.
* U est linéaire, car :
OX=X1+...+x 0E, Oy=y, + ... +y, OE, (avec leur décomposition), 0 (A,p) O K?,
(A.x + p.y) se décompose en : (A.x; + lLy;) + ... + (A.X, + L.Yy), car cette décomposition convient et elle
est unique, et : U(A.X + lL.Y) = Ug(A.Xg + Y1) + ... + Us(AX, + WLY,), par définition de u, d’ou :
UAAX + LY) = Aua(Xe) + JUa(ys) + ..o+ Aln(Xn) + JUn(Yn) = A.U(X) + pLU(y).

Théoréme 4.5 : isomorphisme entre I'image d’un morp hisme et un supplémentaire de son noyau
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels et : u 0 £ (E,F).
Soit E’ un supplémentaire de ker(u) dans E.
Alors u permet de définir un isomorphisme de E’ sur Im(u).

Démonstration :
Soit u’ I'application définie par : O x O E’, u’(x) = u(x) OIm(u).
On a bien défini une application linéaire (c’est immédiat) de E’ dans Im(u).
* U’ est injective car :
OxOE, (xker(u)) = (u'(x) = u(x) = 0) = (x O ker(u)). Donc : x O (ker(u)nE’), et: x = 0.
U’ est surjective car :
Oy OlIm(u), Ox OE, u(x) =y. Or x peut se décomposer en : X = X' + Xo, avec : X' 0 E’, Xo O ker(u).
Donc :y = u(x’) + u(Xe) = u(x’) = u'(x), et:y O Im(u’).
Finalement : Im(u) O Im(u’), et l'autre inclusion étant immédiate, u’ est bien surjective.

5. Applications linéaires en dimension finie.

Théoréme 5.1 : famille génératrice de I'image d’'un morphisme en dimension finie
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels, E de dimension finie et : u [ £ (E,F).
Soit : & = (ey, ..., €y), une famille génératrice de E.
Alors (u(ey), ..., u(ey)) est une famille génératrice de Im(u).
En particulier, Im(u) est un sous-espace vectoriel de F de dimension finie, inférieure a celle de E.

Démonstration :
On a immédiatement :
OxOE, O(Xy, ..., Xn) DK™, X=X3.€1 + ... + Xn.€p, €t donc : u(X) = xg.u(ey) + ... + Xp.u(e,).
Donc : Im(u) O Vect(u(ey), ..., u(en)).
Comme par ailleurs, il est clair que : 0 1 <i<n, u(e) O Im(u), comme sous-espace vectoriel de F donc
stable par combinaison linéaire, on a aussi : Vect(u(ey), ..., u(ey)) O Im(u).
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On en déduit bien I'égalité et le fait que (u(e1), ..., u(e,)) est bien génératrice de Im(u).

Théoréme 5.2 : caractérisation d’'une application li  néaire par les images des vecteurs d’'une base
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels, E de dimension finie n.
Soit: % = (ey, ..., €n), Une base de E, et (ay, ..., a,) une famille de vecteurs de F.
Alors : Jlu O L (EF), J1<i<n, u(e) = a.
Autrement dit, une application linéaire de E dans F est entierement définie par la donnée des images
des vecteurs d’'une base de I'espace de départ E.

Démonstration :
Pour tout vecteur x de E, on peut I'écrire sous la forme : X = X;.e1 + ... + X,.€.
Dans ce cas, si une application u répondant aux critéres proposés existe, alors : u(x) = xg.a; + ... + an.Xn.
Donc si u existe, ¢ca ne peut étre que I'application que I'on vient de décrire.
Réciproquement, soit u définie telle gu’au dessus.
Alors u est bien une application de E dans F, puisque la décomposition d’'un vecteur x quelconque de E
étant unique, u(x) est défini de fagon unique et appartient bien a F.
De plus, u est linéaire.
Eneffet: O (x,y) DE% OA,M) OK2% X=X.€1+ ... + X0.€n, Y = Y1.€1 + ... + Yp.€,, €t
AX+ WY = (AX + ly1).e1 + ... + (AX, + W.Yn).€n, €t par construction de u :
UAX + ILY) = (AXy + lyg).a; + ... + (AX, + JLYn).an = Au(X) + pLu(y).
Enfin, u répond bien aux conditions :
01<i<n,e=0e+...+0e,:+1e+0e.+..+0.e,et:ule)=1a-=a;
Donc le u trouvé convient et il est bien unique.

Définition 5.1 : rang d’'une application linéaire en dimension finie
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels, E de dimension finie, et : u 0 £ (E,F).
On appelle rang de u la dimension de Im(u) : rg(u) = dim(Im(u)).

Théoreme 5.3 : du rang
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels, E de dimension finie et : u 0 ¥ (E,F).
Alors : dim(Im(u)) + dim(ker(u)) = dim(E).

Démonstration:
Puisque E est de dimension finie, Im(u) aussi.
Soit (a4, ..., a,) une base de Im(u), et (ey, ..., €p) une famille de vecteurs de E, antécédents des (a).
Considérons également une base (e'y, ..., €'y) de ker(u), et montrons que la réunion (ey, ..., €y, €'y, ..., €'g)
forme une base de E.
Soit donc une combinaison linéaire nulle de ces vecteurs : Aj.e; + ... + A€, + (€1 + ... + Hg.€' = 0.
En prenant 'image par u de cette combinaison linéaire, cela donne : A.a; + ... + Ap.a, =0,
mais comme la famille (ay, ..., a,) est libre, comme base de Im(u), on en déduit: A; = ... = A, =0.
Puis : py.€'; + ... + Hq.€’qg = 0, entraine également : py, = ... = lg = 0, puisque la famille (e'y, ..., €'y),
comme base de ker(u), est libre.
Il est clair ensuite que : Vect(ey, ..., e, €', ..., €g) OE.
Enfin, soit: x O E.
Alors : u(x) O Im(u), et : O(Aq, ..., Ap) OKP, u(x) = Ar.ag + ... + Ap.ap = Aru(eq) + ... + Ap.u(ep).
Donc: u(Xx —As.e; — ... —Ap.€p) =0, et: (g, ..oy Bg) DK, X=A1.€1 — ... = Ap.€p = H1.€'1 + ... + [g.€g
Finalement : x 0O Vect(ey, ..., €, €', ..., €), et la famille proposée est bien génératrice de E.
C’est bien une base de E, donc : dim(E) = p + q = dim(Im(u)) + dim(ker(u)).

Théoréme 5.4 : caractérisation des isomorphismes en  tre espaces de dimension finie
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie, u 10 £ (E,F).
Il y a équivalence entre les propositions suivantes :
« u est un isomorphisme de E sur F,
« u est injective et : dim(E) = dim(F),
* u est surjective et : dim(E) = dim(F).
En particulier, pour : u O £ (E), toujours avec E de dimension finie, on a les équivalences :
(u bijective) < (u injective) < (u surjective).
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Démonstration :
C’est une conséquence presque immeédiate du théoreme du rang.
Si u est un isomorphisme de E sur F, alors u est injective et surjective, donc : Im(u) = F, ker(u) = {0}.
Donc : dim(E) = dim(Im(u)) + dim(ker(u)) = dim(F) + 0 = dim(F).
Réciproquement, si u est injective, avec : dim(E) = dim(F), alors : ker(u) = {0}, et :
dim(Im(u)) = dim(E) — dim(ker(u)) = dim(F).

Oron ade plus : Im(u) O F, donc : Im(u) = F, et u est surjective, donc constitue bien un isomorphisme de

E sur F.

De méme si u est surjective, avec : dim(E) = dim(F), alors : dim(ker(u)) = dim(E) — dim(F) = 0.
Donc u est injective et constitue bien a nouveau un isomorphisme de E sur F.

Le cas d'applications de E dans E, espace vectoriel de dimension finie, est un cas particulier.

Théoréme 5.5 : conservation du rang par isomorphism e
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie, u un isomorphisme de E sur F.
Soit (X4, ... ,X,) une famille de vecteurs de E.
Alors : rg(Xy, ... ,Xn) = rg(u(Xy), ..., u(xy)).

Démonstration :
Soit : E' = Vect(Xy, ..., Xn).
Alors : rg(xy, ..., Xn) = dim(E’).= p, et on peut considérer une base (ey, ..., €,) de E’.
Montrons que (u(es), ..., u(ep)) est une base de Vect(u(xy), ..., U(xn)).

* Ona: Oy 0OVect(u(ey), ..., u(ep)), OQAq, ..., Ap) OKP y = Apuer) + ...+ Apu(ep) = U(Ar.er + ... + Ap.ep).

Or: (A.ei+ ... + A,.ep) OE’, donc est combinaison linéaire des (Xi)1<i<n, €t SON image est combinaison
linéaire des (u(x;))i<i<n- A ce titre, y appartient & Vect(u(xy), ..., U(xy)).

Soit maintenant : y O Vect(u(xy), ..., U(Xn))-

Alors : O(Aq, ..., Ap) O K" = Anu(Xy) + ...+ ApU(Xy) = UAALXy + ..o + ApXn), €t (ApXg + ...+ ApX) O E

Donc (A1.x1 + ... + An.Xy) est combinaison linéaire des (e)):<i<, €t SON image est dans Vect(u(ey), ..., u(ep)).

Finalement : Vect(u(xy), ..., u(X,)) = Vect(u(ey), ..., u(ep)).

* La famille (u(ey), ..., u(ep)) est par ailleurs libre, puisque u est injective.
En effet, sion a: Aj.u(ey) + ...+ Ap.u(ep) =0, alors : u(A.e; + ... + Ap.ep) =0, et: (Ar.es + ... + A,.ep) = 0.
Mais la famille (e))1<icp €tant libre, tous les coefficients sont nuls.
* Finalement, (u(e1), ..., u(ep)) est une base de Vect(u(xy), ..., u(Xy)), et : dim(Vect(u(xy), ..., u(x,))) = p.
On a bien : rg(xy, ... ,Xn) = rg(u(Xy), ... , u(xy)).

Théoréme 5.6 : dimension de AE,F)
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors £ (E,F) est de dimension finie et : dim(¥£ (E,F)) = dim(E).dim(F).
En particulier, toujours si E est de dimension finie, £(E) a pour dimension (dim(E))*.

Démonstration :
Considérons une base : & = (ey, ..., €,), de E etune base : &’ = (€', ..., €'), de F.
Puis, soit la famille 2/ des applications linéaires (u;;)1<i<n 1<j<p d€finies par I'image des vecteurs de % :
O1<i<sn, O 1Sj£p, O0l<k<n, Ui’j(ek) =6i’k.e’j,
ou gk est le symbole de Kronnecker, valant 1 si: i =k, 0 sinon.
La famille ¢/ est une base de ¥ (E,F).
* Elle est libre.

P
Eneffet, si: > A U, =0,alors:01<ks<n, > A, (8)=0=> 1 €.
I<isnl<j<p I<isnlI<j<p j=1
Comme la famille (e'y, ..., €';) estlibre,onendéduitque : O1<k<n, 01<j<p, A;=0.
« Elle est génératrice de £ (E,F).
On a évidemment : Vect(?%) O £ (E,F), car ce sont bien des applications linéaires de E dans F, et
X (E,F) est stable par combinaison linéaire.

Puis: DuOZ(EF), 01<k<n, ue) = Zp:ak'j.e'j = Da,u,(e) :( Zaivj.ui’jj(ek).

j=1 I<isnl<j<p I<isnl<j<p

Donc u et ( ZaLj .uHJ sont deux applications linéaires de E dans F qui associent aux vecteurs de la
I<isni<j<p
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base % les mémes images : elles sont donc égales, soit: U = Zai’j AU
I<isnl<j<p

On vient donc de montrer que : £ (E,F) O Vect(#), et finalement : £ (E,F) = Vect(#).
« Puisque ¥ (E,F) admet une famille génératrice finie, c’est un K-espace vectoriel de dimension finie, et
sa dimension vaut le nombre de vecteurs dans la famille ¢/, soit : dim(¥£(E,F)) = n.p = dim(E).dim(F).

6. Matrices.

Définition 6.1 et théoréme 6.1 : les espaces vectoriels de matrices
L'ensemble o/ , ,(K) des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K peut étre muni d'une
structure de K-espace vectoriel de dimension n.p.

Démonstration :
Les lois qui font de ces ensembles des K-espaces vectoriels ont été reprécisées au début.
La structure de K-espace vectoriel s’obtient alors sans difficulté.
Pour la dimension de e/, ,(K), on utilise la famille (E;;)1<i<n,1<j<p, définie par :

Ol<isn Ol<j<p,01<usn O1<vs<p, E"™=8,9., )
autrement dit, la matrice E;; est constituée de 0, sauf le terme d'indices i et j (& I'intersection de la i°™
ligne et de la j*™ colonne) qui seul vaut 1.

Cette famille est génératrice de e/, ,(K), puisque :

n p
OAOM oK), A= D D a B, ol np(K) O Vect((Eiisinsisp), '0U 1 o np(K) = VEC(Eij)isicn15jp)-

i=1 j=1

n _p

D’autre part, la famille est libre, puisque si : ZZai’j E ;= 0, alors tous les coefficients (a;;) sont nuls (il
i=1 j=1

suffit d’examiner les coefficients de la matrice somme qui sont justement les a;)).

Cette famille est appelée base canonique de o, 5(K).

Donc e, 5(K) est de dimension n.p.

Définition 6.2 : produit de matrices
Pour : A O e p(K), B O o# , o(K), on définit la matrice produit : C O e, 4(K), de A par B, par :

p
Ol<isn O1<j<qcy= Y a,b;.
k=1

Théoreme 6.2 : structure de groupe et d’algébre pou  r e#,(K)
L’ensemble o/ ,(K) des matrices carrées a n lignes et n colonnes a coefficients dans K peut étre muni
d’'une structure de K-algébre de dimension n’.
L’ensemble des matrices carrées inversibles de e ,(K) est un groupe pour la multiplication des matrices
noté Gl,(K), et appelé groupe linéaire d’ordre n.

Démonstration :
La encore, on précise la deuxiéme loi interne, multiplicative, comme on I'a fait dans le premier théoréme
du chapitre, pour obtenir :

n
0(AB) O (e/y(K)> AB=C,ou:01<ijsn c;= Y a, b
k=1
et les propriétés attendues se démontrent sans probléme.
L’algébre c# ,(K) est associative, unitaire, d'élément unité la matrice I,, et non commutative pour : n = 2.

g

Définition 6.3 : matrice transposée d’'une matrice
Soit : A O e, p(K).
On appelle transposée de A la matrice notée : A’ = 'A appartenant & o/, ,(K), définie par :
DlSiSp, Dlsjsn,a’”-:aj,i,
etona: OA Ok . ,(K), '(A) = A

Définition 6.4 : matrice symétrique, antisymétrique
On dit qu’'une matrice A de e/ ,(K) est :
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* symétrique si et seulement si : ‘A=A,
« antisymétrique si et seulement si : ‘A = — A.
L’ensemble des matrices symétriques nxn est noté &(K) et celui des matrices antisymétriques </ ,(K).

Théoréme 6.3 : dimension et supplémentarité de 1 (K) et o4 (K)

La transposition est une application linéaire de e, ,(K) dans e , o(K).

Les ensembles (K) et </ (K) forment des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans e/ ,(K) de
n(n+1 ot n.(n-1)

dimensions respectives >

Démonstration :
« Il est clair que : 0 (A,B) O (e 1p(K))%, O(A,w) OK* C=AA+pB,ona:
‘C=C,avec:01<i<p,01<j<n,ciyj=¢c;=Aa;+ b et: 'C=NA+p'B.
« Pour la supplémentarité, on peut travailler par analyse-synthése.
En effet, soit M une matrice de c# ,(K).
Alors si on peut trouver : S [0 &,(K), et : A O </ (K), telles que : M =S + A, alors :

'M=S—-A et:S= %.(M#M) ,et: A= %.(M—tM).
Réciproquement, I'unique couple (S,A) trouvé convient puisque :
'S = %.(tM +M) =S,'A= %.(tM -M)=-A et:S+A=M.

Donc pour toute matrice M de e# ,(K), il existe un unique couple appartenant a of,(K)x<v/,(K), dont la
somme est égale a M : les deux espaces sont bien supplémentaires dans c# ,(K).
* Pour leur dimension, on propose une base en disant, par exemple pour &,(K), que :
OSOdN(K), O1<i,j<n,s;=s;, et enreprenant la base canonique de e/ ,(K), on obtient :
n n-1 n
S= zsl,i'Ei,i +Z Zs.,j-(Ei,j + Ej,i)-
i=1 i=1 j=i+1
On obtient ainsi une famille génératrice de &',(K), dont on montre sans difficulté qu’elle est libre.
(n=-H.n _n(n+d
2
De méme, on montre que la famille ((Eij — Ej;))1<i<n-1,i+15<n, CONSstitue une base de </(K), qui est donc de
(n=-1).n (n=).n _ n.(n+1))
2 2 7

C’est donc une base de &',(K), qui comporte : n+ , éléments.

dimension : (ou de dimension : n?—

Définition 6.5 : matrice définie par blocs
On peut définir une matrice : M O e# .5 2+(K), par blocs de la fagon suivante :

A C
M = (B Dj Lol A O Myg(K), C OMp(K), B O Mcg(K), D O Mgy(K).

Définition 6.6 : matrices triangulaires ou diagonal es par blocs
Une matrice : M O o# 45 2+(K), €crite par blocs sous la forme :

B
est dite triangulaire par blocs si et seulement sion a: B = 0, et diagonale par blocssi: B=0, et: C=0.

A C
M =( Dj Lol A O Myg(K), C OMp(K), B O Mcg(K), D O My(K),

Théoréme 6.4 : somme et produit de matrices par blo  cs
Pour M et M’ des matrices de o/ . q+(K), écrites par blocs sous la forme :

(o o) (e o)

ol : (AA) O (e 4(K))?, (C,C) O (e p(K))Y?, (B,B) U (e s(K))?, (D,D) O (A 5,(K))?,
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(A+A‘ C+C'j
ona:M+M = .

B+B' D+D'
De méme, pour M et M’ écrites par blocs ayant des types compatibles, on a :
MM = AA+C.B' AC+C.D'
" |BA+D.B' BC+D.D')

Démonstration :
I suffit de constater que dans les sommes ou les produits proposés, les coefficients obtenus par les
deux formules coincident.

7. Matrice des coordonnées d’'un vecteur dans une ba  se, matrice de changement de base.

Définition 7.1 : matrice des coordonnées d’'un vecte ur dans une base
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni d'une base : % = (e, ..., €n).

n
Un vecteur x de E admet une unique décomposition selon la base % de E de la forme : x = Z)(i g .
i=1
X

On définit la matrice colonne : X 0O e ,1(K), des coordonnées de x dans %, en posant : X =

Définition 7.2 : matrice de changement de base (mat rice de passage)
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni de deux bases : % = (g), et : &' = (e).

n
Onadonc:O1<j<n ej= > p &.
i=1
On appelle matrice de passage de % a %’ la matrice : P [J e/ (K), ainsi obtenue.
La matrice P est donc construite en écrivant en colonnes les coordonnées des vecteurs de %’ exprimés
dans la base % .

Théoreme 7.1 : lien entre les coordonnées d’'un méme vecteur dans différentes bases
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni de deux bases : % = (g), et : &' = ("), et
soit P la matrice de passage de % a %’.
Soit x un vecteur de E, X et X' les matrices colonnes de ses coordonnées dans les bases % et %"
Alors : X = P.X".

Démonstration :
Il suffit d’exprimer les différentes écritures d’un vecteur donné :

n

OxDOE,x= Zn:xi.e, :Zn:x'j.e'j :Zn:x'j.zn: P € :Z(Z pi’j.x'j}q , etdonc:
i=1 =1 i=1 i

j=1 i=1

n
Ol<igsn, x= 2 p; ;-X'; , ce qui globalement, s’écrit bien : X = P.X".
i=1

8. Matrice représentative d'une application linéair e dans des bases.

Définition 8.1 : matrice représentative d’'une appli  cation linéaire dans des bases
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie p et n, munis de bases .% et €.

Soit : u O L (E,F).

n
Pour tout : 1 <j < p, et tout vecteur e; de %, on note : u(e) = Zaiyj i
i=1
La matrice A ainsi obtenue est la matrice représentative de u dans les bases .% et €.
Elle est donc construite en écrivant en colonnes les coordonnées des images des vecteurs de la base
% exprimées dans la base C.
On la note parfois : A = mat(u,%,C).
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Théoréme 8.1 : isomorphisme entre  o#,,(K) et #(E,F)
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie p et n, munis de bases .% et €.
Alors : 0 (u,v) O Z(E,F)2 O\ OK?% mat(\.u + pv, £,€) = \.mat(u,2,C) + p.mat(v, % ,).
L'application de & (E,F) dans o/, ,(K) qui & une application linéaire u de E dans F, fait correspondre
mat(u,% ,C€), est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

Démonstration :
e Soient u et v des éléments de £ (E,F), A et i des scalaires.
Notons : & = (by, ..., bp), €=(cy, ..., Cy), et : U = mat(u,£,0), V = mat(v,%,C).

Alors : 0 1<j<p, Au+pv)(o) =Au(b) + wv(o) =AD U G+ D Vi 6 = D (Al + 1V, )G .
i=1 i=1 i=1

Il est alors clair, en écrivant les matrices, que : mat(A.u+p.v,%,€) = A.U + WV, ce que I'on voulait.

* Les espaces de départ et d'arrivée étant de méme dimension égale a n.p, il suffit maintenant de
démontrer que I'application considérée est injective.

Or si la matrice représentative de u dans les bases % et € est nulle, c’est que tout vecteur de .% a pour
image le vecteur nulle. Mais comme I'application nulle a cette propriété, et qu'il n'y a qu'une seule
application linéaire de E dans F a 'avoir, c’est que : u = 0.

Théoreme 8.2 : traduction matricielle du lien entre un vecteur et son image par un morphisme
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie p et n, munis de bases .% et €.
Soit : u 0 ¥ (E,F), de matrice représentative A dans les bases % et €.

Pour un vecteur x de E, on note X la matrice colonne de ses coordonnées dans la base %2, etY la
matrice colonne des coordonnées de son image : y = u(x), dans la base €.
Alors : Y = A.X.

Démonstration :
Soit: % = (by, ..., bp), et: € =(cy, ..., Cn).

Alors : OxOE, x = Zp:xj b, et:y=ux) = iyi.ci =ixj u(b;) =Zp:Xj .iai’j.ci = i(iam—.xjj.ci ,
j=1 i=1 j=1 =1

i=1 i=1\i=1
ce qui correspond biena: Y = AX.

Définition 8.2 : application linéaire ou endomorphi sme canoniguement associé a une matrice
Soit : (n,p) O N**, et : A 0 o, (K).
L'application linéaire u de KP dans K", telle que : mat(u,%,, %) = A, oU %, et &, désignent les bases
canoniques respectives de K et K", est appelée application linéaire canoniquement associée a A.
Dans le cas ou : n = p, u est 'endomorphisme canoniquement associé a A.

Théoréme 8.3 : matrice d’'une composée
Soient (E,+,.), (F,+,.), (G,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie, munis de bases %, C et @ .
Alors : O (u,v) O £ (E,F)x¥£ (F,G), mat(vou,%,2) = mat(v,C,2 ).mat(u, % ,C).

Démonstration :
Notons : & = (by, .., bg), €= (Cy, ..., Cp), €1 : D =(dy, ..., dy),
puis : U = mat(u,%,©), V = mat(v,C,9), et : W = mat(vou, % ,9).
Alors: 0 1<k<q,

« vou(b) = > w,, d, , et par ailleurs :
i=1

p p p n n p
« v(u(by) = Zijk.ij = U ME) =D U D v :Z( Vi,j'uj,kj'di :
j=1 j=1 =1 i=1 =1

i=1
p
Donc:01<isn, 01<k<q,wyg= Zvi’j u;, , ce qui correspond bien au produit matriciel annonce.
=1
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Théoréme 8.4 : liens entre les matrices de passage  pour trois bases de I'espace
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni de trois bases : % = (&) 1<i<n, L’ = (€") 1<i<ns
et: B’ = (e"i)lsisn.
Alors la matrice de passage P de % a %2’ vérifie : Py ¢ = mat(idg, 8, 9%).
De plUS ‘Pg.% =Py %.Pg o
Par ailleurs, les matrices P et P’ de passage de %2 a %2’ et de B’ a % sont inverses I'une de 'autre.
Enfin, la relation : Py % = P 4P - peut se retrouver en utilisant le lien existant entre les
coordonnées d'un méme vecteur de E dans les trois bases %, %' et .

Démonstration :

n
Puisque: 01<j<n, e}= Zpi’j g, = idg(e’), il estimmediat que : P» & = mat(idg, 8 ’,.%).
i=1
Puis: P #.Pg %= mat(idg, #',.%).mat(ide, 2 ",%’) = mat(idg, 8", L) = Py .4 -
Par ailleurs, puisque : P & = mat(idg, % ,%) = |, d'une part, et d'autre part : P %.P% % = Pg.% = |,
les matrices Py & et P & sont bien inverses I'une de l'autre.
Enfin, si on note plus simplement : P=Pg &, P'=Pg 4 P"=Pg 4 X, X’ et X" les matrices colonnes
de coordonnées d'un vecteur x de E dans les bases %2, %’ et ", alors :
X=P.X, X" =P.X", dou: X=P.P.X" etdautre part : X = P".X", soit finalement : P” = P.P".

Théoréme 8.5 : lien entre les matrices d'un méme en  domorphisme dans différentes base s
Soient (E,+,.) et (F,+,.) des K-espaces vectoriels de dimension finie p et n.
Soient % et %’ deux bases de E, € et ¢’ deux bases de F, P et Q les matrices de passages A de % a
&’ d'une part, et de € et ¢ d'autre part.
Soit: u 0 L (E,F), avec : A = mat(u,%,C), A’ = mat(u,%’,C).
Alors : A'= QL.A.P.
En particulier,si:E=F, % =C, %' =C,et:u 0¥ (E),ona:P=Q,et: A’ = PLAP.

Démonstration :
Il suffit d’écrire : Q.A.P = mat(idg,@,€).mat(u, 2 ,©).mat(ide, %’ %) = mat(u,2’,C) = A'.

9. Somme de sous-espaces vectoriels, sommes directe S, Sous-espaces vectoriels supplémentaires.

Théoréme 9.1 et définition 9.1 : somme de sous-espaces vectoriels
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, (E)1<i<n des sous-espaces vectoriels de E.
L’ensemble des vecteurs de E, s’écrivant comme sommes de vecteurs des différents sous-espaces E;,
soit donc :
Ei+...+E,={xUOE, OXg, X2, -.., Xn) O E1XExX...XEp, X = X1 + Xp + ... + Xy},
est un sous-espace vectoriel de E, appelé somme des sous-espaces vectoriels E;. ..., E,.

Démonstration :
Il est clair que E; + ... + E, est inclus dans E, puisque constitué de vecteurs, sommes de vecteurs de E
qui est lui-méme stable par combinaison linéaire.
De plus E; + ... + E, est non vide, puisque chaque E; est non vide (ils contiennent tous le vecteur nul) et
donc:0+ ... +0=0, est encore élément de E.
Enfin: O (x,y) O(Ey + ... + Ep)?, O\, OK? O((X, «ves XYy (Y1, -oes Vo)) O (E1XEzx...XE)?, et :

AX+ WY = (AXg HU1.Y1) + ..o+ (An X, + UaYn) O E1XExX%...XE,, puisque ce sont des sous-espaces

vectoriels de E.

Théoréme 9.2 : autre définition d’'une somme de sous  -espaces vectoriels
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, (Ej)i<i<n des sous-espaces vectoriels de E.
Alors: E; + ... + E, = Vect(E, O ... O Ey,).
C’est donc en particulier le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant tous les sous-espaces
vectoriels Ey, ..., E,.

Démonstration :
» Tout élément de E; + ... + E, est somme d’éléments des différents E;, donc comme combinaison
linéaire d’éléments de E; O ... O E,, c’est un élément de Vect(E; O ... O E,).
« Un élément de Vect(E; O ... O E,) est une combinaison linéaire de vecteurs de Ey, ..., E;.
En regroupant dans cette combinaison linéaire (impliquant un nombre fini de vecteurs) ceux qui
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appartiennent a E;, a E,, et a chaque E;, on fait apparaitre une somme de vecteurs, chacun appartenant
a l'un des E; et a ce titre, on obtient bien un élément de E; + ... + E,.
A ce titre, c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant E;[...00E,, donc tous les E;.

Définition 9.2 : somme directe de deux ou de plusie  urs sous-espaces vectoriels
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que la somme (F + G) est directe, si et seulementsiona: F n G ={0}.
Lorsque la somme de F et de G est directe, elle est notée : F O G.
Plus généralement, soient E,, E,, ...,E,, des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que la somme (E; + ... + E,) est directe si et seulement si I'intersection de chaque E; avec la
somme de tous les autres est réduite a {0}, soit :
Ol<isn En(Ei+..+E1+Ew+...+E,)={0}.
Dans ce cas, a houveau, la somme de ces sous-espaces vectoriels se note : E; O ... O E,.

Définition 9.3 : sous-espaces supplémentaires
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont supplémentaires dans E si et seulementsiona: E=F0OG.

Théoréme 9.3 : existence d’'un supplémentaire en dim  ension finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E.
Alors il existe un sous-espace vectoriel G de E, telque : E=F O G.
On dit alors que G est un sous-espace vectoriel de E supplémentaire de F dans E.
On a de plus, pour tout supplémentaire G de F dans E : dim(G) = dim(E) — dim(F).

Démonstration :
F étant lui-méme de dimension finie, il admet une base (e, ..., ;) qui peut étre complétée en une base
deE: % =(ey, ..., &).
Posons : G = Vect(eps, .., €n).
Alors : FnG ={0}.
Eneffet: Ox O FnG,
e xOF, et: O(Xyg, ... Xp) OKP, X =X1.€1 + ... + Xp.€p,
e X OG, et: OXpety «oes Xn) O K™, X = Xp41.€pe1 + ... + Xn.En,

et donC . X]_.el + nes + Xp.ep - Xp+1.ep+l T e T Xn.en = O.
Or puisque la famille % est une base de E, elle est libre et tous les coefficients sont nuls, d'ou : x = 0.
Puis: F+G=E.

Eneffet: Ox OE, O(Xq, ... Xn) OK", X = (X1.€1 + ... + Xp.€p) + (Xp+1.€ps1 + ... + Xn.€p), PUisque % est
génératrice de E et le vecteur x se décompose suivant F+G.

Donc : E [0 F+G, et comme linclusion inverse est évidente, on a bien : E = F+G.

Enfin, si G est un supplémentaire quelconque de F, on a:

dim(G) = dim(E) + dim(FnG) — dim(F) = dim(E) — dim(F).

Théoréme 9.4 : des quatre dimensions ou formule de Grassmann
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels de dimension finie de E.
Alors (F + G) est de dimension finie ainsi que FNnG, et :
dim(F + G) + dim(FnG) = dim(F) + dim(G).

Démonstration :

Puisque F et G sont de dimension finie, ils admettent tous deux une famille génératrice finie, et la
réunion de ces deux familles fournit une famille génératrice finie de F+G qui est donc de dimension finie.
Puis (FnG) étant inclus dans un espace de dimension finie (F+G), il est lui-méme de dimension finie.
Soit (ey, ...,ex) une base de (FNG).
Comme (FnG) est un sous-espace vectoriel de F et de G, on peut considérer un supplémentaire F’ de
(FnG) dans F et une (ax, -.., @) de ce supplémentaire d’'une part, et un supplémentaire G’ de (FNG)
dans G, ainsi qu'une base (by:1, ..., bg) de cet autre supplémentaire d’autre part.
Montrons que (€y, ..., €, 81, .-, 8p, Dys1, ..., Dg) €St UNE base de F+G.
» C’est une famille génératrice de F+G, puisque ce sont tous bien des vecteurs de F+G et :

Ou O (F+G), O(x,y) OFxG, u=x+y, et: Oy, ...Ap) OKP, O(W, ..., Hg) O K9, tels que :

X=Are1+ oo+ A+ MA@ + .. + Ap.@p, puisque : F = (FNnG) O F', et :

V=61 + ...+ U@+ Waq.breg + ..+ Pg.bg, puisque la aussi: G = (FnG) O G, d'ou :
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u= ()\1 + Hl).el + ...+ ()\k + ”k) ekt A Qe ... F )\p.ap + p—k+1-bk+1 + ...+ Hq.bq.
» C’est une famille libre.
Soit en effet : Adj.e1 + ... + A€ + MA@ + .o+ Ap@p + a1 Dier + ..+ Hgbg = 0.
Alors : (Ar.e1 + ... + A€ + Aksr.dyer + .+ Ap@p) = — (Mie1brer + ... + Hgbg) O (FNG).
Donc ce vecteur appartienta G’ car : (FnG) O G, eta (FnG) car: (FnG") O (FnG).
Donc il est nul, et la famille (by., ..., bg) €tant libre, tous les coefficients correspondant sont nuls.
Puis : Ar.er + ... + At = — (MA@ + ... + Ap.@p), et la encore comme F et F’ sont suppléementaires, le
vecteur apparaissant dans cette égalité est nul, et tous les coefficients sont nuls.
e C’est donc une base de (F+G) et :
dim(F+G) =k + (p—-Kk) + (—Kk) =p + g—k =dim(F) + dim(G) — dim(FnG).

Définition 9.4 : décomposition d’'un espace vectorie | en somme directe
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, Ey, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que E se décompose en somme directe suivant les sous-espaces vectoriels Ey, ..., E, si et
seulementsi: E=E; O ... OE,.

Théoréme 9.5 : propriété récursive des sommes direc  tes
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, Ey, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E.
Sila somme (E; + ... + E,) des n sous-espaces vectoriels est directe, alors la somme de (n — 1)
gquelconques parmi eux I'est encore, et la somme d’'une sous-famille quelconque de parmi les n aussi.

Démonstration :
Montrons que la somme (E; + ... + E,.1) est encore directe, et pour cela étudions : (E, + ... Eq.1) n Ej.
Soitdonc un élément : x O Ey, et: x O (Ex + ... + Eqq).
Alors : x =x; O Ey, et : O(Xp, ... Xp1) O EpX . . XEfq, X =X + ... + X1,
dou:x=xp+..+X1+00(Ex+ ... +E,),et: xOE; n (E2+ ... + E;),donc : x=0.
On peut généraliser ce résultat a I'intersection d’'un quelconque des (n — 1) avec la somme des (n — 2)
autres, puis a (n — 1) quelconques parmi les n de départ.
Enfin, par récurrence descendante, toute sous-famille d’une famille de sous-espaces vectoriels en
somme directe, est encore en somme directe.

Théoreme 9.6 : définition équivalente d’'une somme d  irecte, d’'une décomposition en somme directe
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, Ey, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E.
« Lasomme E; + ... + E, est directe si et seulement si le vecteur nul de E admet comme unique
décomposition: 0 =0 + ... + 0, comme somme de vecteurs de Eg, ..., E,.
» E se décompose en somme directe suivant les sous-espaces vectoriels E, ..., E, autrement diton a :
E=E; O... 0E,, si et seulement si tout vecteur de E se décompose de facon unique comme somme de
vecteurs de Eq, ..., E,.

Démonstration :
« Si la somme est directe, soit: 0 = x; + ... + X,, une décomposition du vecteur nul suivant E; + ... + E,.
Alors :01<isn, X ==X — ... = Xi1 — Xit1 — ... — Xn

Donc:x OE n (Ex+ ... +E1+ Ey + ... + Ey), donc est nul et 'unique décomposition du vecteur nul
suivant la somme estbien: 0=0+ ... + 0.
Si réciproquement, on suppose que 'unique décomposition de 0 suivant la somme des sous-espaces
est la décomposition précédente, alors cette somme est directe.
En effet, sipour:1<i<n,ona:xU0En (E;+...+E;+Esx +...+E,),alors:
Xi=Xi+ oo ¥ Xy F Xur + oo F X, € 0=X + o F X=X F X T . X,
soit une décomposition de 0 suivant la somme.
Donc: X; = ... =X =— X = Xiz1 = ... = Xy, €t X; est bien nul.
» Supposons maintenantque : E=E; U ... O E,.
Alors E étant la somme des sous-espaces vectoriels E;, il existe pour tout vecteur de E une
décomposition suivant cette somme, comme somme de vecteurs de Eq, ..., E,.
Supposons maintenant pour un vecteur x de E, deux telles décompositions.
Alors : X=X; + ... + X, =y1 + ... + Yy, avec : (X, ..., Xn) O E1x...XE,, (Y1, ..., Yn) O E1X...XEp.
Donc: (X1 —Vy1) + ... + Xn1—VYn1) =¥n—X OEn n (E1 + ... + Ej1), et donc est nul, et : X, = Y.
On termine par récurrence descendante pour obtenir : X, = Vi, Xn1 = Yn1, ..., X1 = Y1, €t la décomposition
est unique.
Réciproquement, supposons maintenant que tout vecteur de E se décompose de fagon unique comme
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somme de vecteurs de Ey, ..., E,.

Alors : E = E; + ... + E,, puisque tout vecteur de E est bien somme de vecteurs appartenant aux E;.
Montrons maintenant que la somme est directe, et pour cela, soit: x 0 E; n (E; + ... + E,), par exemple.
Alors : X =X; =Xp + ... + Xp, avec : (X1, ..., Xn) D E1X..XE, et:0=0+ ... +0=X; —Xo — ... — X.

Cela fournit deux décompositions du vecteur nul suivant E; + ... + Epet: 0 =X, = ... = X, puis : X = 0.
La somme est bien directe.

Théoréme 9.7 : caractérisation en dimension finie d  'une décomposition en somme directe
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie, Ey, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
*E=E,0...0E,
edim(EL+ ... +E) =dim(E) + ... +dim(E,), et :E=E; + ... + E,,
« on obtient une base de E en réunissant des bases choisies dans chaque E;.

Démonstration :
* Montrons que : i) = ii).
Si:E=E,0O..0E, alors:
E=E;+..+Eyet:dim(E;+... +E)=dim(E; + ... + E;1) + diM(E,) —dim((E1 + ... + En1)n Ep).
Comme la derniere intersection est réduite a {0}, sa dimension est nulle.
On continue ensuite par récurrence descendante pour obtenir le résultat voulu.
* Montrons : ii) = iii).
Soient %4, ..., %, des bases des différents E;, et : & =.%,0... 0.%..
Puisque chaque base % est génératrice de E;, % est génératrice de E, et : card(%) = dim(E).
Comme de plus le nombre d’éléments de % est :
card(¥) < card(#;) + ... + card(%,) = dim(E,) + ... + dim(E,) = dim(E), on a : card(%) = dim(E).
Donc & est bien une base de E.
* Montrons que : iii) = i).
Soient donc % une base de E obtenue comme réunion de base %; des différents E;.
& étant génératrice de E, on en déduit que tout vecteur de E s’écrit comme combinaison linéaire des
vecteurs de &, donc des .%2;, donc, en regroupant les différents vecteurs appartenant a chaque E;,
comme somme de vecteurs des différents E;.
Soitdonc : E = E; + ... + E, (en fait, une simple inclusion, mais I'inverse est immédiate).
Puis soit par exemple : x O E; n (E> + ... + Ey).
Alors : O (Xg, X2, ..y Xp) O EgX...XEp, X = X1 = Xo + ... + X,
En exprimant les différents vecteurs x; suivant les bases .%2;, cela fournit, par différence une combinaison
linéaire des vecteurs de % égale a 0.
Mais % étant une famille libre, tous les coefficients de cette combinaison sont nuls, et : x = 0.
On en déduit que la somme est directe (en obtenant le méme résultat pour les autres intersections).

Définition 9.5 : base d’'un espace vectoriel adapté e a un sous-espace vectoriel, a une somme
directe de sous-espaces vectoriels
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E.
On dit qu'une base % de E est adaptée a F, si elle est obtenue comme réunion d’'une base de F et
d’'une base d’'un supplémentaire de F dans E.
On dit qu’'une base de E est adaptée a une décomposition de E en somme directe, si elle obtenue
comme réunion de bases de chacun des sous-espaces vectoriels concernés par cette somme directe.

10. Projecteurs.

Définition 10.1 : projecteurs associés a deux sous-  espaces vectoriels supplémentaires
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Pour tout vecteur x de E, il existe un unique couple : (y,z) 0 FxG, telque : x =y + z.
On appelle : p(x) =y, le projeté de x sur F parallelement a G et : q(x) = z, le projeté de x sur G
parallelement a F.
Les applications p et g de E dans E sont appelés projecteurs associés a la décomposition : E=F O G.
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Théoréme 10.1 : propriétés pour des projecteurs ass  0cCiés
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et p et g les
projecteurs associés a la décomposition : E=F 0O G.
Alors :
*p0Z(E),q0Z(E),
* pop =p, qoq =g, pog =qop =0, p + g = ide,
* ker(p) = Im(q) = G, ker(q) = Im(p) = F.

Démonstration :
« Pour : (x,x') O E?, (\,\) O K? ondécompose : x=y+z X =y +2,suivant: E=F 0O G,
et:AX+AN.X =(Ay+A.y)+ (A.z+X\.Z), est une décomposition de [A.x + N’.X] suivant: E=F 0O G.
Mais une telle décomposition étant unique, c’est LA décomposition de [A.x + A’.x"] suivant : E=F O G.
Puis : p(A.x + A'.X) = A.y + A'.y’, par décomposition, et : p(A.x + A".X") = A.p(x) + A".p(X).
Le résultat est identique pour g.
* Il est presque immédiat que : pop = p, puisque, avec les notations précédentes, pour : x O E,

p(x) =p(x) + 0, avec: p(x) O F, 0 OG, et: p(p(x)) = p(x), et: g(p(x)) =0.

De méme pour g.
Puis : x =y + z = p(x) + q(x), et : ide = p + g, puisque cette égalité est vérifiée pour tout vecteur x de E.
« OxOF, x=p(x), etdonc : F O Im(p). Mais vu la définition de p, on a aussi : Im(p) O F, d’'ou I'égalité.
Puis: Ox 0O G, p(x) =0, et : x O ker(p). Mais on a également : 0 x O ker(p), x=0+z,et:xOG, doulé
encore I'égalité.
On a encore des résultats identiques pour .

Théoréme 10.2 : caractérisation des sous-espaces ve  ctoriels définissant un projecteur
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, p 0 £ (E), tel que : pop = p.
Alors Im(p) et ker(p) sont supplémentaires dans E, et p est un projecteur de E sur Im(p) parallélement a
ker(p).

Démonstration :
« Soit : x O (ker(p)nIm(p)).
Alors : Oy O E, y = p(x). Mais de plus : p(X) = 0 = p(p(y)) = p(y) = x. Donc : x = 0.
Image et noyau de p sont en somme directe dans E.
e Soit : x O E. Alors : p(x) = p(p(X)), et: p(x —p(X)) =0, d'ou : [x — p(X)] = z O ker(p).
Autrement dit : X = p(x) + z, ce qui fournit une décomposition de x selon (Im(p) + ker(p)).
Finalement les deux espaces image et noyau de p sont bien supplémentaires dans E.
* Soit enfin : x 0 E, et sa décomposition en : x =y + z, avec : y O Im(p), z O ker(p).
Alors : X' L E, y = p(X), et: p(x) = p(y) + p(z) = p(p(x)) + 0 = p(x) =y.
Donc p est bien la projection de E sur Im(p) parallélement a ker(p).

Définition 10.2 : famille de projecteurs associée a une décomposition en somme directe
n
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, E, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E telsque: E=[E,.
i=1

On note p; le projecteur de E sur E; parallélement & la somme (E; O ... O E, O B O ... O Ey).
La famille (p;)1<i<n €St dite associée a la décomposition.

Théoréme 10.3 : généralisation du théoreme 10.1

n
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel, E;, ..., E,, des sous-espaces vectoriels de E tels que : E = ‘Dl E, et
1=

soit (pi)i<i<n la famille de projecteurs associée a cette décomposition.
Alorson a:

«d1<isn, p’=p;,
eUl<i#j<n,pop=0,
'p1+...+pn:idE.

Démonstration :

Puisque les p; sont tous des projecteurs de E, on a évidemment: 0 1<i<n, p?=p.

Soit maintenant x un vecteur quelconque de E, et : x = x; + ... X,, Sa décomposition suivant la somme
directe.

Alors:01<i#j<n, p(x)=x0E,.
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Or: Ej n E O (E]_ +...+E 1 +Eu+...+ En) nEi= {0}, et donc: pi(xj) =0.
Soit bien : p;o p; = 0.
Enfin: (p1+ ...+ pn)(X) =X + ... + X, =X, on a bien également : p; + ... + p, = ide.

11. Polyndbmes d'interpolation de Lagrange (hors programme) .

Définition 11.1 : polynémes de Lagrange
Soient : ay, ay, ..., a, des scalaires réels ou complexes distincts deux a deux.
On appelle polyndmes de Lagrange associés a la famille (a;)o<i<n l€S polynémes (L;)o<i<n définis par :
d0<i<n, Li(ai)=1,
e i ¢j, Li(aj) =0.
«d0<i<gn,d°(L)=n.

Théoréme 11.1 : existence et unicité des bases de L  agrange
Soient : ay, a, ..., a, des scalaires réels ou complexes distincts deux a deux.
Il existe une unique famille (Ly)o<i<n de polyndmes vérifiant les conditions d’interpolation de Lagrange.
lIs forment une base de K,[X], appelée base de Lagrange de K,[X] associée a la famille (a;)osi<n-

Do<i<n L - (X -ay).(X-a_ )X -a,)(X-a,)
Il ey i A | AR W Ry |

Démonstration :
Démontrons que les conditions proposées donnent ces polyndmes et gu'’ils forment une base de K,[X].
* Les polyndbmes doivent étre de degré n, et chacun admettre n racines distinctes.
Donc:00<i<n, L=A.(X=ap)...(X —a.1).(X — air1)...(X — &), puisqu’apres factorisation, il reste en
facteur un polynébme constant.
La valeur que doit prendre le polyndme en a; donne alors la valeur de la constante, puis la forme finale
du polynéme L; cherché.
« Réciproquement, ces polyndmes sont bien tous de degré n, chaque L; vaut 1 en a et admet comme
racines toutes les autres valeurs.
* |lIs forment bien une base de K,[X], puisqu’ils sont d’'une part au nombre de (n+1) soit la dimension de
Ka[X], et d'autre part, ils forment une famille libre.
En effet, si: Ag.Lo + ... + AL, =0,
alors en considérant les fonctions polyndmes associées évaluées en les différents a;, on obtient :
Ol<i<n,A.l=0.
Enfin, si on veut les coordonnées d’'un polyndme P de K[X] dans cette base, il suffit d’écrire :
P =M\o.Lo + ... + An.Ly, puis & nouveau d’évaluer cette égalité en les a;, pour obtenir :
P= P(ao).l_o + ...+ P(an).l_n.

12. Trace d’'une matrice carrée, d'un endomorphisme.

Définition 12.1 et théoréme 12.1 : trace d’'une matrice carrée
Soit: A= (aij) O (’/f(n(K)

n
On définit la trace de A comme la somme des éléments diagonaux de A, soit : tr (A) = Za” .
i=1
L’application tr est une forme linéaire sur e ,(K).

Démonstration :
Il est immédiat que tr est linéaire de c# ,(K) dans K, puisqu’elle est bien a valeurs dans K, et d’autre
part : O (A,B) O (e o(K))%, O (A\,p) O K?,

trA.A+p.B) = i(/"ai,i +ub;) = /]-Zn: & + ,U-Zn:bu = Atr(A) + wtr(B).

Théoréme 12.2 : propriétés basiques de la trace des  matrices
OA O et o(K), tr(‘A) = tr(A).
0O (A,B) O e/ (K)?, tr(A.B) = tr(B.A).
Plus généralement, la trace d'un produit fini de matrices carrées est inchangée par permutation circulaire
des matrices dans le produit.
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Démonstration :
Le premier résultat est immédiat, puisque pour une matrice carrée A, les matrices A et 'A ont les mémes
éléments diagonaux, donc méme trace.
Pour le deuxieme point, on considéere deux matrices A et B de e/ (K).
Soit: C = A.B.

Alors:01<i<n, c;= iai’k.bk’i , et tr(C) = anzn:a’k.bk’i = Y a b,
k=1

i=1 k=1 (i k)ONZ
Le résultat étant une formule symétrique en A et B, on a bien : tr(A.B) = tr(B.A).
Enfin, dans un produit de p matrices carrées nxn :
tr(Al...Ap) = tr(Al[AzAp]) = tr([AzAp]Al) = tr(Az...Ap.Al),
que I'on peut généraliser par récurrence a une permutation circulaire quelconque de ces p matrices.

Théoréme 12.3 et définition 12.2 : trace d’'un endomorphisme
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie et : u 0 £ (E).
Alors la trace de la matrice représentative de u dans une base de E est indépendante de cette base.
On note alors tr(u) la valeur commune de toutes ces traces, soit : tr(u) = tr(mat(u,%)), ou % est une
base quelconque de E.

Démonstration :
Soient % et %’ deux bases de E, P la matrice de passage de % a %2’ et A et A’ les matrices
représentatives de u dans ces deux bases.
Alors : A" = P*AP, et : tr(A’) = tr(P.A.P) = tr(A.P.P™) = tr(A).

Théoréme 12.4 : trace d'un projecteur
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie.
Si p est un projecteur de E alors : rg(p) = tr(p).

Démonstration :
Puisque Im(p) et ker(p) sont supplémentaires dans E, considérons une base .% obtenue en réunissant

une base (e, ..., ) de Im(p) et une base (ex.1, ... €,) de ker(p).

I k Ok,n—k

Alors la matrice de p dans cette base % est :
On—k,k On—k

j , et sa trace vaut : k = dim(Im(p)) = rg(p).

13. Dual d’un espace vectoriel.

Définition 13.1 : dual d'un espace
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
On appelle dual de E 'espace ¥ (E,K), ensemble des formes linéaires sur E et on le note E*.

Théoreme 13.1 : dimension du dual
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Alors : dim(E*) = n = dim(E).

Démonstration :
Puisque : E* = ¥ (E,K), on a : dim(E*) = dim(Z(E,K)) = dim(E).dim(K) = dim(E).1 = n = dim(E).

Définition 13.2 : hyperplan
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
On dit qu’'un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan de E si et seulement si H admet un
supplémentaire de dimension 1dans E.
Lorsque E est de dimension finie, cela signifie que H est de dimension (dim(E) — 1).

Théoréme 13.2 : noyau des formes linéaires non null  es
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit: ¢ OE* ¢ £0, et: H = ker(¢). Alors H est un hyperplan de E.
De plus, si: ¢ O E* et s'annule sur H, alors : DA O K, ¢ =A. ¢.
Si enfin le noyau de Y est H, alors : A £ 0.
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Démonstration :
« Puisque ¢ est une application linéaire de E dans K, on peut lui appliquer le théoreme du rang.
Or ¢ est non nulle, donc : Ox O E, ¢(x) # 0, et dim(Im(d)) = 1.
Mais de plus : Im(¢) O K, et : dim(Im(¢)) < 1.
Finalement : dim(Im(¢)) = 1, et : Im(¢) = K,
avec de plus : dim(H) = dim(ker(¢)) = dim(E) — dim(Im(¢)) = n — 1.
« Soit maintenant une autre forme linéaire { s'annulant sur H.
Soit Xo un vecteur n'appartenant pas a H. Alors : E = H [0 Vect(xy).
Puis : ¢(xo) # 0, sinon ¢ serait nulle sur E.
Enfin: OxOE, Oxy OH, Do OK, X= x4 + 0.Xo,

et Y(x) = (o) = a‘ggf)) #(%,) = f,((:‘)g P@x, %)= f,((i; #0).
En posant: A = Y(%) 0K, on a bien: ¢ =A.¢.
$(%,)

Si enfin, Y a pour noyau H, alors A est non nulle, sinon Y s’annulerait sur E tout entier.

Théoreme 13.3 et définition 13.3 : (hors programme) base duale d’'une base en dimension finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n et : % = (e, ... ,en), une base de E.
Alors la famille de formes linéaires : %* = (es*, ..., e,*), définies par :
O1<i<sn, 01<j<n,e¥*(e) = 9 ou §; est le symbole de Kronnecker, quivaut 1 si:i=j,et0si:i#j,
est une base de E* appelée base duale de la base .%.
On appelle aussi ces formes linéaires les formes coordonnées associées a la base % .
En particulier, si: X OE, X = Xg.1 + ... + Xp.€p, alors: O 1<k < n, e*(X) = X.

Démonstration :
Les formes linéaires ainsi définies sont correctement définies, puisqu’elles le sont par 'image des
vecteurs d’'une base de E.
Cette famille est libre, car :
Oy, ..., Ap) DK tel que : A.es* + ... Apey*=0,alors: 0 1<k<n, [A.e* + ... \n.ey*](e) = 0 = Ay
Donc c’est une famille libre de n éléments de E* qui est de dimension n, et c’est bien une base de E*.

Théoréme 13.4 et définition 13.4 : (hors programme) base préduale (ou anté-duale) d’'une base de E*
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension net: & = (¢4, ..., §,), une base de E*.
Il existe une unique base € de E qui a pour duale la base % soit telle que : ¢* = % .
Cette base € est appelée base préduale de % .

Démonstration :
» Soit & et ¥’ des bases de E, et #* et %'* leurs bases duales respectives.
Soit maintenant P la matrice de passage dans E de % a %’ et Q la matrice de passage de %£* a B'™*.
Alors : Q =P,
En effet, en notant : &= (eyq, ..., €,), L' =(€'y, ..., €n),0na:

O1<ij<n, &;=e*e)= D 0, & *(z Py, .euj = 0P =D 0 k-Pyj » AVEC : Qi = G
k=1 u=l i=1 i=1

On a donc montré que : 'Q.P = I,, soit bien : Q = 'P™.

« Soient maintenant que deux bases % et %’ de E aient pour base duale la base % de E* donnée, et
appelons P la matrice de passage de % a .%".

Alors la matrice de passage de %* a4 %' est 'P™, mais puisque : %* = 8™* = %, elle vaut aussi : |,,.
Donc: P =1, et: % =%, autrement dit, si une base répond au probléme posé, elle est unique.
 Enfin, soit %, une base de E, %2 ,* sa base duale, Q la matrice de passage de % * a % et soit € la
base de E telle que la matrice 'Q™ soit la matrice de passage de %, a C.

Alors la matrice de passage de # a @ est:P=QL(QH*'=Q'.Q =1, et: @ =%.

Théoréme 13.5 : équations d'un hyperplan
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d’'une base : % = (e, ... ,e).
Soit H un hyperplan de E.
Pour un vecteur x de E, on note (x4, ..., X,) ses coordonnées dans la base .%.
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Alors : O(ay, ... ,a,) OK", (az, ... ,an) # (0, ..., 0), tel que : (X O H) = (a.X3 + ... + an.X, = 0).
La derniere égalité est appelée « équation de H dans la base (e, ... , e,) ».
De plus, si: by.x; + ... + bp.X, = 0, est une autre équation de H dans la base %, alors :

OANOK*, O1<i<n, b=Aa.

Démonstration :
* Puisque H est un hyperplan de E, il existe une forme linéaire non nulle dont H est le noyau.
I suffit pour cela de considérer une base (e'y, ..., €'n.1) de H, de la compléter avec un vecteur €', en une
base de E, de considérer la base duale de cette base (e';*, ..., €',*) et la forme linéaire e’,* a bien pour
noyau H.
* Soit maintenant la base % proposée.
Alors e',* peut se décomposer suivant la base duale (e;*, ..., e,*) en: e'\* = aj.e.* + .. + a,.ey*, ou les
coefficients (a;)1<i<n SONt des scalaires non tous nuls, puisque : e',* £ 0.
Etona:OXOE, x=X%.e1+... +X.€p, XOH) = (€%(X) =0) = (az.Xs + ... + an.X, = 0).
e Soit enfin : by.x; + ... + b,.X, = 0, une autre équation de H dans la base .%.
Cela signifie : OX O E, X =Xg.e1 + ... + Xp.€n, X O H) = (b.X1 + ... + bp.Xy =0) = ($(X) = 0),
ou ¢ est la forme linéaire : ¢ = by.e;* + ... + b.ey*.
Autrement dit : H = ker(¢).
Mais deux formes linéaires qui ont méme noyau sont proportionnelles entre elles et :
OANOK*, O1<i<n, b=A\a.
Remarqgue : A est non nul car A et e,* ont exactement le méme noyau H.

14. Groupe symétrigue (hors programme) .

Définition 14.1 : o,
Soit:n=>1.
L’ensemble des bijections de N, dans lui-méme est noté .
Ses éléments sont appelés permutations de N,,.

Théoréme 14.1 : le groupe symétrique ( ¢f,0)
Soit:n=>1.
L’ensemble o, muni de la loi o de composition forme un groupe, appelé groupe symétrique d’ordre n.
Il compte n! éléments.

Démonstration :
La composée de deux éléments de o, donc de deux bijections de N, dans lui-méme, est bien une
bijection de N, dans lui-méme, et la loi est donc bien une loi de composition interne.
Elle est associative, et posséde un élément neutre, I'identité de N,.
Tout élément de &, étant une bijection de N,, posseéde une réciproque qui est I'inverse de cet élément
pour la loi 0.
Finalement, c’est bien un groupe (non commutatif pour : n = 3).
Pour dénombrer ses éléments, on peut utiliser une arborescence.
L’élément 1 peut avoir n images possibles, puis cette image étant choisie, I'élément 2 n’a plus que
(n — 1) images possibles et ainsi de suite jusqu’a I'élément n, soit au total n! possibilités.

Définition 14.2 : orbite d’un élément sous I'action d’'un cycle
Soit:n=>1,et:oc0d,.
Pour : k O N,, on appelle orbite de k sous I'action de o I'ensemble : Orb(k) = {o°(k), p O Z}.
C’est donc I'ensemble des images de k par o et ses itérées ainsi que par les itérées de sa réciproque.

Théoréme 14.2 : description des orbites d’'une permu  tation
Soit:n=1,et:c0F,.
Deux orbites d’éléments de N, sous l'action de ¢ sont soit égales, soit disjointes.

Démonstration :
Soit k et k’ deux éléments de N, et Orb(k) et Orb(k’) leurs orbites respectives.
Si ces deux orbites ont un élément en commun, alors : O(p,p’) O ZZ%, o®(k) = o” (k).
On a alors : k’ = a”P(k), et toute image de k’ par une itérée de o est alors une image de k par une itérée
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de o, ce qui entraine : Orb(k’) O Orb(Kk).
Mais de facon similaire, on a également : Orb(k) O Orb(k’), d’ou I'égalité.
L’autre possibilité est qu’elles n'aient pas d’élément en commun, donc gu’elles soient disjointes.

Théoréme 14.3 : partition de M, a I'aide d’'une permutation
Soit:n=>1,etoc ).
L’ensemble des orbites distinctes des éléments de N, sous I'action de o forme une partition de N,.

Démonstration :
On sait déja que ces orbites sont deux a deux disjointes.
Mais comme par ailleurs chaque élément de N, appartient au moins a une orbite, leur réunion donne
bien N, et elles forment ainsi une partition de Np.

Définition 14.3 : p-cycle, transposition
Soit:n=>1.
On appelle p-cycle une permutation de N, telle que la partition de N, en orbites disjointes ne comporte
que des orbites a un seul élément, sauf une qui en comporte p.
Le support d’'un p-cycle est alors le sous-ensemble de N, formé des éléments de I'orbite a p éléments.
Si les éléments de ce support sont : a;, a, = o(ay), ..., a, = 0(a,.1), on note alors ce cycle : (a; ... ay).
Un 2-cycle est appelé transposition.

Définition 14.4 : signature d’une permutation
Soit:n=1,et:oc0d,.
Si p désigne le nombre d’'orbites disjointes dans la partition de N, obtenue a 'aide de o, on appelle
signature de o le nombre : g(0) = (-1)"".

Théoréme 14.4 : décomposition d’'une permutation en produit de transpositions
Soit:n=2,et:oc0d,.
Alors o peut se décomposer en un produit (une composée) de transpositions de N,.
Cette décomposition n’est a priori pas unique.

Démonstration :
Démontrons ce résultat par récurrence sur n.
Il est immédiat pour : n = 2 (identité ou 2-cycle).
Supposons-le alors vrai pour : n = 2, et soit: 6 0 &y1.
* si:o(n+l) =n+ 1, alors o permet de définir o’ dans N, par : 0 1 <i<n, a'(i) = o(i), et cette permutation
0’ peut s’écrire comme un produit de transpositions de N,, ce qui fournit également une décomposition
de o.
e si:o(n+l) =j# n+1, alors si on note t la transposition échangeant j et (n+1), on a : (too)(n+1) = n+1.
Donc too nous raméne dans le cas précédent, et elle se décompose en un produit de transpositions.
Mais comme enfin : tot = idy,, t est se propre inverse et on compose (too) par t pour obtenir finalement la
décomposition de o cherchée.

Théoréme 14.5 : propriété de commutation des cycles a supports disjoints
Soit:n=>1.
Deux cycles a supports disjoints de N, commutent.

Démonstration :
Notons : ¢; =(az ... ap), C2 = (b1 ... by).
On calcule alors I'image de tout élément i de N, par c;0c, puis par c,0c;, en distinguant trois cas :
* siin’est dans le support ni de ¢4, hi de c,, alors : ¢;0C,(i) = c,0¢4(i) =i,
* sii est dans le support de ¢y, avec : i = aj, alors : c,0C4(i) = C2(8j+1) = @41, €t : €10C,(i) = C4(i) = ajs1.
« sii est dans le support de c,, on raisonne de la méme facon.

Théoréme 14.6 : décomposition d’'une permutation en produit de cycles a supports disjoints
Soit:n=1,et:oc0d,.
Alors o peut se décomposer en un produit (une composée) de cycles a supports disjoints, en prenant
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comme convention que l'identité se décompose en un produit vide de tels cycles.
Cette décomposition est unique a I'ordre des facteurs pres.

Démonstration :
» Démontrons I'existence d’une telle décomposition par récurrence.
Il est vrai pour : n = 2 (identité ou 2-cycle).
Supposons-le vrai pour un n donné, n = 2, et considérons une permutation ¢ de Np.;.
On distingue alors deux cas :
e g(n+1) = n+1.
Dans ce cas, si on note ¢’ la permutation de N, définie par: O 1 <i<n, d'(i) = o(i), alors on peut
décomposer ¢’ en produit de cycles a supports disjoints, et on constate alors que cette décomposition
vaut aussi pour o.
* o(n+1) # n+1.
Alors il existe un entier : p = 1, a’(n+1) = n+1.
En effet, 'ensemble {c*(n+1), k O N*} étant inclus dans Ny.1, il est fini et :
O(k,k) ON*2 k >k, a"(n+1) = ¥(n+1), et : p = k — k’, fournit I'entier annoncé.
Notons alors q le plus petit entier p supérieur a 1 ayant cette propriété.
Il est facile de voir alors que tous les o'(n+1), pour : 1 <i < g, sont distincts sinon cela fournirait un
entier : 1 < q’ < q, tel que : a%(n+1) = n+1.
Notons alors c le cycle : ¢ = (n+1) o(n+1) ... o®}(n+1)).
La permutation c oo vérifie alors : c*oo(n+1) = n+1, et on peut la décomposer en un produit de cycles a
supports disjoints ¢;0...0c, d’ou on déduit que : 0 = €0C;0...0Ck.
Mais on constate de plus que : 01 <i< q, [c?00](d'(n+1)) = ¢*(c"**(n+1)) = ¢'(n+1), tous les éléments du
support de ¢ sont invariants par c'oc et ne sont donc pas dans les supports des cycles ¢, ..., C.
On a donc bien dans tous les cas obtenus une décomposition de ¢ en produit de cycles a supports
disjoints.
» Démontrons maintenant l'unicité d’une telle décomposition.
L’identité ne peut se décomposer qu’en un produit vide de tel cycles.
Soit donc o une permutation pour laquelle on dispose de deux telles décompositions :
0 = C40...0Cy, et : 0 = ¢’40...0C'y,
etsoit: 1<i<n,telque: o(i) #i.
Alors i est dans le support d’'un des cycles ¢; (par exemple c;, puisqu’ils commutent) et d’'un des c’;, par
exemple c';.
Siv est la longueur du cycle ¢, alors ¢; s’écrit : ¢; = (i ¢1(i) ... ¢,"(i)), o toutes les images écrites sont
distinctes. Mais ce résultat vaut aussi pour c';, donc ils sont de méme longueur et égaux.
En réitérant ce processus, on obtient finalement que : k = k’, et que les cycles des deux décompositions
sont identiques.

i+1

Théoréme 14.7 : la signature est un morphisme de gr  oupes
Soit:n=>1.
L'application € définit un morphisme de groupe de (,,0) dans ({-1,+1},%).
On a donc en particulier : 0 (0,0") O &7, €(000’) = £(0).£(0).

Démonstration :
* Une transposition a pour signature (-1). En effet, elle génére (n — 1) orbites disjointes (soit (n — 2) avec
un seul élément et une avec 2 éléments).
« Soit maintenant o une permutation de N, avec k orbites disjointes et : t = (a b), une transposition.
Etudions le nombre d’orbites disjointes de : ¢’ = too, et pour cela on va distinguer deux cas (on pourra
d’aider d’'un dessin) :
* a et b sont dans la méme orbite de o.
Les éléments de cette orbite sont permutés circulairement sous la forme :
Q=(a... &1 @a ... a1 bau ... a).
Tout d’abord les éléments en dehors de Q ont une image par ¢’ identique a celle qu’ils ont par o.
Donc les orbites de o distinctes Q ne sont pas modifiées par t, et il y en a le méme nombre, soit (k — 1).
Examinons maintenant les images des éléments de Q par 0’ :
o'(ay) = ay, ..., 0'(a.1) = b, d'(b) = a4, ..., 0'(ap) = a5, d'une part, et :
o'(a) = a1, 0'(ais1) = Aisz, ..., 0'(a1) = @, d’autre part.
Autrement dit, I'orbite Q de o s’est scindée en deux orbites disjointes sous I'action de too.
Par conséquent : £(c’) = (-1)"**Y = _ g(q).
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* a et b sont dans des orbites disjointes de o.
Notons toujours ces orbites : Q; = (a; ... &1 @ &js1 ... &), €11 Q= (b ... by b bjey ... by).
La encore, les éléments de N, en dehors de ces deux orbites ont une image par ¢’ identique a celle
gu’ils ont par g, et les (k — 2) orbites extérieures a Q; et Q, ne sont pas maodifiées, ni leur nombre.
Examinons enfin ce que deviennent les éléments de Q; et Q, par de ¢’ :

0’(a1) =ay, ... G’(ai_l) =b, O',(b) = bj+1, . O',(bp) = by, ...G’(bj_l) =a, O',(a) = Qjr1y ceey O',(ap) = ay,
et les deux orbites se fondent en une seule sous l'action de o'
D'ou : g(0’) = (-1)"Y = — g(o).
« Considérons maintenant une permutation o que I'on décompose en produit de k transpositions :

&(0) = £(t,0...0t;) = — £(t10...0t;) = (-1)*.£(idwn) = (-1), ce qu’on obtient immédiatement par récurrence.
« Soient enfin deux permutations ¢ et ¢’ qui se décomposent en produit de k et k’ transpositions.
Alors : g(0) = (-1)¥, g(0") = (-1)¥, et comme coc’ peut s’écrire comme le produit de (k+k’) transpositions,
on a: g(0oc’) = (-1)“** = £(0).£(0).

15. Déterminant d’'une famille finie de vecteurs dan s une base (hors programme) .

Définition 15.1 : forme n-linéaire alternée en dime  nsion n
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension n.
On dit que f est une forme n-linéaire alternée sur E si et seulement si :
« f est une application de E" dans K,
« f est linéaire par rapport a toutes ses variables, c'est-a-dire :
O1<i<n, O(Xq, ..os Xia, Xisty - Xo) OE™ O (x;, x3) OE?, O, N) OK?,
f(X1, vy Xir, AX+ N X Xisty -y Xn) = AF(Xe, vy Xicg, Xiy Xisy <oy Xn) F N (X, ooy Xy Xy Xiety o0y Xn),
- fest alternée, c'est-a-dire : O 1<izj<n, O(Xq, ..., Xn) OE", (% = %) = (f(X4, ... ,Xn) = 0).

Définition 15.2 : forme antisymétrique
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension n.
On dit que f, de E" dans K, est antisymétrique si et seulement si :
eO1<iZzjsn, Oy, ..., Xn) OE" f(Xg, ooy Xy ooy Xiy oon Xn) == F(Xa, ooy Xiy wvny Xy oen X))

Théoréme 15.1 : équivalence alternée - antisymétrique
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension n, et f une application de E" dans K.
On a I'équivalence : (f n-linéaire alternée) = (f n-linéaire antisymétrique).

Démonstration :
Procédons par double implication.
* [=] Supposons f n-linéaire alternée, et soit : (Xg, ..., X,), @ainsique : L<i#j<n.
Alors, en remplagant x; et x; par (X; + x;), et en développant a l'aide de la n-linéarite, on obtient :
0 =1f(Xq, ..., Xir, Xi + X, Xie1, ... X1, Xi + X, X1, ..., Xn), d'une part, puisque f est alternee, et
= (X1, ey Xicty Xiy Xis1y «ov X1, Xiy Xje1s -oes Xn) + F(Xe, ooy Xity Xiy Xty -0 X1y Xjy Xje1, <22y Xn)
+ (X1, ooy Xicty Xjy Xist, oov X1y Xiy Xje1y oooy Xn) + F(Xe, oo0y Xity Xy Xty «oo X1, Xy Xje1, .., Xn), d’autre part.
Or le premier et le quatrieme terme de la somme sont nuls (deux vecteurs identiques) et on en déduit la
propriété indiquant que f est antisymétrique.
* [0 ] Supposons f n-linéaire antisymétrique, et soit : (X, ..., X)), ainsique : 1 <i#j<n, avec : X; = X;.
Alors : f(Xi, ..., Xi, «oey Xj ooey Xn) = f(Xi, ..oy X5y o0y X, -0y Xn), Mais aussi @ —f(x, ..., X, ..., Xi, ..., Xn), puisque f
est antisymétrique.
On en déduit la nullité de I'expression.

Théoreme 15.2 : propriétés et écriture d’une forme n-linéaire alternée dans une base

Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension n, et f une application n-linéaire alternée de E" dans K.
Soit (X, ..., X,) est une famille de vecteurs de E.

« si la famille est liée, alors : f(Xq, ..., X,) =0,

* Si ()\1, . )\n—l) O Kn_l, alors : f(Xl, cee Xn) = f(Xl, ceor Xnets Xn FALXg + L+ )\n—l-xn—l)a
et la n-linéarité permet de généraliser cette propriété a toutes les variables de f, autrement dit, on ne
modifie pas la valeur de f(x,, ... , X,) en ajoutant & I'un des vecteurs de la famille une combinaison
linéaire des autres vecteurs de la famille,
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n
*sSoit: % =(eq, ...,ep)une basedeE,et: 01<j<n, X; = Z g e, la décomposition de x; suivant .%.
i=1

Alors : f (X, X)) = D E(0).8, 41 Byioyn- T (€11-18,) -

olld;,

Démonstration :
* Soit (Xg, ... , Xp) €st une famille liée de vecteurs de E.
Quitte a intervertir deux vecteurs (ce qui multiplie f par -1 puisqu’elle est antisymétrique), on peut
supposer que X, peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres vecteurs, soit :
D()\l, )\n—l) O Kn_l, Xn = )\1.X1 + ...+ )\n—l-xn—l-
A l'aide de la n-linéarité puis du caractere alterné de f, on a alors :

f(X]_, vee Xn) = Al.f(xl, veny Xn-1y Xl) + ...+ )\n_l.f(xl, veny Xp-1y Xn_]_) =0
e Soit (X4, ... , Xn) est une famille de vecteurs de E.
Comme précédemment : O (A, ... App) DK™,

f(X]_, veey Xne1y Xpn )\1.)(]_ + ...+ )\n—l-xn—l) = f(X]_, vee Xn) + Al.f(xl, vevy Xp-1y Xl) + ...+ )\n_l.f(xl, veny Xn-1y Xn—l)-
et:f(Xy, ..oy Xn1, Xn + ArXg + oo+ A Xng) = f(Xq, .oty Xn)-

n n
« Avec les notations proposées, on a donc : f(xy, ..., X,) = f(Zaiyl.e,,xz,...,an = Zam.f (&,%,,...,X,) -
i=1 i=1

On développe ainsi tous les vecteurs x;, en utilisant n indices (le premier étant renomme iy) iy, ..., in.
On obtient : f(xy, ..., X,) = zz Zq 18,8 .fe.e ...8).
i1=li,=1 i,=
Mais dans cette somme, si deux |nd|ces parmiles iy, ..., i prennent des valeurs égales, I'image par f du

n-uplet correspondant est nulle puisque f est alternée.
Donc la somme ne porte en fait que sur les n-uplets d'indices tous distincts.

On considére donc tous les n-uplets (iy, ..., in) possibles tels que : (1, ..., n) = (iy, ..., in), SOIit injective.
Autrement dit cela revient & sommer sur toutes les bijections possibles 0 : (1, ..., n) - (iy, ...in), de N,
dans lui-méme, ce qui conduit a la formule annoncée.

Théoréme 15.3 et définition 15.3 : déterminant de n vecteurs dans une base
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension n, et : % = (ey, ... ,,) une base de E.
Il existe une unique forme n-linéaire alternée sur E qui vaut 1 sur (ey, ..., €).
Cette unique forme est appelée déterminant dans la base % et est notée det;.

Démonstration :
D’aprés le résultat précédent, si f existe, elle ne peut avoir comme expression, que ce qu’on a trouvé
précédemment, c'est-a-dire, pour une famille (xy, ... X,) de vecteurs de E :
f (X, X,) = Ze‘(a) 8, ma1-+,mn » OU lES & correspondent aux coordonnées des vecteurs (x;) dans
olldS,
la base %.
Montrons réciproquement que cette unique fonction trouvée répond au probléme.
« c’est bien une application de E" dans K,
« elle est n-linéaire, car: 01 <i<n, O(Xq, ..., Xit, Xists oo, Xo) DE™, O (x, X)) OB, O\, N) DK% ona:
f(Xey oo AX N X, X) = D E(0) By gy (A8gy A& 0 ) By
o1,

A E(0).8, 41 Bgyi - Bypyn T A D E(0) .8y 018 5y - Bioyn
+ old,

AF(XL, ooy Xiy vy Xn) AT (X, o Xy el X)),
« elle est alternée car : O (xg, ..., X,) D E", telque : 01 <i#j<n,x = x;, alors, en notant pour toute
permutation o, ¢’ = co(i j), on a:

f(X, ..., Xn) = 25(0)-aa<1),1---aa(n),n = Zs(a)ag 1By By = Bomin -
ols, oS,

Or:(xi=x)=(01<sksn, X = X;), et donc :
f(X1, oot X0) = = D E(O")Byy1e By, - Boriini - Boroyn = = D E(O")Byy1-Boiy -+ By, -+ By + SOIL -
o'ld, o'ld;,

f(X1, ..., Xn) = =f(Xy, ..., Xy), C€ quUi montre finalement que cette quantité est nulle.
« elle vaut 1 pour le n-uplet (e, ..., €n).
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n
En effet, les coordonnées de e; dans la base % sont : g = Zé’ij .6 , ou on utilise le symbole de
i=1
Kronnecker, et dans la somme donnant f(eq, ..., ), tous les produits sont nuls dés que pour un indice
ona:a(i)#li.
Autrement dit, la somme se réduit a la seule permutation identité de N,, soit : f(ey, ...e,) = 1.

Théoréme 15.4 : expression du déterminant de n vect  eurs dans une base
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension n, et : % = (ey, ... ,,) une base de E.
Soit (X, ..., X,) une famille de vecteurs de E, avec :

n
Oils<jsn, X = Zaij & , la décomposition de x; suivant % .
i=1

Alors : detg(Xy, ..., Xn) = 26(0).aa(1)’1...aa(n)’n .

o0,

De plus, pour toute forme ¢ n-linéaire alternée sur E : OA O K, ¢ = A.detg.

Démonstration :
L'expression du déterminant a été obtenue a la démonstration précédente.
De plus, si ¢ est n-linéaire alternée sur E, alors, en reprenant la notation en coordonnées précédente
d’un vecteur de E, on avu que : O (Xg, ..., Xo) O E", @(X,...,X,) = Zg(o-)'aa(l),l"'aa(n),n'¢(el""’en) , SOit :
oalld,
O(Xq, ..., Xn) = 0(€1, ..., €n).detg (X, ..., X,), €t on obtient le résultat voulu avec : A = ¢(ey, ..., €y).

Théoréme 15.5 : caractérisation des bases
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension n, et : % = (ey, ... ,en) une base de E.
Soit (X, ..., X,) une famille de vecteurs de E.
La famille (X, ..., X,) est une base de E si et seulement si : detg (X, ..., X,) #0.

Démonstration :
« si une famille (x4, ..., X,) de vecteurs de E est liée, alors comme detg est une forme n-linéaire alternée
sur E, on a: detg(Xy, ..., X,) =0.
« si une famille (x4, ..., Xn) de vecteurs de E est libre, alors elle forme une base .4 de E.
La forme n-linéaire alternée det 4~ est alors proportionnelle a detg et :
OA OK, detg-= A.detg.
Enfin : detg{(Xy, ...X) = 1 = A.detp(Xq, ..., X,), €t : detg(Xy, ..., X)) #0.

Théoréme 15.6 et définition 15.6 : orientation d’'un espace vectoriel de dimension f inie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension n, et % et %’ deux bases de E.
Alors : det» (%) # 0.
Orienter E correspond a choisir une base % de E.
Les bases %’ de E telles que : det» (%) > 0, seront alors dites « directes » et les autres bases de E
seront dites « indirectes ».

Démonstration :
Le fait que detg(.%") soit non nul a été vu dans la démonstration précédente.
Ce déterminant est donc soit strictement positif, soit strictement négatif, ce qui définit deux classes de
bases relativement & % : les bases directes (ou de méme sens que %), et les bases indirectes (ou de

sens contraire a %).

16. Propriétés et calcul des déterminants.

Définition 16.1 : déterminant d’'une matrice carrée
Soit:n=1,et: A= (a) Ok, (K).
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On appelle déterminant de A le scalaire : det(A) = 25(0)-30(1),1---aa(n),n , eton le note :
old,

a; -
det(A) = :
anl see a

nn

Théoreme 16.1 : égalité entre déterminant de n vect eurs et celui de leur matrice représentative
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Le déterminant de n vecteurs de E dans une base de E est le déterminant de la matrice de leurs
coordonnées dans cette base, écrites en colonnes.

Démonstration :
I suffit de comparer les deux expressions et c’est immédiat.

Théoréme 16.2 : déterminant de l'identité
Soit:n=>1.
Alors : det(l,) = 1.

Démonstration :

En utilisant la définition du déterminant d’'une matrice, et puisque : (I,) = (;;), dans la somme donnant
det(l,), tous les produits sont nuls sauf celui correspondant a l'identité de N, qui donne 1.

Théoréme 16.3 : conséquences de la n-linéarité sur  les déterminants de matrices
Soit:n=1,et: ADcH(K).
Alors :
e OA 0K, det(A.A) = \".det(A).
* on ne change pas la valeur de det(A) en remplagant dans A une colonne par elle-méme a laquelle on
ajoute une combinaison linéaire des autres colonnes.

Démonstration :
Notons par exemple cq, ..., ¢, les vecteurs colonnes de A dans K", muni de sa base canonique .%.
 det(A\.A) = detg(A.cy, ..., A.c,) = A".detg(Cy, ..., C,) = A".det(A), a I'aide de la n-linéarité de detg.
e O (A1, ..., A1) OK™, notons A’ la matrice obtenue & partir de A en ajoutant & une colonne (par
exemple la (n — 1)*™) une combinaison linéaire des autres avec les coefficients (Ay, ..., An.1).
Alors : det(A’) = detg(Cy, ..., Cn1, Cn + A1.C1 + ... + Ap1.Ch1) = detg(Cy, ..., Cn) = det(A).

Théoréme 16.4 : déterminant d’une transposée
Soit:n=1, et: A cH(K).
Alors : det(A) = det(‘A).
Toute opération autorisée sur les colonnes d’'une matrice pour le calcul d’'un déterminant est aussi
valable pour les lignes de cette matrice.

Démonstration :
Notons : A’ = 'A.
Alors : det(A) = 25(0)-32;(1>,1---a}(n),n = Ze(a).aw(l)...anlg(n) .
o, olld,

Mais pour une permutation o donnee, le produit (as,¢q1)...an,6()) S'€crit aussi (a ), et

oo ()0 " ao’loo(n),o(n)
puisque o est une bijection de N, dans lui-méme, les termes o(1),...,0(n) correspondent a 1,...,n, mais
dans un ordre éventuellement différent.

Donc en permutant les termes, le produit peut S’écrire : a; gq)...a8nom = &

Dou: det(A)= > e(0)a,
olds,

Enfin, pour toute permutation o, on a : £(c) = g(c ), et 'application : 0 > o *, est une bijection de f,

dans lui-méme.

Donc sommer les 0 ou sommer leurs images par cette bijection, c’est la méme chose.

Finalement, on en déduit I'égalité voulue.

Pour ainsi effectuer une opération sur les lignes d’'une matrice dans le calcul d’un déterminant, il suffit

a

ot@1 " ot (n)n "

a1 - S ()

Chapitre 04 : Algébre linéaire — Cours complet. -34 -



donc d'effectuer les opérations similaires sur les colonnes de sa transposeée.

Définition 16.2 : (hors programme) cofacteurs d’'une matrice carrée
Soit:n=1, et: A= (a;) Ok (K).

a1,1 al,j—l al,j+1 aln

ALy, @Al @y, e @
On appelle cofacteur (i,j) de A la quantité : A; = (-1)""| 111 &-1ja Gajn CET ’

i+11 i+1,j-1 i+1j+1 i+1,n
a cee al al cee al

a,, - & a a

n,j-1 nj+1 n,n
soit le déterminant d’ordre (n — 1) obtenu a partir de A en supprimant i-eme ligne et j-éme colonne.

Le déterminant d’ordre (n — 1) qui apparait est appelé mineur de A associe a a;.

Théoreme 16.5 : développement d’'un déterminant suiv  ant une colonne
Soit:n=1, et: A= (a;) O (K).

n
Alors : O 1<j<n, det(A) => a, A,
i=1
On appelle cela développer le déterminant de A suivant la j-eme colonne.

Démonstration :
Notons (c;, ..., C,) les colonnes de A vues comme des vecteurs de K" muni de sa bas canonique %

n
Notons par ailleurs : ¢; = Zaij & , la décomposition de c; suivant la base .%. Alors :
i=1

a; - alj—l 0 a1j+1 Qg

n n A1 0 Gigja 0 Agjv 7 G

detp(Cr, ... Cn) = D8y det, (CrCi1,€,CgrenCy) = D 8 &1 By, 1 &, &,
i=1 i=1

&y a1'+1j—1 0 a1'+1j+1 o Qygp

ay anj -1 0 anj +1 A,

On peut alors permuter circulairement les (n — (j — 1)) derniéres colonnes pour envoyer la j*™ & la n*™
place. Mais comme le déterminant est une forme antisymétrique, cette opération fait apparaitre un signe
en facteur, égal a la signature de cette permutation, et qui vaut (-1)" (elle peut aussi se décomposer en
un produit de (n —j) transpositions.

Puis la i®™ ligne peut maintenant é&tre amenée en derniere ligne en utilisant une permutation des lignes,

de signature cette fois (-1)™.

&, - alj—l a1j+1 g,

Qa1 7 @ Gigj T Gy

Donc: det(A) = > a;.(-D" & @un Bua v 8w O, puisque: (1) = (1)
i=1 : : : :

anl t anj a1t anj +1 a

Ay o Qg Gigju o @y 1

Considérons maintenant une matrice B quelconque nxn dont la derniére colonne est nulle sauf le dernier

coefficient qui vaut 1.

Alors : det(B) = D" £(0)b, g1 brgyn -
olld;,

Mais dans les produits qui apparaissent, si on a : a(n) # n, alors : by, = 0, et si : a(n) = N, bgpy = 1.

Donc la somme peut en fait étre réduite a 'ensemble S’ des permutations o de N, telles que : a(n) = n.

nn
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Dot : det(B) = Y &(0).0, 1By yns 1.

o0s',
Enfin, on peut remplacer les permutations o de S’, par celles de .., puisque by, N'intervient plus.
Et comme la signature n’est pas modifiée dans ce remplacement, on aboultit & :

det(B) = 25(0).ba(1)'1..b0 -yn » C'€St-a-dire le déterminant de la matrice (n-1)x(n-1) extraite de B.
ol _;

n
Donc dans la formule précédente donnant det(A), on obtient finalement : det(A) = Zaij A
i=1

Théoréme 16.6: développement d’'un déterminant suiva  nt une ligne
Soit:n=1, et: A= (a;) O (K).

n
Alors:O1<is<n, det(hd) =) a4, .
j=1
On appelle cela développer le déterminant de A suivant la i-eme ligne.

Démonstration :
Pour la matrice A, on commence par écrire : det(A) = det(‘A), puis on développe ce deuxiéme
déterminant suivant une colonne, ce qui revient a développer celui de A suivant une ligne.

Théoréme 16.7 : déterminant d’'une matrice carrée di  agonale ou triangulaire
Si A est une matrice carrée diagonale ou triangulaire (supérieure ou inférieure), det(A) est le produit des
éléments diagonaux de A.

Démonstration :
Soit A une matrice diagonale ou triangulaire supérieure.
On peut alors, a l'aide du résultat précédente, développer A suivant sa derniere ligne.
Tous les mineurs correspondants sont alors nuls, sauf éventuellement celui correspondant a a,,, et :

det(A) = an.det(An.1), ou A, est la matrice extraite de A en supprimant sa derniére ligne et sa derniére

colonne.
Par récurrence, il est alors clair que le déterminant de A est bien le produit de ses éléments diagonaux.
Pour une matrice triangulaire inférieure, il suffit d’utiliser sa transposée.

Théoréme 16.8 : déterminant par blocs

] A
Soit: M =
(O C

Bj O e n(K), avec : A O et o(K), C O et p(K).

A B
Alors : de =det(A).detC) .
0 C

Si plus généralement A est une matrice diagonale ou triangulaire par blocs (avec des blocs diagonaux
constitués de matrices carrées), le déterminant de A est égal au produit des déterminants des blocs
diagonaux de A.

Démonstration :
« On sait que la méthode du pivot appliquée aux colonnes de A permet de ramener A a une matrice
triangulaire supérieure T.
Cette méthode utilise des transpositions de colonnes ou remplace I'une d’entre elles par elle-méme a
laguelle on ajoute une combinaison linéaire des autres (parmi celles de A donc les p premieres de M).
Ces opérations permettent alors d'obtenir : det(A) = €.det(T), ou € est un signe dépendant des
transpositions effectuées sur les colonnes de A, chacune générant un facteur (-1).
Si on effectue les mémes opérations maintenant sur M (en se limitant donc a des opérations sur les p

C
Les opérations effectuées, au vu des propriétés du déterminant, permettent la encore d’écrire :

T B
det(M) = e.det .
0 C

Enfin, T étant triangulaire supérieure, on peut développer (comme dans la démonstration précédente) ce
déterminant successivement par rapport a ses p premiéres colonnes, pour obtenir :

T B
premieres colonnes de M), on transforme M en : ( j
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det(M) = e.ty1...tpp.det(C) = e.det(T).det(C) = det(A).det(C).
« Si M est maintenant triangulaire supérieure (ou inférieure) ou diagonale par blocs, on généralise par
récurrence sur le nombre de blocs diagonaux de M le résultat établi pour deux blocs diagonaux.

17. Déterminant d’'un endomorphisme en dimension fin ie, d'une matrice carrée.

Théoréme 17.1 et définition 17.1 : (hors programme) déterminant d’'un endomorphisme en dimension
finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension n, & = (ey, ... ,en) une base de E, et : u 00 £(E).
Le scalaire detg(u(ey),...,u(e,)) est indépendant de la base % et est appelé déterminant de u.
On le note det(u), et on a donc : det(u) = detg (u(ey),...,u(en)), pour toute base % de E.

Démonstration :
Considérons l'application fg définie par : O (X, ..., Xo) O E", f&(Xq, ..., Xn) = detg(U(Xy), ..., U(Xn))-
C’est une application de E" dans K.
De plus il est facile de voir qu’elle est n-linéaire, du fait de la linéarité de u et de la n-linéarité de detg.
Elle est également alternée, puisque dety, I'est.
Donc: OAg OK, fg = Agp.detg.
Ce scalaire correspond d'ailleurs a : f»(%) = Ag.detx(LB) = Agp.1 = Ag = detg(u(ey),...,u(en)).
Pour une autre base %’ de E, onade méme : O g OK, fgp = Ag.detg.
Enfin : OAq O K*, detg: = Ag.detg.
Mais alors, on constate immédiatement que : f: = Ao.f%, (en remplacant simplement), et donc :
)\o.)\u@.detx = )\u@'.)\o.detx.
On en conclut que : Ag = Ag', d'ou : detg(u(ey),...,u(e,)) = detg (u(e'y), ..., ue’y)).

Théoréme 17.2 : égalité entre déterminant d'un endo  morphisme et de sa matrice représentative
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n, et : u 0 £ (E).
Le déterminant de u est celui de sa matrice représentative dans n'importe quelle base de E

Démonstration :

Soit : & = (ey, ..., €y), une base de E, etnotons : 0 1 <j<n, u(e;) ZZaﬂ e .
i=1
Alors : det(u) = detg(u(ey),...,u(en)) = Y E(0).8, ;- Bymn = det(A),

o(n),n
olld,
en utilisant la définition du déterminant de n vecteurs dans une base et celui d’'une matrice carrée.

Théoreme 17.3 : déterminant d’'une composée d’endomo  rphismes
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n, et : (u,v) 0 £(E)°.
Alors : det(uov) = det(u).det(v).

Démonstration :
Soit: % = (ey, ..., €n), Une base quelconque de E, et reprenons fg I'application définie au-dessus.
Alors : det(uov) = detg(uov(e,), ..., uov(ey,)), d'ou :
det(uov) = f»(v(el), ..., v(eny)) = det(u).detg (v(ey), ..., v(en)) = det(u).det(v).

Théoréme 17.4 : déterminant d’'un produit de matrice s
Soit:n=>1, et: (A,B) O o(K)°.
Alors : det(A.B) = det(A).det(B).

Démonstration :
Si on note u et v les endomorphismes canoniquement associés (dans K") a A et B, alors :
det(A.B) = det(uov) = det(u).det(v) = det(A).det(B).

Théoréme 17.5 : caractérisation des automorphismes
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n, et : u O Z(E).

1

u est un automorphisme de E si et seulement si : det(u) # 0, et dans ce cas : det(u™) = det@)
etu
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Démonstration :
Soit : & = (ey, ..., €n), une base quelconque de E.
Alors : det(u) = detg(u(el), ..., u(en)).
En utilisant les théoremes vus précédemment, on a alors :
(det(u) £ 0) = ((u(ey), ..., u(e,)) base de E) = (u automorphisme de E).
Dans ce cas, on peut écrire : det(idg) = detg (e, ..., €,) = det(uou™) = det(u).det(u™), d’ou le résultat.

Théoréme 17.6 : caractérisation des matrices carrée s inversibles
Soit:n=1,et: A cH(K).

A est inversible si et seulement si : det(A) # 0, et dans ce cas : det(A™) =

det(d)
Démonstration :
La encore, a I'aide des endomorphismes canoniquement associés a A (puis a A™), on en déduit les
résultats.

18. Comatrice d’'une matrice carrée (hors programme) .

Définition 18.1 : comatrice d’'une matrice carrée
Soit:n=1,et: ADcH(K).
On appelle comatrice de A, la matrice de ses cofacteurs, et on la note Com(A).

Théoréeme 18.1 : lien entre matrice et comatrice
Soit:n=>1,et: A cH(K).
Alors : A.'Com(A) = ‘Com(A).A = (det(A)).l,.

Démonstration :
Notons B la matrice ‘Com(A).A.

n
Son coefficient générique vaut : 01 <ij<n, bj; = ZAM 8y -

k=1
* Il est clair que si : i =j, alors : b;; = det(A) (obtenu en développant suivant la j*™ colonne).

&; - alj—l a; a1j+1 e Ay,

&4 ai—lj—l a ai—lj+1 @y,

esizizjalors:bj=|a, - a;; & &, - &/, olonaremplacé laj°™ colonne de A
&,y ai+1j—1 a4y a1'+1j+1 o Qygy
ay anj -1 a,; anj +1 A,

par la i, et ce que I'on vérifie aisément en développant ce dernier déterminant.

Mais par ailleurs il est nul, puisque les colonnes i et j sont identiques.
Finalement : B = det(A).l,.
L'autre produit se traite de fagon identique, mais en utilisant des développements suivant les lignes.

Théoreme 18.2 : expression de l'inverse d’'une matri  ce carrée inversible
Soit : A 0 e/ (K), inversible.

Alors: At=— L ¢ Com(A).
det(A)

Démonstration :

Le résultat précédent, si A est inversible, permet d’obtenir : A(ﬁ(A)'t Com(A)j =1,.
e

D’oll la valeur de A™.
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19. Applications.

Définition 19.1 : (hors programme) systéme de Cramer
On appelle systéme de Cramer un systéme linéaire de n équations a n inconnues, s'écrivant
matriciellement : A.X = B, ou A est une matrice carrée inversible.

Théoréme 19.1: (hors programme) résolution d'un systéeme de Cramer
Soit : A.X = B, un systéme de Carmer.

. : : . 1
Ce systeme admet une solution unique X, donné par: X, = det(d) ———'Com(A).B, et:
Ay o Qg bl Qi A,
a a.. b a.. a
Ol<isn, x = —= AR ™ ol dans le déterminant supérieur, on a
aLl aln
an,l an,n
remplacé la i-eme colonne par la matrice colonne B.
Démonstration :
R . . : . 1
Le systéme admet une solution unique car A est inversible et elle vaut : Xo = A*.B = det(®) ———'Com(A).B.
Quant au deuxieme résultat, en développant le déterminant supérieur suivant la i®™ ligne, on obtient :
1
O01<i<n, x= ———» A, b, soit bien la valeur donnée par la formule
| dt(A)zk “ dt(A)kZ;‘k'k
précédente.

Définition 19.2 : rang d’'une matrice
Soit : A O e 1 5(R).
Le rang de A est le rang de 'endomorphisme canoniquement associé a A.

Théoréme 19.2 : lien entre rang d’'une matrice etra  ng de ses vecteurs colonnes
Soit : A O e 1 5(R).
Le rang de A est égal a la dimension de I'espace image de 'endomorphisme canoniquement associé a
A, également au rang de la famille des colonnes de A vues comme des vecteurs de R".

Démonstration :
Le premier résultat est immédiat, puisque c’est la définition méme du rang d’'un endomorphisme.
Pour le second, puisque les colonnes de A forment une famille génératrice de I'image de
I'endomorphisme, le rang de cette famille est bien la dimension de I'image et donc le rang de A.

Définition 19.3 : matrice extraite d’une matrice
Soit : A O e p(R).
On appelle matrice extraite de A toute matrice obtenue a partir de A en supprimant des lignes et/ou des
colonnes, en respectant I'ordre des éléments restants par rapport a celui gu'ils avaient dans A.

Théoréme 19.3 : caractérisation du rang par des dét  erminants extraits non nuls
Soit : A O e 1 5(R).
Alors le rang de A est la taille de la plus grande matrice carrée extraite de A inversible.
C’est aussi la taille du plus grand déterminant extrait de A non nul.

Démonstration :
Notons r le rang de A, s la taille de la plus grande matrice carrée, extraite de A, inversible.
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er=s.
En effet, soit B une matrice carrée extraite de A de taille g > r.
Cette matrice est obtenue a I'aide de g colonnes de A (notons les CjyreeeiC, ), qui forment donc une

famille liée de K".
Donc on peut trouver (A4, ..., Ag) dans K9 tel que, dans K", on ait : )\l.cjl + ...+)\q c, = 0.

Dans ces n égalités (ce sont des n-uplets), on ne garde alors que les lignes dont les numéros
correspondent a ceux de B, et on obtient ainsi une combinaison linéaire nulle des colonnes de B.
On en déduit que B n’est pas inversible, et donc que s est inférieur ou égal ar.

*S2T.
Soit u l'application linéaire canoniquement associée a A, % = (e, ..., &) et : LB’ = (e'y, ..., €',) les bases
canoniques de K et K".
Comme le rang de A vaut r, on peut trouver r colonnes de A formant une famille libre dans K", puisque
les colonnes de A forment une base de Im(u).
Pour simplifier (quitte & les permuter), on supposera que ce sont les r premieres colonnes.
On peut alors compléter cette famille & I'aide de (n —r) vecteurs de la base canonique %’ pour former
une nouvelle base de K", et la matrice A’ des coordonnées des n vecteurs ainsi obtenus est inversible.
Notons que dans cette matrice nxn, les r premieres colonnes sont identiques a celles de A et les (n —r)
restantes sont composées de 0 a I'exception d'un seul 1.
Si maintenant on calcule le déterminant de A’ (qui est donc non nul), en le développant successivement
par rapport a ses (n — r) dernieres colonnes, on aboutit a :

a. RS a.

Jar Ju.l

det(A’) = +.det| : : |, le numéro des lignes ji, ..., j,, correspondant a celles sur lesquelles il
ajr 1 cee a

Il
n'y a pas de 1 dans les derniéres colonnes de A’, et le signe + aux signes venant des cofacteurs de A’.
Finalement, on vient de mettre en évidence un déterminant non nul, extrait de A.
Donc:sz=r.
» Finalement, on a bien I'égalité.

Théoréme 19.4 : rang d’'une transposée
La rang d’une matrice est égal a celui de sa transposée.

Démonstration :
Soit:n=1, et: A cH(K).
Tout déterminant extrait de A non nul, fournit un déterminant (transposé) extrait de ‘A non nul, donc :

rg(‘A) = rg(A).

Puis : rg(A) = rg('(A)) = rg(‘A) = rg(A), d’oll des égalités en place des inégalités et : rg(‘A) = rg(A).
Remarque : il existe évidemment d’autres démonstrations de ce résultat .
Par exemple, si u est I'application linéaire de R" dans R canoniquement associée a A, en s’inspirant de
la démonstration du théoreme du rang, on peut noter (e, ..., €,) une base de ker(u), et (€', ..., €') une
base de Im(u), et des antécédents ey, ..., €, de ces vecteurs par u.
On montre alors que la famille (e4, ..., e,) est une base de R".
Puis si on compléte (e'y, ..., €') en une base (e'y, ..., €',) de R".
On note enfin P la matrice de passage de la base canonique de R" a (g), et Q la matrice de passage de
la base canonique de R” a (7).

I 0

r

Alors la matrice de u dans les bases (g) et (e') est la matrice par blocs : J, = (O 0 o j
p-r,r p-r,n-r

De plus cette matrice est liée a A par la relation : J, = QLA.P, soit: A= Q.J..P™.

Enfin: 'A ='(P1).J,..Q, et 'Q et {(P™) étant inversibles, rg(‘A) = rg('J) = rg(J;) = r = rg(A).

20. Exemple des déterminants tridiagonaux : suites récurrentes linéaires a deux termes.

Définition 20.1 : suite récurrente linéaire a deux  termes, réelle ou complexe
On appelle suite récurrente linéaire a deux termes une suite réelle ou complexe (u,) telle que :
O(a,B) OKZ avec: B#0, 0nON, Unp = O.Uner + B.Un.
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Définition 20.2 : équation caractéristique associée a une suite récurrente linéaire a deux termes
Soit (u,) une suite réelle ou complexe telle que : O(a,B) DK% B#0, On ON, Uiz = AUpsy + B.Un.
On appelle équation caractéristique associée a cette suite 'équation : r* = a.r + .

Théoréme 20.1 : structure de K-espace vectoriel des  suites récurrentes linéaires a deux termes
Soit : (a,p) OK? B 20.
L’ensemble E, g des suites (u,) de K™ qui vérifient la relation : 0 n O N, (E) Upz = A.Upsy + B.U,, forme un
K-espace vectoriel de dimension 2.

Démonstration :
« c’est bien entendu un sous-espace vectoriel de K, puisqu'il est inclus dans cet espace vectoriel, non
vide car la suite nulle appartient a E, g, et enfin stable par combinaison linéaire, car si deux suites (u,) et
(vn) vérifient la relation de récurrence (E) pour tout entier n, et A et i sont des éléments de K, il est
immédiat que (A.(un) + H.(vn)) vérifie également cette relation pour tout entier n.
* soient les deux suites (an) et (b,) définies par :
a=1,a,=0,0n20, an:2 = a.an1 + B.ay, €t:
bo =0, b]_ =1,0nz=0, bn+2 = G.bn+1 + an
Ces deux suites forment une base de E,g. En effet :
« elles appartiennent a E, g de fagon évidente,
« elles forment une famille libre car, si: A.(a,) + W.(b,) = 0, alors les deux premiers termes donnent :
Aagt+bp=0=Aet: Aa;+ by =0=p.
» elles forment une famille génératrice, car : O (uy) O Eqp, (Un) = Uo.(an) + us.(bn), comme on le vérifie
immédiatement par récurrence double sur n.
Finalement E, g est bien un K-espace vectoriel de dimension 2.

Théoreme 20.2 : expression des suites récurrentes | inéaires a deux termes

Soit (u,) une suite réelle ou complexe telle que : O(a,B) DK% B#0, On ON, Uiz = A.Upsy + B.Un.

* si, dans le cas réel ou complexe, I'équation caractéristique associée admet deux racines distinctes r;
etr, , il existe deux constantes réelles ou complexes a et b, telles que : O n ON, u, = a.r," + b.ry".

« si, dans le cas réel ou complexe, I'équation caractéristique associée admet une racine double r, il
existe deux constantes réelles ou complexes a et b telles que : O n ON, u, = (a.n + b).r".

« si, dans le cas réel, I'équation caractéristique associée admet deux racines complexes conjuguées
p.e® et p.e™, il existe deux constantes réelles a et b telles que : O n ON, u, = p".(a.sin(n.6) + b.cos(n.g)).

Démonstration :
Placons nous pour commencer dans le cas de suites complexes.
Si I'on cherche les suites géométriques appartenant a E, s, de la forme : (u,) = ("), on constate que cette
suite est dans E, g si et seulement si: O n ON, r™? = o.r™" + B.r".
Or si cette égalité est vraie pour tout n, elle I'est en particulier pour : n = 0, d’ol : r* = a.r + .
Réciproquement, si la derniére égalité est vérifiée, alors (r") est dans E,g (il suffit de multiplier par r").
On obtient 'équation caractéristique associee a E, g et elle correspond au polyndéme [X?—a.X —P].
« Si ce polyndme a deux racines distinctes r; et r,, alors on vérifie immédiatement que (r,") et (r,")
forment une base de E, g, puisqu’elles sont dans cet ensemble et qu’elles forment une famille libre.
En effet : O (A;,A2) O €% A.(r.") + A2.(r2") = 0, entraine (pour n valant 0 ou 1) :
A+ A=0,et:Anr; + Arp =0, soit: A = A, =0, puisque : ry Z I,
Donc pour toute suite (u,) de Eq g, il existe donc bien deux constantes complexes a et b telles que :
OnON,u,=a.r;" + b.r,", et 'on peut par exemple déterminer a et b a I'aide de u, et u;.
* Si le polyndme admet une racine double r, on sait que (r") est élément de E,z mais on vérifie de plus a
la main que (n.r") est encore dans E,g, et que ces deux suites forment encore une famille libre, donc une
base de Eqg.
Donc : 0 (u,) 0 Eqg, O(a,b) O C? (uy) = a.(n.r") + b.(r"), soit : O n ON, u, = (@.n + b).r", valeurs a et b que
I'on peut & nouveau déterminer avec uq et u;.
Dans le cas réel, maintenant, E, g est toujours un R-espace vectoriel de dimension 2.
* si 'équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes ou une racine double (réelle), les
études et résultats précédents restent valables.
* si 'équation caractéristique admet deux racines complexes (conjuguées puisque I'équation
caractéristique est a coefficients réels), on peut les écrire : r, = p.e*®, avec: p>0,0 O R, 6 0 ().
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Les deux suites : %.((n”) +(r"), et: 2i ((rs") = (r")), vérifient la relation de récurrence (E), comme
i

combinaison linéaire de deux éléments du C-espace vectoriel ECQYB.
Mais elles s’écrivent encore : %.((n“) +(r") = (p".cos(n.n)), et : 2i ((rs™ = (r") = (p".sin(n.0)).
i

Donc ce sont deux suites réelles vérifiant la relation (E), et ce sont donc des éléments de Eg .
Comme enfin, puisque 8 n’est pas congru a 0 modulo 1, elles forment une famille libre ainsi qu’on le
verifie immédiatement, elles forment finalement une base de E, g, la encore en utilisant un argument de
dimension et pour toute suite (u,) de Eqg, il existe bien deux constantes réelles a et b telles que :

On 0N, u, = p".(a.sin(n.B) + b.cos(n.0)).

remarque :
On peut traiter ce probléme tout autrement (avec de la diagonalisation), de la fagon suivante :

Une suite (u,) appartient a Eq g si et seulement si: O n O N, Xq.1 = A.X,, ou on a note :

OnON, X, = ( tn j et: A= (O 1j,etdoncsi et seulementsi: On ON, X,=A"X,.
U,y B «a
Le polyndme caractéristique de A est alors : P(A) = A*> — a.A — B3, qui revient & I'équation caractéristique
de la suite récurrente.

* si ce polyndme a deux racines distinctes r; et r,, alors A est diagonalisable.

n

r.2

et en développant, on constate gu’elles sont toutes de la forme : (u,) = a.(ry") + b.(r,").

Donc : Eqp O Vect((r"), (r2")), et comme E, s est de dimension 2, on conclut & I'égalité de ces espaces.

Pour toute suite (u,) de Eg, il existe donc bien deux constantes complexes a et b telles que :
OnON,u,=ar"+b.r".

« si le polynébme caractéristique de A a une racine double r (non nulle, puisque : 3 # 0), alors A est

trigonalisable, mais pas diagonalisable.
En effet, si elle était diagonalisable, elle serait semblable a r.l,, donc égale ar.l,, ce qui n’est pas le cas.

r" 0
Les suites de E, g sont telles que : On ON, X, = P.( ! j.P'l.Xo,

_ r A" r" nAr"™Y
Les suites de Eq g sont donc telles que : O n ON, X, =P. 0 P Xy=P. 0 . P Xo,
r r

ainsi qu’on le vérifie immeédiatement par récurrence (avec A non nul).

Définition 20.3 : déterminant tridiagonal
Une matrice (ou un déterminant) est dite tridiagonale si et seulement si tous les coefficients de la matrice
sont nuls en dehors de la diagonale principale ainsi que les diagonales situées immédiatement au-
dessus et en dessous de cette diagonale.

Théoréme 20.3 : calcul d'un déterminant tridiagonal
Un déterminant tridiagonal se calcule par récurrence.

a b 0 - 0
c, . .o :
Plus précisément, si: A,=|[ 0 . . . 0 |, A, =det(A,), vérifie la relation de récurrence :
b,
O - 0 ¢, a

D n 2 3, An = an.An_l - bn_l.Cn_l.An_z.
En particulier si les a;, b; et ¢; sont des familles constantes, alors (4A,) constitue une suite récurrente
linéaire a deux termes vérifiant: O n= 3, A, —a.Ay; + b.c.A,, =0.

Démonstration :
On développe A, par rapport a sa derniére ligne puis la derniere colonne du déterminant qui apparait.
Il suffit alors, dans le cas ou les trois familles sont constantes, de résoudre I'équation caractéristique
associee.
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