Intégration (corrigé des indispensables).

Calculs d'intégrales sur un segment et de primitive S.

1. Tout d’abord, toutes les fonctions proposées sont continues sur les intervalles ou on les intégre et les
intégrales correspondantes existent.
De facon générale, dans la suite, on les désigne toujours par I.

Puis :
* pour la premiere, on utilise une intégration par parties :
1 _ 1t X _n 1 wp_nn 1
IO arctank).dx = [x. arctan@]o Lm.dx = E.[In(1+ X )]O ) E.In(Z) ,

* pour la deuxieme, méme technique :

[ in@x))2ax = [x(n@x)2f -2. [ In(2x).dx = 2.(n(4)? - (In(2))* - 2.[[x.|n(2.x)]f - dx]

2
soit finalement : J; (In(2.X))2.dx = 7.(In(2))* - 6.In(2) -1
* pour la troisieme, on la coupe en deux puis on utilise des changements de variable :

m H T T H s \/7
.P cos) —sin(x) dx = F cos(x) .dx—J'Z sin(x) dx = F cos(x) .dx+j22 du
0 1+cos(X) 0 1+ cos (X) 0 1+ cos’(X) 0 2-sin*(x) 1 1+u°
ou on a pose : u = cos(x), dans la deuxiéeme partie qui donne :

V2 V2

~ du = N2 | 1
2 —_ 2 —= _

L Y —[arctan(J)]l = arctarE > j :

4
Et la premiere partie, avec le changement de variable : u = sin(x), donne :

77: cos) — _ 1 % 1 1 1 \/§+u 2 —i
) = "oz [\/E—u+ﬁ+uj'du 2[{ [f H 22"

Finalement 'intégrale initiale vaut : | = L.In(3) + Arctar{%} T

2./2 4

» Pour l'intégrale suivante, on commence par une intégration par parties, et :
1

1 x3 1
—j X—— | 2.dx
o 0 3 )1+X

IX3+X_X m 1
0

Iy

N

3

E (L-x3).Arctan(x).dx = Hx —X?J.Arctan(x)}

1

1 T _
dx = In 2)+=| x==.In(L+ x?
1+ % 6 (@) { 2 )L 6 3

* Pour cette derniére intégrale (dont I'existence est garantie par la continuité sur [0,1] des fonctions partie
réelle et partie imaginaire, on écrit :
J-l dt _ 2 dt _ij-l tdt _ 7
ojt+1 D1+t2 1+t? 4

Soit : — —I n(2) + In(2)

I
—.In(2).

2

2. a. Cette premiere fonction est définie et continue sur R donc y admet des primitives, toutes égales entre

elles a une constante additive prés (R est un intervalle).

2.X
Puis : F(X) =I(ez'x -2e*+1).dx = € _2e¢*+x+C,avec: COR

b. ¢ La fonction admet des primitives sur R, et pour les calculer, on peut utiliser la partie réelle d'une
exponentielle puis des intégrations par parties, et :

F(x) = I(XZ +1).Re(e(1+i).><)_dx - R{(%.(l—i).xz +i.X—i).e(1+i)'Xj +C,

2

soit: F(X) = (X?.(cos(x) +sin(x)) — x.sin(x) +sin(x)j.eX +C,avec: COR.

« La fonction admet des primitives sur les deux intervalles (-«,2[ et ]2,+).
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Sur ces intervalles on procede a une intégration par parties :

F(X) = J-arctar( j dx = x. arctarE +1j +3. .[ 5 X .ax
X—2 X—2 2X°—2X+5
X _1 4x-2

1
==, +=,
2X2-2Xx+5 4 2x*-2x+5 4

1

On met la fraction sous la forme : 5
X2 =X+ =

La premiére fraction s’intégre alors en In et on met le trinbme dans la deuxiéme sous forme canonique :
1 1 4 1

- 2 “ o 2 '
W2 — x4 (X_lj L9 O (2.x—1) 1
2 2) 4 3
qui s’intégre en Arctan (avec un changement de variable).

1) +§.In(2.x2 -2X+5) +£.arctarE 2X~
4 2 3

. X+ 1
Finalement : F(x) = x.arcta +C,avec:COR.

« La fonction étant définie et continue sur R™, elle y admet des primitives et :
2 2 2

X X X X
F(X)=|xIn(X).dx=—.In(X) - | =.dx=—.In(X) —— +C,avec: COR.
(9 = [xIn().dx == In(x) = [ 2 dx = -.In() =
» La fonction est définie et continue sur R et y admet des primitives :

2.x° 1
F(x) = J'In(1+ x?).dx = x.In(L+ x?) —j1+ v Ox = xIn(1+ x?) - Z.J'(l— T3 j.dx,

et finalement : F(X) = x.In(L+ x*) — 2.x + 2.Arctan(x) + C, avec : C O R.

. e . . 37T
» La fonction est définie et continue sur tout intervalle : I, = }E + 2. kn7 + 2. kn{, avec: kO Z, et:

0 o,
1+sin(x)
soit : F(X) = —cos).In(1+ sin(x)) + J' (L-sin(x)).dx = —cos(x).In(1+ sin(x)) + x+ cosk) + C, ,

ou Cy est une constante réelle pour chaque intervalle.
c. * La premiéere fonction est définie, continue sur Ies intervalles (-00,0[ et ]0,+00) et y admet des primitives.

F(X) = jsin(x).ln(1+sin(x)).dx = —cos).In(L+sin(x)) +j

Puis: F(X) = I = 1.I 5 2.);.dx I
X(X* +1) 27 x%.(x*+1)? u. (1+u)
avec : u = X%, = ¢(x), ¢ étant une fonction C' de R™ (ou R*) dans R".
. : . . 1 1 1 1
On decompose alors la fraction en éléments simples : T=—— - 5~ 2
u@+u)® u @+u) (@L+u)* @+u)
dou : F(x)=|n|u|—|n|1+u|+ 1,1 1 +C, :2.In|x|—ln(1+xz)+ 1,1 1 +C. .

1+u 2 @+u)?
ou C. est une constante réelle pour chaque intervalle.

1+x* 2@+x?)? °

. . e . . Vg Vg
« La fonction suivante est définie et continue sur chaque intervalle : Iy = }E + 2.k77,§ + 2.k/1{ , avec :

.sin(x).dx = du avec : u = cos(x).

sin (x) J-l cos (X)

1/cos(x 4Jcos(X) J. Ju

- 5 5
1-u" du=-24u +§.u2 +C, =-2,/cosk) +§.(cos@<))2 +C,,avec: C OR.

Ju

« La fonction suivante est définie et continue sur [—E , t0), et y admet donc des primitives.

kOZ, et:F(X) = j

Dou: F(x) = —I

Puis : F(X) = ISV 24 dx = ju.e”"”@) .du, avec le changement de variable : u=+/2.x+1.
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Dot : F(X) = ju.e”"“(s’ du =

U e L une :( FERTE j_gm +C
In@3) (In3)’ n@  (n@®)’ !

avec toujours : C O R.
« Enfin, pour cette fonction, elle est définie et continue sur les intervalles :

}—%ﬂ 2.k.7T,+%T+ 2.k.n[, }g+ 2k, T+ 2.k.n{ et: }T+ 2k. 7T377T+ 2kn{

S0 o |

Sur ces intervalles : F(X) =j , avec : U = cos(x).

cos().(L+cosK)) u.(L+u)
d'oti : F(X) :I(i—l}du =Inju+1-Inju+C, =In 1+cosk) +C,,
u+l u cos)

ou il y a une multitude de constantes : Cx O R.

. *» La premiére fraction est définie et continue sur R, donc y admet des primitives.
On peut ensuite effectuer un changement de variable : u=x + 2, et :

Puis on utilise une transformation de la fraction :

F(x) = I -x+1 I(u —5u+7).u f{ 1 5 2u 6 } |

— . +
(x* +4x+5)% (u? +1)° u?+1 2 (U*+1)* (U*+1?

F(X) = J'{ _5_2u + 6 2}.du:arctan(1)+g.

du
2 2 +6'J. 2 2
u? +1 2 (u®>+1? (@U*+D u-+1 (u°+1

u 2u? u du du

Enfin : arctan() +C = = + du= + 2. -2
mn- 2 ju +1 u’+1 J-(u2+1)2 u®+1 J-u2+1 J-(u2+1)2
D’o"j du _1I du +1 u

= == +C
(u*+1n*> 2

= i arctanq) +l
ul+1l 2 ur+1 2 2 u?+1
u+ +
Finalement : F(x) = 4.arctan() +1. 62 > +C = 4.arctank + 2) +1 M +C,avec: COR.
2 u +1 2 (x+2)%+1
« La fonction est définie, continue sur tout intervalle 1k.1t, (k+1).1q, et :
cos’ (X du
F(x) = j (%) 4 J‘

S|n2(x) u.@+u?)?

, avec le changement de variable : u = tan(x), (régles de Bioche).

. _ 11 _.1 3 1 u
Puis : F(x)-j{—2 T (1+u2)2}du— m E.arctan(J) E.m+ck.
cosx) 3

Dou: F(x)=-

1 . .
—.X—=.sin(x).cosk) + C, , avec Cy, constante réelle par intervalle.
sin(x) 2 2

. » La premiere fonction est définie sur R ou elle y admet des primitives.
On met alors le trinbme sous forme canonique, puis on utilise un changement de variable ensh:

F = ;d :£. X - = 1 \/:_35h d 2.X— _Sh
¥ jm g ﬁf (Z'HT N ax = f<+ ()du, avee : === =sh(u).

NE

Puis : F(X) ——+§ ch(u) +C _§+_ Al+sh?®(u)y+C== argsh(z\);é 1J+x/x -x+1+C,COR.
« La fonction est définie, continue sur les trois intervalles (-, -3[, ]-3,1] et ]2,+) ou elle y admet des
primitives.

. : - . x-1
On transforme alors I'écriture de la fonction et on utilise le changement de variable : u = —2 ,et:
X —

"9 J(x+3>m I(x+3)(x 1)\/ ) I5u P-4’
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IR
2\/_ "luvs+2 2\/_ Bx-5-2x-7

3. a. Tout d’abord, I, et J, existent puisque les fonctions sous les intégrales sont définies et continues sur le

Finalement : F(x) = - +C,avec: COR.

7l
segment [0, —].
2
Puis on peut utiliser dans la deuxieme intégrale le changement de variable : u=—-1, et :
InON, 3. =—["cos (- u)du = [2sin"(u).du = |
[ .[IZT 2 . - .[0 . “'n

b. Pourcela: OnON, Iy — Iy = joi (sin™*(u) - sin" (u)).du = Esin“(u).(sin(u) -1).du<o0,
car la fonction sous l'intégrale est négative (et les bornes sont dans le bon sens).

De plus pour : n [0 N, la fonction dans l'intégrale définissant I, est positive, continue et non nulle en —

donc I, est strictement positive.
c. Soit n entier fixe.
Une intégration par parties donne :

vz = [28in™(u).sin(u).du = [~ cos() sin™ (u)[z +(n+1).[2sin" u).cos (u).du.
En transformant le cosinus en sinus, on obtient: |, =0+ (n+1).(I, —1,,,), d'ou le résultat.
2p-1 1
2.p

On propose alors, apres tatonnements : O p =0, |

d. Pour npair:n=2.p =2, onpeutécrire : |, = dopa-

_2p-12p-3 1, _ (2p)
2 2p 2p-27270 2% (p)?’

quelon

démontre ensuite proprement par récurrence.
2p 2p-2 2 | = 2%° (ph)? 1= 2%P (ph)?
2p+1 2p-17"3"" (@p+) T @p+1’
e. Il suffit de multiplier I'égalité obtenue en c par I,.; pour avoir : 0 n O N, (n+2).1p.2.1h1 = (n+21).15.1541, €t
constater ainsi que la suite proposée est bien constante.

. 7l
La valeur constante cherchée est donc : 1.1;.10 = —.

2

De méme, on obtient: Op =0, |,,,, =

f. On procéde maintenant en deux étapes :
* la suite étant décroissante et strictement positive, ona: O n 0N, I < lh41 < |, puis en divisant par |,

n+1< In+1 <1
n+2 |

n

I
Le théoréme des gendarmes montre alors que : lim -2 =1 dou: | _,, ~ |

n+l n-

n— +oo |n +00
. n 2 . 2 _ T | T
epuis:OnON, —=(n+D.l I, ~nl , dou: |l =—.A+0@),et: |, =,[—41+0(Q).
2 oo 2n 2n
o Vg
On peut ainsi conclure que : |, ~ o
+o0 .n

Remarque : en partantde : nl~C.n".e™" \/ﬁ et en utilisant cet équivalent dans I'égalité donnant |, par

exemple, on peut en déduire que : C =+/2.77, d'ou la formule de Stirling.

Propriétés de I'intégrale sur un segment.
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4. Notons F, la primitive de F sur [a,b] qui s'annule ena: O x O [a,b], F,(X) = '[X f(t).dt.
a
Toute primitive de f sur [a,b], s’écrit: F=F, + C, avec : C O R.
b b
Trouver F qui répond au probléme revient donc a résoudre :j F(t).dt =j F,t)dt+C.(b—a)=0.
a a

[F. @t

Le probléeme a donc bien une unique solution, la primitive correspondant a la valeur : C = — b
-a

5. La fonction g proposée est définie et continue sur [0,1].
Si elle ne s'y annule pas, le théoréme des valeurs intermédiaires montre qu’elle y garde un signe constant.
Supposons alors, quitte a la changer en son opposée, que g soit strictement positive sur [0,1].

1
Alors étant de plus continue, on aurait : j g(t).dt > 0.

or: [ig)dt=[ O~ [rat=—-> =o0.

Conclusion : g s'annule sur [0,1] et f admet bien un point fixe.

1
6. Sous I'hypothése proposée, on a donc :'[O(f 2+g°+2f%g*-2f?g-29.f%)=0.

Sous l'intégrale apparait la fonction : 2 +g?+2.f?g?-2.f?g-29.f>=f2.(g-1)?+g>(f -1)°.
Puisque cette fonction est continue, positive, d’'intégrale nulle sur [0,1], on en déduit que :
f(x)=0,0u:g(x)=1
O x 0O[0,1], et ,soit:f(x)=g(x)=0,0u:f(1)=9g(1)=0
g(x)=0,0u: f(x)=1
Supposons alors qu’en une valeur a de [0,1], on ait : f(a) = 0
Puisque f est supposée non nulle, il existe une valeur b dans [0,1] ou : f(b) # 0, donc telle que : f(b) =

Mais alors le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a f montre que : Oc O [0,1], f(c) = E ce qui

n'est pas possible vue l'alternative précédente.
Conclusion : O a O[0,1], f(a) # 0, donc : f(a) = 1 = g(a).

7. Puisque f est de classe C* sur [a,b], on peut écrire :
. b
On 0N, jb f (t).cost).dt = [&r(]”t)f (t)} —%j" £'(t).sin(nt).ct .

Donc, en notant M un majorant de |f| sur [a bl,ona:

On O N, j f(t)cosmt)dt<—+ j|f ()t

b
En faisant tendre n vers +c, on en déduit bien que : lim .[ f (t).cosfit).dt =0
n- +o Ja

jl( 1 —j.dx{sr X ax < x dx—i
o1+ x" 01+ x" 0 n+1’

et le théoréeme des gendarmes garantit alors que : lim (I, —-1) =0, soit: lim |, =1.
n - +oo

n - +oo

8. a. On peut commencer par écrire que : OnON, |I, =1 =

b. En partant de I'expression de (I, — 1), on a encore :

anons | —1= [ X 2 X.M j|n(1+x ).dx = '”(2) jln(1+x ).dx.
01+ x" n .
_ 1 1 1 1 1
Mais de plus - J'Oln(1+x”).d><1 <[ k= [lIn@s xyes [xeae=
n

et cette derniére quantité tend vers 0 en +oo,
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Donc :

L, In@ H{;

- , en +oo, soit le résultat voulu avec : a =1, b = In(2).
01+ X n n

Fonctions définies a 'aide d’intégrales.
9. a. On peut écrire : 0 x 0 [0,1], F(x) = J'Oxt.f (t).ot +jlx.f (t).dt = J'Oxt.f (t).dt - x.J'lx f (t).dt.

On fait ainsi apparaitre deux primitives de fonctions continues sur [0,1], et par opérations, F est bien de
classe C* sur [0,1].

De plus : Ox 0[0,1], F'(X) = x.f(x)—[jlx f(t).dt +x f(x)] = —jlx f(t).dt.

Cette écriture de F’ montre maintenant que F’ est elle-méme de classe C* sur [0,1], et :
Ox0[0,1], F*'(X) =—-1(X).
b. Puisque [0,1] est un intervalle, on en déduit en primitivant que F’ s’écrit :

Ox0[0,1], F'(X) = —jo f(t).dt+C,
et comme F’ s’annule en 1, on en déduit que : C = E f(t).dt,dou:0x0[0,1], F'(x) = r f(t).dt.

On en déduit de méme, F s’annulant en 0 que : O x 0[0,1], F(X) = J-OX F'(u).du= J-OXUUl f (t).dtj.du :

+
10. a. La fonction f: t— In@+1)

, est définie et continue sur R™*, donc y admet des primitives.
F apparait alors comme la primitive de f qui s’annule en 1.

On peut alors noter : 0 x 0 R™, G(x) = F(x) + F(Ej —%.(In(x))z, et par opérations, G est de définie et
X
de classe C! sur R™.
. N 1 1) In(x) Inl+x) 1 In(x
Puis : Ox OR™, G'(X) = F'(X) ——2.F(—)— (x) = @+ ——.[x(In(L+ x) = In(x))] _In(9 =0.
X X X X X X
Donc G est constante sur l'intervalle R™, et comme elle s’annule en 1, on en déduit le résultat voulu.

X + X
b. On peut alors en déduire que : 0 x 0 R™, J; M.dt = J; 1 [In(x) + In[1+ lj].dt.
X

o
La premiére partie de l'intégrale se calcule immédiatement et on peut effectuer dans la deuxieme le
changement de variable : t = u.x, pour obtenir :

xR [ g = n0g.neo + [ du = (ngo)? - FG) =~ n()* + F ).

@ “(a)
11. On peut définir : Da O R, F(a) = J';n : arCS|n@/§).dx+J'0COS Y arccos(/x).dx.

Puisque : x Harcsing/;) , est définie, continue sur [0,1], elle y admet des primitives et on peut noter S
celle qui s’annule en 0.

De méme on note C la primitive sur [0,1] et S'annulant en 0 de : X — arccos{/;) .

. v in(a) . . . .
Puisque : O a O R*, sin®(a) 0 [0,1], Em : arcsm@/;).dx existe, vaut S(sin’(a)), et avec un raisonnement

similaire, 'autre partie vaut C(cos%(a)).

Donc F est définie sur R, et: O a O R, F(a) = C(a) + S(a).

On constate alors que F est paire : 0 a O R, F(-a) = S(sin?(-a)) + C(cos?(-a)) = F(a), et Tt périodique
puisque : 0 a O R, sin’(a + m) = sin’(a), et : cos’(a + 1) = cos?(a).

On peut donc restreindre son étude a [O,g], ou elle est, par opérations, de classe C”.
Puis : 0 a O R, F'(a) = 2.sin(a).cos(a).S'(sin’(a)) — 2.sin(a).cos(a).C’(cos?(a)).
Or sur [O%], ona: S'(sin’(a)) = arcsing/sin’(a)) = arcsin(sifa)) = a, et : C'(cos’(a)) =a.
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12.

Donc:Oall [O,—], F'(a) = 0, et F est constante sur ce segment, donc sur R par parité et périodicite.
Vs
Comme enfin : F(—) J- arcsm(\/_) dx+J- arccos(/_) dx = J- dx = =7 on en déduit le résultat.

a. On peut écrire :
Ox OR, g(x) = j:[sin(x).cos@ —sin).cos)]. f (t).dt = sin(x). joxcos([).f (t).dt — cos). joxsin(t).f (t).dt,

et comme somme de produits de fonctions C' sur R (puisque f est continue sur R), g est aussi de classe
C'sur R.
Puis: Ox O R,

gx) = cos(x).J'Oxcost).f (t).dt + sin(x).J'Oxsin(t).f (t).dt + sin(x).cos(x). f (x) —sin(x).cos).f (X),
etdonc : g'(X) = j:cos(x—t).f (t).dt .

b. Le méme argument que précédemment montre que g’ est de classe C' sur R, et: Ox O R,
g"(x) = - sin(x).J'OX cost).f (t).dt + cos) .Lxsin(t). f (t).dt +[cos” (X).f (X) +sin®(X).f(X)] .

Dou: Ox0OR, g"(xX) =—g(x) + f(X),
et g est bien solution sur R de I'équation différentielle : y” + y = f(x).
c. La solution générale sur R de I'équation homogéne associée a cette équation différentielle linéaire du
second ordre a coefficients constants pour la partie homogéne est :
Ox OR, y(x) = a.sin(x) + B.cos(x), avec : (a,p) O RZ.
Les solutions sur R de I'équation différentielle sont donc les fonctions de la forme :
Ox OR, y(x) = a.sin(x) + B.cos(x) + g(x), avec : (a,p) O R

Convergence et calcul éventuel d’intégrales impropr es.

13.

14,

« La fonction dans la premiére intégrale proposée est définie, continue sur ]0,1] et I'intégrale est
généralisée en sa borne inférieure.

Puis : 0 x 0]0,1], J'In(x).dx = x.In(x) —J'l.dx =xIn(x) -x+C,avec: COR.

Ces primitives admettent une limite finie en 0, donc l'intégrale proposée converge.
En notant par exemple F la primitive qui s’annule en 1, on a alors :

[[In(.ox = F @) - lim F () = -1+0=-1.

* La fonction sous la deuxieme intégrale est définie, continue sur [0,+) et I'intégrale est généralisée en sa
borne supérieure.

. . ~ e—a.x e—a.x - .
Sl:aio,ona:DxDR,J'e“.dx= +C= e'P*+C,avec:COC,et:a=a+ip, (a,p) OR?
-a -a
et ces primitives admettent une limite finie en + si et seulement si : a = Re(a) > 0.
Si:a=0,alors: Il.dx = X+ C, qui n"'admet pas de limite finie en +o,

Donc lintégrale proposée converge si et seulement si : Re(a) > 0.

En notant F une de ces primitives, ona: Ja # O,J.Oﬂo e**dx=IlimF(X)-F(@0)=C —[—1 +C] -1 :
X - +00 a a

* La fonction sous l'intégrale est définie, continue sur [0,+) et I'intégrale est généralisée en +oo.
1-cos@.x X _sin(2.x x 1
Ad L +C>2—---+C,avec: COR,
2 4 2 4

et ces primitives n'admettent pas de I|mite finie en +o du fait de la minoration.
Donc l'intégrale proposée diverge.

Puis: Ox OR, Ism (X).dx = j

» La premiére intégrale proposée ne peut exister puisque la fonction sous l'intégrale n’est méme pas
définie sur l'intervalle d'intégration.

L , vt , o . : .
Si maintenant on envisage .[ ——— , alors la fonction sous l'intégrale est définie, continue et positive
1ot2 (-1

sur ]1,+) et l'intégrale est généralisée en ses deux bornes.
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1 dt

Puis en +o, on a:

+00
et par comparaison de fonctions a valeurs positives, L

t2.(t—1)° +=t* t2.(t-1)°
converge si et seulement si J-m converge, soit:a+b> 1.
2 ta+b
1 1 R 2 , 2 Ot
Enl,ona: o~ -, etde méme, | ————- converge si et seulement si I -
te.(t-2)" + (t-1) 1t2.(t -2 1(t-1)

converge, soit: b < 1.

Finalement l'intégrale (corrigée) est convergente si et seulement si: (b <1) et(a+b>1).

* La fonction dans la deuxieme intégrale est définie, continue sur ]0,+), positive, donc l'intégrale est
généralisée en ses deux bornes.

Pour I'étude en +o, on distingue alors plusieurs cas :

t® 1 L, . .
>0): ~——, et l'intégrale converge si et seulementsi:b—-a>1,
bOltb o t l'int | t [ tsi:b 1
+ +00
ta
=0): ~——, et l'intégrale converge si et seulement si: -a > 1,
b=0 - —, etlintegral g t I t 1
1+t° += 2t
t® 1 L, . .
<0): ~—, et l'intégrale converge si et seulement si : -a > 1.
b<O0 T t l'int | t I t 1
+ +00
our I'étude en 0, on distingue aussi plusieurs cas :
Pour I'étud 0 disting pl
t® 1 L, . .
>0): ~—, et l'intégrale converge si et seulement si: -a< 1,
b>0 FERCe t l'int | t I t 1
+ +00
ta
b=0): ~——, et l'intégrale converge si et seulement si: -a< 1,
5 2 g g
1+t° += 21
t® 1 L, . .
b<0): —— ~——, et l'intégrale converge si et seulementsi:b—a<1.
+ +00
Conclusion :

l'intégrale converge si et seulementsi: (b >0,et:-1<a<b-1)ou(b<0,et:b-1<a<-1).
* La fonction dans cette derniére intégrale est définie, continue et positive sur ]0,+) et I'intégrale est
généralisée en ses deux bornes.

Les equivalents précédents permettent d’affirmer qu’en +o, la fonction est toujours négligeable devant t—z ,

donc l'intégrale est toujours convergente sur [1,+c0).
Conclusion : I'intégrale est convergente si et seulement si elle converge sur ]0,1], autrement dit :
(b=0,et:a>-1)ou(b<0,et:b-1<a).

15. a. Les fonctions dans les deux intégrales sont définies, continues et positives sur [0,+) et les deux
intégrales sont généralisées en +o,

1 1 t 1 . . .
De plus: 3~ 3 et 5 ~— toutes les fonctions étant positives, | et J convergentes.
1+t° +t 1+t° +t

b. Comme proposé, utilisons dans J le changement de variable : u = % = ¢(t), qui est bien une bijection C*

de R™* dans lui-méme.

On obtient alors : J = ’ li 1 du =rw du =1.
o e o 1+u®
1+—
u
. , e dt A pe  dt 2 2t-1\|"
c. La encore, comme proposé : | +J=| ——— ——.J- — =—arcta .
o 1-t+t2 3% NEAR

2 (T 2.71

Donc: | +J :ﬁ{z—(—%}j:%,et: I =J =3—\/§
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d.

16. a.

, . 1 a bt+c 1 2
Enfin, on peut commencer par écrire : 3 = + 5, etontrouve: a=—,b=--,c=—.
1+t° 1+t 1-t+t 3 3’ 3
On cherche alors une primitive de cette fonction en:
2t-1 1 2t-1
Ft)== = = In(1+t ——.Int -1+1) + —.arcta .
0= j1+t j—1+1 I 113( ) ( )\/é {\/5,]
7l
F admet une limite finie en +c qui vaut (en regroupant les In) : 0+ —— et: FO)=——.
Nl 63

On retrouve ainsi le résultat précédent pour |.

La fonction proposée (appelons la f) est définie, continue et positive sur [0,+).

X — +0o

. _ _ 1 N .
De plus, on constate que : lim X2 e = 0,donc: e = 0(—2) en +oo, d’oli 'intégrabilité de f sur R".
X“.

. On peut démontrer ces deux inégalités en étudiant des fonctions intermédiaires sur R* comme :

d(uy=e"—(1-u),et:P(u)=e"-(1+u),
montrer gu’elle sont croissantes et nulles en 0, donc positives ce qui conduit aux inégalités demandées.
On peut aussi pour les fonctions précédentes, dire qu’elles sont convexes sur R" et utiliser le fait que
leurs courbes représentatives sont au-dessus de leur tangente en 0, ce qui donne a nouveau le résultat.

n n

t2 t2 s t2)" ,
.Pour:t0 [O,\/ﬁ],on endéduitque: | — |=0,donc: 0<|1-— |[<e " ,(1——) <e".
n

En utilisant le fait que : x > X", est croissante sur R*, cela donne le premier résultat.

t? n t? . t2)"
Puis, pour : t 0 R, l//(—} >0,dou:0<e " < (1+—J, etanouveau: e < (1+—j :
n n n

Jn 2\" .
. Dans IO n(l—t—j .dt, on réalise le changement de variable : t = \/ﬁ.sm(x), et:

n

0

Iﬁ[l—t—;jn.dt = L;T (L-sin?(x))"/n.cos).dx = V/n.J,,,.,.

- o , 1 n"
L'autre intégrale est généralisée en +c mais converge pour:n>1,car: 0 —— < tﬁ , sur [1,+00).

-]

On effectue alors le changement de variable : t = \/ﬁ.tan(x) , dans cette intégrale et :

" (Qrtan’(x) o
G (1+] L @+tan’ ()" =N
n

. . , - ‘/ﬁ —t2 +oo —t2
. La fonction exponentielle étant positive, on a: IO e .dt< IO e .dt.

En intégrant les inégalités de la question ¢, on obtient alors :

\/ﬁ 2 " \/ﬁ 2 +0o 2 +oo
anz (18 s [Teras e as [0
0 n 0 0 0 tz
1+—
A s Jr
De plus :/n.J . \/_ cet: +/nd \/_ ~ .
P 2y 2(2n+1) ) 22y 2.2n=2)+= 2

Le théoréme des gendarmes permet de conclure que la suite (constante) égale a |, encadrée ci-dessus,

i

VA . too L,
tend donc vers —, et finalement : | =I eV dt=——.
2 0 2

17. Pour : n O N, la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive sur [0,+) et I'intégrale est
généralisée en +oo,

Chapitre 03 : Intégration — Exercices (corrigé des indispensables). -9-



A A
Pour : A> 0, et : n 0 N*, on a ensuite : '[0 t"etdt=[-t"e"])+ n.'[o t"tetdt.

Si maintenant, on fait tendre A vers +o0, on obtient la relation : I,,;1 = 0 + n.l,, soit : lp+1 = N.l,.

Puisque de plus : |, = jo el.dt =[-e"];” =1, il est alors 12
immédiat par récurrence que : OnON, |, =nll, =nl. 1
08
Exercices divers : série, fonctions, équivalents. 06
18. La fonction f sous l'intégrale est définie, continue sur R.

La fonction proposée qu’on notera F est 04
donc la primitive de f sur R, s’annulant en 1. 02

A ce titre, elle est définie, de classe C* sur R. e — S

2 10 88 6 4 2 2 4 b 8 10

19.

X° + X
Vx&+1
F' s’annule en O et -1.

F est croissante sur (-oo,-1[ et ]0,+),
décroissante sur ]-1,0[, et : F(0) < 0.
Enfin, F admet une limite finie en o, car :

Deplus: Ox OR, F'(X) = et donc

. t? +t o 7+ : _ -
e sur [1,+), f est positive et : — I ———.dt converge et lim F(X) existe et est finie.
t +1 +oot t +1 X — +00
o t2 +t
* sur (-oo0,-1], f est également positive, et le méme équivalent montre la convergence de ) dt
+1

puis I'existence d’'une limite finie pour F en -co,
La courbe représentative de F présente donc deux asymptotes en +co.

In@-t) _

a. Il suffit de remarquer, a I'aide d’'un développement limité que : lim -1, pour constater qu’on
t-0

peut prolonger cette fonction ¢ en 0 en posant : ¢(0) = -

b. Pour x fixé dans : (-,0[ 0 ]0,+1], J‘;‘ In(il;—t)

.dt est une intégrale généralisée en 0.

En effet ¢ est définie, continue sur ]0,x] (ou [x,0[) et garde un signe constant négatif sur l'intervalle
d’intégration.
Enfin, ¢ est prolongeable en 0 donc l'intégrale converge.

Si on note ¢, ce prolongement, alors on a encore : 0 x 0 (-00,0[ 0 ]0,+1[, f(X) = —LX @, (t).dt.

f apparait alors comme I'opposé de la primitive de ¢, s’annulant en 0, et elle a une limite finie nulle en 0.
c. f étant la primitive de ¢, sur (-e,1], elle est y méme de classe C”.

d. On pose : 0 x 0 (-0, +1[, F(x) = f (X) + f[ilj +%.(In(1— X))2.
X_
On remarque tout d'abord que : [0 x [ (-e0,+1[, Ll O (-o0,+1].
X —

=0.

Puis : 0 x O (oo, +1[, F'(X) = £'(x) - (x—11)2 1 ( X ]— Ind-x) __In@=x) _In=x) _Ind-x)

x—-1 1-x X X(x-1) 1-x
Cette derniére égalité est en fait valable pour : x # 0, mais puisque f est C*, F I'est aussi et par continuité

de F', onaencore : F(0) =
F est donc constante sur son intervalle de définition, et : 0 x O (-e0,+1[, F(X) = F(0) = 0, d’ou le résultat.

Intégrabilité de fonctions de signe quelconque, av  aleurs complexes.

_leos@)| _ 1

20. + La premiére fonction est définie et continue sur R*, et: Ox =1, |f(x)| = <

1+x2 X
donc la majoration garantit sont intégrabilité sur [1,+) donc sur [0,+c).
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1
1+x*  1+x*

‘ei.x

« La deuxiéme fonction est définie, continue sur R™*, et: O x> 0, |g(X)|

Distinguons alors trois cas :

a <0, et la fonction g n’est pas intégrable sur [1,+) puisque J-lm dt diverge,

: : .y . +o ] :
a =0, et la fonction n’est toujours pas intégrable sur [1,+) puisque L E'dt diverge encore,

1 .y : :
a>0,etdanscecas: |g(x)| ~—_, donc g est intégrable sur [1,+), si et seulement si:a > 1.
+oo

Dans ce dernier cas, g est alors intégrable sur ]0,1], puisque |g| est prolongeable par continuité en 0, ayant
pour limite 1 en 0.

Conclusion : g est intégrable sur R™ si et seulement si: a > 1.

Remarque : dans les deux premiers cas, on aurait pu dire que g n’était pas intégrable sur [1,+) puisque
|g| avait une limite en +oo et cette limite était non nulle.

« La troisieme fonction est définie, continue sur R, et :

. 1 .y , ,
enO: |h(x)|—gx” 3 =—, donc h est intégrable sur ]0,1] si et seulementsi: —a-3<1,0u:-4<aq,
X
en +o : x*Jh(X)| < x7*2.e™*, ce qui garantit que : lim x*|h(x)| =0, et lntégrabilité de h sur [1,+c).
X — +00

Conclusion : h est intégrable sur R™ si et seulement si : -4 < q.

21. a. La premiére fonction est définie, continue sur ]0,172], et négative.

, in(x - .
De plus : v/x.In(sin(x)) = &In(s—()j ++/X.In(x) [}, - 0, donc elle est intégrable sur ]0,1], puisque
X
I'exposant de la puissance utilisée vérifie : a = 5 <1.
L'intégrabilité étant conservée avec un changement de variable bijectif de classe C?, ici en posant :

u= g — X, l'intégrabilité de la premiere fonction sur ]0,772] donne celle de la deuxiéme sur [0,T72]

b. De plus, le changement de variable précédent donne : | = Eln(sin(x)).dx = Eln(cos(l)).(—du) =J.
2

Puis: | +J = E[In(sin(x)) +In(cos))].dx = E[In(sin(Z.x)) ~In(2)].dx = jgm(sin(z.x)).dx —’ET In().

D'ou ; jfm(sin(z.x)).dx = % J'Onln(sin(u)).du = %[ J'Eln(sin(u)).du + J';In(sin(u)).du .

Et pour finir avec le changement de variable : u = Tt— X, on obtient :
Eln(sin(u)).du = J';In(sin(x)).(—dx) =1,

2 2

n n
En rassemblant ces résultats, on conclutque : | +J = | —E.In(Z) ,dou:J=1I= —E.In(Z) :

22. Un exercice immédiat.
+1
Si on note F une primitive de f sur [0,+), alors : [0 x [ |0,+), r f(t).dt =F(x+1)-F(X).

Puisque F est intégrable sur [0,+), '[Om f (t).dt converge, F a une limite finie en +o, et la différence écrite
au-dessus tend vers 0 quand x tend vers +oo.
23. Notons F une primitive de f sur [0,+c0).

Puisque f est intégrable sur [0,+), F a une limite finie en +co.
De plus, f étant décroissante sur R*,on peut écrire :
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Ox OR, jz f(t).dt < jz f(X).dt = 2x—=X).F(X) = xF(X),

et: Ox DR, [ f(O).dt2 [ f(x).dt = (x—g).f (X) =§.f (x) .

On en déduitque : F(2X)-F(X) < x.f(X) < 2.[F(x) - F(g)].
Le théoreme des gendarmes garantit alors que x.f(x) tend vers 0 en +co.

Semi-convergence.

9(x) _
fx) &
ei.x A Al ei.x
-i| =—.
i/x } t2
X
Quand A tend vers +o, le crochet & une limite finie (qui est : i.e'), et la fonction apparaissant dans le

24. a. On constate immédiatement que : 0 x # 0, D [l -1,donc: f(x)~g(x).

b.Oncalcule : D A>1, J;A f (x).dx :{

ei.X 1
= __3 )

x2 X?
i.X

50X a une limite finie quand A tend

deuxieme intégrale est intégrable sur [1,+) car: [0 x > 1,

Donc l'intégrale sur [1,+0) de cette derniere fonction converge, L
X2

A
vers +oo, et finalement, L f (X).dx aussi.

o : . o redX el o
c. Cette intégrale diverge car, par combinaison linéaire, J-l —, comme différence de deux intégrales
X

convergentes (celle de (g —f)), serait convergente.
d. La convergence d’intégrales n’est pas conservées en fonctions équivalentes en un point.

25. a. La fonction est définie, continue sur R™, et se prolonge par continuité en 0 (on la notera f).
Il n'y a pas de probleme d'intégrabilité sur ]0,1].

sm(t) zj(kﬂ)n sin(t)‘_dt
t

Dans chaque mtegrale on effectue le changement de variable : t = k T+ U, et:
nr(sing) <3 7| sin(u) n sm(u) =12
F(nm) = dt = du = uz= sin(u du—— —=—H,,.
(n7) L t ;jo u+ k.7 ZI u+k7T kzi‘ j - TSk o7 Mt
Si maintenant on suppose f intégrable sur IR**, donc sur [m+), alors toutes les primitives sur R™ de |f|

auraient une limite finie en +oo, en particulier F.
Mais la minoration de F(n.m) par H,; montre que ca n’est pas possible et f n’est pas intégrable sur R™.

()

Puis: 0O n =2, j

b. On sait déja que I .dx converge.

A
, ASIN(X —Cos ACOS
Puis: JA> T j J.dx= ~cos) —j —Z(X).dx.
™o X X . X
Quand A tend vers +oo, la partie intégrée a une limite (théoreme des gendarmes, cos étant bornée) et la
fonction qui apparait dans Ia deuxieme intégrale est intégrable sur [1,+), puisque :

0 x 0 [T+, COS(X)

X2

Donc la deuxieme intégrale a une limite quand A tend vers +o et la premiére aussi.
c. Effectuons une intégration par parties sur [g,A] avec (1 — cos) comme primitive du sinus et :
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X
| _ . sin ( j
IASIn(X) x| 17 c0s&) +r\l cc;s(x) = {2 sin ( H +2j
£ X i X £ X X
On effectue alors le changement de variable : x = 2.u, dans la derniere mtegrale, et:
. r A A2
IASIn(X) dx = g.sinz(5 } +J}—Sln 2(u) du.
£ X | X 2)], % u

Si maintenant, on fait tendre A vers +« et € vers 0, alors le crochet tend vers 0 en +co (th des
gendarmes) et un équivalent montre qu’il tend aussi vers 0 en 0.

+o SIN(X) +oo [ SIN(U) ?
Finalement : L —.dx=J‘O (—j du.
X u

26. a. Notons que toutes les intégrales |, convergent puisque les fonctions qui apparaissent sont définies,
continues sur ]0,172], et prolongeables par continuité en O.
Puis: OnON* OtOR, sin((2n+ 2)t) —sin(2nt) = 2.cos(@.n+1)t).sint), dou :

| =1 = jolzr 2.cos(@.n+1)t).cosf).dt = jf[cos((z.n +2)t) + cos@.nt)].dt =0

La suite (I,) est donc constante & la valeur : |, = Iz 2c0s (t).dt = {t + S'n;Zt)} T

o 2
cos(t)

sin(t)

, est prolongeable en une fonction de classe

b. On commence par calculer : OnON* |, —-J, = L?Sin(Z.n.t){ }dt = Izsin(Z.n.t).¢(t).dt :

La fonction ¢ donnée par : Ot 0]0,172], #(t) = i_ cosf)

t sin)
C* sur [0,172].

11, ¢ L 11, ¢ t
En effet : (1) =+ =+~ +0(t"). a-L - ~ro(t?) =T o), s+l - o2 ))—3+0(t)

ce qui montre que ¢ se prolonge par continuité en 0, avec : ¢(O) =0, et:

' _—i 1 :i - —t_ -1 E
Ot>0, ¢'(t) = t2+sin2(t) tz'( 1+ 6+o(t ) ] 6+o(1)

. 1 .
donc ¢ est dérivable en 0, ¢'(0) = E et ¢’ est continue en 0, donc ¢ est de classe C* sur [0,172)].

Le lemme de Lebesgue (exercice 7) s'applique et : Iim[I —-J ]1=0

o . . 7l
c. On en déduit, puisque (I,) est constante donc convergente, que (J,) converge et que : lim J =E.
N -+
. nzsin(u) . :
d.Enfin:0Onz=1, J, = IO .du, avec le changement de variable : u = 2.n.t, et en faisant
u

In.nsin(u)

du = j+ww.du, puisque l'intégrale
° wu o wu

n_ .. ,
tendre n vers +co, on conclut que : ey =lim J, = lim

n - +oo n- +oo

de Dirichlet est convergente.

Comparaison série — intégrale.
27.Pour: 0 <a < 1, lafonction f, est décroissante sur [1,+).

K+
Donc: k=1, 0t0O[k,k+1], ! < i <i, puis en intégrant sur [k,k+1] : ! sj' lﬂ < i
(k+)* t* k7 (k+)*  k t7 K7
Si maintenant, on somme pour k variant de 1 & n (avec : n = 1), on obtient :
n K+ n n+ n
Onz1, ZI 1t Z— ou —1SJ- 1d—;sS avec: S, = iﬂ
= (K +1) k=1 1ot =k
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28.

n dt
On en déduit que : Dn>1j —<S et:0nx2, SnS1+~[I.t_0’

-a+l n 1-a 1-a n+
Enfin : J‘?—a={t } = 1 N I ldt+1

-a+1 1-a 1 a+°°1 Qe t?

1-a

Donc I'encadrement précédent (avec le théoréme des gendarmes) conduita : S, ~ .
+00 a

Remarque : I'équivalent redonne la divergence de la série.
Si maintenant : a < 0, le principe est conserve, mais f, est cette fois croissante, et on aboutit a :

n+1 dt n?
Onz22, 1+J- —<S <j —, ce qui donne encore : S, ~
1t Twol-a
Pour : a > 1, la série de Riemann proposée est convergente.
Soitalors:n>1,et: k=n.
. 1 1 1 1 kdt 1
On peut écrire : 0t O |k,k+1], ——— < — < — et en intégrant sur [kK,k+1] : —— < J- —<—.
(k+D* t k”’ (k+1)”’ kot k7
, o 1 Nadt 1
On somme alors pour k variantdena:N=n+1, et: Z—sj — <y —.
i (K+D)7 ot KT
Toutes les quantités qui apparaissent ont une limite quand N tend vers +c (série ou intégrale
R T | wdt &1
convergente), donc on en déduit : Z— < .[ —< )y —.
e (K+D)7 o 17 3k
wdt [t 1T _ 11 .
L'intégrale vaut : j =——.—,€eton reconnait R, a gauche et R,; a droite.
—a+l|  a- 1'n”
1 1 1 1
Dou:0Onz=2, : =) Rn< -
a-1(n+1)“ -1'n"
1 1
Enfin, les quantités encadrantes étant équivalentes entre elles en +, on conclut que : R, ~ 1
+o0 a n
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