Intégration (corrigé niveau 1).

Calculs d’intégrales sur un segment et de primitive.

1. Calculer les intégrales suivantes.

a. j:arctané().dx, b. Lz(ln(Z.x))Z.dx, C. jg%.dx,
d. J':(l— x2).arctan).dx , e. le thtrl'

Tout d’abord, toutes les fonctions proposées somtitues sur les intervalles ou on les intégrest |
intégrales correspondantes existent.

De fagon générale, dans la suite, on désigne tmgms intégrales pdr.

Puis :

a. On utilise une intégration par parties :

j:arctanﬁ).dx = [x.arctan@](l) _ J‘sl X

+x2
b. Méme technique :

[Ztn(xy2dx =[x (n@x)2]} - 2 In(2x).dx = 2.0n(4))? - (In(2))* - 2.[[x.|n(2.x)]f -[ dx} ,

soit finalement :f (In(2.x))2.dx = 7.(In(2))* - 6.In(2) -1
c. On coupe lintégrale en deux puis on utilise cle@ngements de variable :
J-Z cos(x) — sin(x) dx= % cos() .dx—.[z sin(x) dx= 5 Cos(k) +J-—
o 1+ cos(X) 0 1+ cos(X) 0 1+cos (X) 0 2-sin?(x) 1+u?
ol on a poseu = cos(x) dans la deuxiéme partie qui donne :
2
j [arctan(J)] 2 = arcta{\/iJ L
2 4
Etla premiére partie, avec le changement deabigi u = sin(x ), donne :

= 2= Inaee =2 -2 ),

7
4

N1

icost) o7 du 1 f( 1 1] 1 [ ()]l 1

F s ®=b 2 o b [ e Y T2, T2
T
4

Finalement I'intégrale initiale vautl:= i.ln(3) + arcta{gj -

242

d. On commence par une intégration par parties, et
1

1 x3 1
—J' X—— | 2.dx,
o 0 3 /1+X

3 _ 2 1
soit:1 =2 -2n@+ = [ XXX =T 2y (2)+5 X Liha+xdy| =Z-2 @+
6 2 3h 1+x 6 2 2 2 "6 3

3

Jj (L- x?).arctan).dx = Hx - X?j arctan@}

e. L’existence de l'intégrale est garantie pardéirdtion et la continuité sur [0,1] des foncthma;rtle réelle

et partie
imaginaire, et on écrit :
J-l dt :J-l dt potdt
Ojt+1

noi
i. =—-—.In(2
0]+t2 01+t> 4 2 n(2.

2. Calculer les primitives des fonctions suivantepegtisant les intervalles sur lesquels elles séfihigs.

a. Calcul direct :
. (e°-1)°.
b. Intégration par parties (pour commencer) :
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+ (X* +1).e*.cos), » xIn(x), o In(L+x%), * sin(x).In(1+sin(x)) .
c. Changement de variable (pour commencer) :
. sin’(x) . aE . tan)

\/COS(X) ’ ’ 1+ cos)

a. Cette premiére fonction est définie et contisuidR donc y admet des primitives, toutes égales entre

elles a une constante additive pfR®ét un intervalle).
2.X

Puis :F(x) = J'(ez'X -2e"+1).dx = e2 -2e*+x+C,avec:C OR.

b.e La fonction admet des primitives dRr et pour les calculer, on peut utiliser la paréielle d’'une
exponentielle puis des intégrations par parées

F(x) = I(XZ +1).Re(e(1+i).><)_dx - R{(%.(l—i).xz +i.X—i).e(1+i)'Xj +C,

2

soit : F(x) = (X?.(cos(x) +sin(x)) — x.sin(x) +sin(x)j.eX +C,avec:C OR.
« La fonction étant définie et continue Rit*, elle y admet des primitives et :
x? X x? x?
F(X) = | xIn(X).dx =—.In(x) - | =.dx =—.In(x) —— +C, avec :C OR.
(9 = [xIn(.dx = =-In() = [ Z.dx = —-In(x) -~
» La fonction est définie et continue dRiret y admet des primitives :

2.X2 1
F(X) = J'In(1+ x2).dx = x.In(L+ x?) —j1+ v dx = x.In(L+ x?) - 2.][1— — j.dx,

et finalement F(x) = x.In(L+ x*) — 2.x + 2.arctank) + C, avec :C O R.

* La fonction est définie et continue sur tout ingdie : |, = }—+ 2kn3_”+ 2kn{, avec 'k 0Z,
2 2
cos’(X)
et: F(X) = [sin().In(L+sin(x)).dx = ~cos).In(L+sin(x)) +j 1rsinog &
sin(X

soit :F(x) = —cos(x).In(1+sin(x)) + J' (L-sin(x)).dx = —cos(x).In(1+ sin(x)) + x+ cosk) + C, ,
ouC, est une constante reelle pour chaque intervalle.

c.+ La premiére fonction est définie et continue waque intervalle 1, = }—g+ 2.kn,g+ 2.k77[, pour :

k O Z, et al'aide du changement de variable= cosf , on peut écrire :
sin3(x) Il cosz(x)
Joost)

1-u?

Ju

* La fonction suivante est définie et continue |:S-u%,+ooj, et y admet donc des primitives.

Ox0Ol,, F(x)=j sin(x).dx = -

1-u?
J'T.du

5
du=-2+u +g.u2 +C, =-2./cos +§.(cos(x))2 +C,, avec :C, OR.

D'ou: F(x) = —j

Puis :F(x) = J'Bm.dx = J'u.e“"”(e') .du, avec le changement de variable= +2.x+1.

Dol : F(X) ju gl In(3) du=—— eu.In(3) _ 1 _ .eu.|n(3) +C = (\/ 2X+1 _ 1 . j3m +C
In (3) (In(3)) In@)  (In(3)

avec toujours C OO R.
* Enfin, pour cette fonction, elle est définie et tiaue sur les intervalles :

}7—27+ 2.k.n,+7—27+ 2.k.n{, }g+ 2k.T, T+ 2.k.77{ et: }n+ 2k.m, 32”+ 2.k.77[, avec :k OZ.

Sur ces intervallesF (x) = j oS (X)Sgl J(rX()JOS ) dx = ‘I u (S_L: u)

, avec :u =cos )
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d'ou : F(Xx) =j(i_1}du = |n|u +]j—|n|u|+(;k =In 1+cosk) +C,,
u+l u cos(x)

ou il y a une multitude de constantés,: [ R.

3. Intégrales de Wallis.
Pour :n ON, on pose 1, = J?sin”(t).dt et:J =Eco§ (t).dt.
a. Montrerqued n ON, I, =J,.
b. Montrer que la suitel () est décroissante, a termes strictement positifs.
c. Montrerque I n ON, (n+2).1.,, =(n+1.1,.
d. Déduire de cette égalité une expressiom den fonction den (avec :n=2.p,ou:n=2.p+ 1.
e. Montrer que la suitg(if +1).1 ,,.1 ;) est constante et préciser sa valeur.
f. En déduire un équivalent de a l'infini et la limite de ( ,) quandn tend vers ¢o.

a. Tout d’abord] , et J, existent puisque les fonctions sous les intégisdes définies et continues sur le

T
segment 0,— |.
? [ 2}

Puis on peut utiliser dans la deuxieme intégl@lchangement de variable = g -t,et:

0 T >
OnON,J, =-|.,co8(=-u)du=|2sin"(u)du=1I,.
| jz (= u)-du = [2sin” (U)

upomcmamr1mm,uﬂ—u:qf@m“%m—gmamdu:Esm%m(gmn—ndusa

car la fonction sous l'intégrale est négateelés bornes sont dans le bon sens).
De plus pour n [0 N, la fonction dans I'intégrale définissaht est positive, continue et non nulle en

n : iy
> donc| , est strictement positive.

c. Soitn entier fixé.
Une intégration par parties donne :

|y = jozsin”+1 (u).sin(u).du = [— cos@).sin”ﬂ(u)]? +(n+1) .jogsin” (u).cos (u).du.

En transformant le cosinus en sinus, on obtiént, =0+ (n+1.(1, - 1,,,), d'ou le résultat.
d. Pourn pair:n=2p=2 2, on peut écrire 1, , :2.2p_|;1.| 2p-2
_ 2p-12p-3 1 | = @p! n
P 2p 2p-2727° 2% (ph)2 2’
gue I'on démontre ensuite proprement par réoggae
2p 2p-2 2 | = 27P (ph)? 1= 27P (ph)?
2p+1 2p-1"3"" (@p+) " @p+
e. Il suffit de multiplier I'égalité obtenue en arpl ., pour avoir :
OnON, (n+2).0, 0., =M+D.1_.1,,
et constater ainsi que la suite proposée eatdnnstante.

On propose alors, aprés tatonnementsp= 0, |,

De méme, on obtientt p=20, I, ,, =

La valeur constante cherchée est doht, I, = g :

f. On procede maintenant en deux étapes :
* la suite étant décroissante et strictement pesitma I n ON, | ,, <1, <I,,

puis en divisant palr, (strictement positive), et en utilisant I'égalité c, on obtient :
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n+1< Ir1+1 <1

O n ON,
n+2 |

n

Lo . N
Le théoréme des gendarmes montre alors dime -** =1, d'ou : |,

~1 .
n— +oo | i N

n

e puis:0 n ON, E:(n+1).ln.ln+l ~nl? dou:l? :i.(1+o+w(1)), et:l, a/i 1+0,, ().
2 oo 2.n 2n

o / T
On peut ainsi conclure qué ; ~ >0
+00 'n

Remarque: en partant de n!~ C.n".e™+/n, et en utilisant cet équivalent dans I'égalité st | 2p

exemple, on peut en déduire que =+/2.77, d’ou la formule de Stirling.

Propriétés de I'intégrale sur un segment.

par

4. Soit f une fonction continue dea[b] dansR.

Montrer quef admet une unique primitive sur [a,b] telle que :J.:F(t).dt =0.

Notons F, la primitive de f sur [a,b] qui s'annule en all x O[a,b], F,(x) = LX f(t).dt.
Toute primitive def sur [a,b], s’écrit: F =F, +C, avec :C OR.

Trouver F qui répond au probléme revient donc a résomﬂpej'f F(t).dt = J': F,(t).dt+C.(b-a).

b
F_(t).dt
Le probléme a donc bien une unique solution, laiirre correspondant a la valeu€:= —'Lba—.

-a

5. Soit f continue de [0,1] darR telle que Jj f (t).dt =%.

Montrer a I'aide de la fonctiog : x+— f(x) — X, que f admet un point fixe.

La fonction g proposeée est définie et continue sur [0,1].

Si elle ne s’y annule pas, le théoreme des valateemédiaires montre qu’elle y garde un signe tarts

Supposons alors, quitte a la changer en son oppmpség soit strictement positive sur [0,1].
1
Alors étant de plus continue, on auraj'(t) g(t).dt >0.

ot _ _ 1 _1_1_
Or.jog(t).dt_jof(t).dt jot.olt_E 5=0.

Conclusion :g s’annule sur [0,1] ef admet bien un point fixe.

6. Soientf et g continues de [0,1] daf®, non nulles, telles quej'g(f2+ g2+ 2.f2g?) :J':Z.(f +9).f.g.
Montrer en utilisan{f - let(g-)que:f=g=1

1
Sous I'hypothése proposée, on a dongt 2+g*+2f?g*-2f%g-29.f%) =0.

Sous lintégrale apparait la fonctiorf 2 + g® + 2.f 2g®> - 2.f °g—2g.f > = f 2.(g-1* + g°.(f -1)°.

Puisque cette fonction est continue, positive,tdgnale nulle sur [0,1], on en déduit que :
f(x)=0,0u:g(x)=1

O x 0[0,1], et :

g(x)=0,0u: f(x)=1

etdonc:00 x O[0,1], f(X)=g(x)=0,0u: f(X)=g(X) =1

Supposons alors gu’en une valeude [0,1], onait:f(a)= 0

f étant supposée non nulle, il existe une vakewtans [0,1] ou :f (b) # Qdonc telle que f(b)= 1
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Mais alors le théoréme des valeurs intermédiaipeiqué af montre que ¢ 0[0,1], f(X) :% :

ce qui n'est pas possible vue l'alternative préoésle
Conclusion I a 0[0,1], f(a) # 0, donc d’apres ce qui précedd (a) =1=g a ( )

7. Onnote O nON, I, =jl ox :
01+ x"
a. Avec un encadrement, montrer quig)tend vers 1 lorsqua tend vers do.
- . . . 2 dx b 1
b. En utilisant une intégration par parties, mangnge :[1(a,b) 00 R*, J' =a+—+o0, | —|.
01+ x" n n

a. On peut commencer par écrire que :

OnON, I, -1= f( L —lj.dx{sr X ax< X dx=

o\ 1+ x" 01+ x" 0 n+1

et le théoréme des gendarmes garantit alors ¢joe(l , -1) =0, soit: lim |, =1

b. En partant de I'expression g, — , tn a encore :
1
n + n
OnON% | -1= XX _ X.In(l X7) —E.J'lln(1+ x“).dx:@—l.jlln(1+ x").dx.
01+ x" n , Nw% n n-
Mais de plus H[In(L+ x").dX < [lInL+ x").dx = [ In(L+ x").dx < [ X" dx = —
ais epus“‘0 n(+x"). ><1_.[0‘n( x"). x—jo n(+x"). x_jox dx=—,
et cette derniére quantité tend vers Oen +
Donc:J'1 o :1+|n(2)+o+w(1j,soit le résultat voulu aveca=1, b=1In(2).
01+ x" n n
8. Lemme de Lebesgue.

Soit f une fonction de classe' @e [a,b] dansR ouC.

A l'aide d’une intégration par parties, montrer quim j: f (t).cosfit).dt = 0.

Puisquef est de classe’@ur [a,b], on peut écrire :

anow [ 1woshna=| S0 L r@sinna

Donc, en notanM un majorant déf| sur [a,b], on a:0 n O N*,

sin(

Ub f (t).cosht).dt < ﬂJ f (b) +M.| f () +1.jb| £(t).sin()t < 2 +1.jb| £ ()]dt
a n n n-a n n-a

En faisant tendr@ vers o, on en déduit bien quelim Jj f(t).cospt).dt= .0

Fonctions définies a l'aide d’intégrales.

9.

Soit f une fonction continue de [0,1] dalRs

On définit la fonctionF par :00 x [0 [0,1], F(X) :J':min(x,t).f(t).dt.

a. En transformant I'écriture dé , montrer queF est de classe?Gur [0,1] et calculeF'".
b. En déduire queld x 0[0,1], F(x) = jo( [f (t).dt).du.

a. On peut écrirel x 0 [0,1], F(x) =j:t.f(t).dt+jlx.f(t).dt :j:t.f(t).dt—x.ff(t).dt.

On fait ainsi apparaitre deux primitives dectiioms continues sur [0,1], et par opératioRsest bien de

classe Esur [0,1].
De plus 1 x 0[0,1], F'(x) = x.f (X) —[jlx f(t).dt+x f(X)] = —fo(t).dt.
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Cette écriture d&' montre maintenant quE' est elle-méme de classé €ur [0,1], et :
O x O[0,1], F"(x) =-f(x).
b. Puisque [0,1] est un intervalle, on en déduipemitivant queF' s’écrit :

0 x 0[0,1], F'(x):—joxf(t).duc,
et commeF' s’annule en 1, on en déduit qUE = E f(t).dt,

dou:0 x 0[0,1], F'() = [ f(t)ck.
On en déduit de mémeg, s’annulant en 0 que :

0 x 000,41, F(x) = [ F'(u).du= j(j f(t)dt)

10. On noteF l'application définie sSuUR™ par : F(x) = J' In(1+t) dt.

a. Montrer queF est C surR™ et : 0 x OR"™, F(x)+ F[Ej :%.(In(x))z.
X

b. En déduire quel x O R™, J‘lxw.dt =%.(In(x))2+ F(X).

In(1+1)

a. La fonctionf :t+— , est définie et continue sB™*, donc y admet des primitives.

F apparait alors comme la primitive dequi s’annule en 1.

On peut alors notefd x O R™, G(x) = F(x) + F(lj -—.(In(x))?,

et par opérations; est de définie et de classés‘DrR**.

Puis .0 x OR™, G'(X) =F'(X) —X—lz.F(éj— Inf(x) = ln(l; X —X—lz.[x.(ln(1+ X) = In(x))] - In(x)

DoncG est constante sur l'intervalR™, et comme elle s’annule en 1, on en déduit Ielta'svoulu.

b. On peut alors en déduire qué x O R*, J' M dt —I [IN(x) +In(1+ j] dt .

La premiéere partie de I'intégrale se calculmmnilatement et on peut effectuer dans la deuxieme |
changement de variable = u.x, pour obtenir :

0 x OR™, ;M.dt :In(x).ln(x)+ﬁ|n(1+u)
X u

du = (In(x))? - F(Ej = 1.(In(x))2 +F(X).
X) 2

11. En utilisant une fonction intermédiaire (que I'dndiera) définie a I'aide de deux intégrales, mentjue :
0a0OR, J:mz arcsm(\/_ X) dx+jcosz( arccos(&).dx=%.

On peut définir 1 a O R, F(a) :josmz arcsm@/_) dx+J' arccos(/_) dx.

Puisque X+ arcsin(\&) , est définie, continue sur [0,1], elle y admet piesitives et on peut note®
celle qui s’annule en 0.

De méme on not€ la primitive sur [0,1] et s'annulant en O de& > arccos(&) .

Puisque O a O R", sin®(a) O [0,1], J':nz(a) arcsing/x).dx existe, vautS(sin? & ))

et avec un raisonnement similaire, 'autre parsiatC(cos” @)).

Donc F est définie suR, et :0 a O R, F(a) = C(sin®*(a)) + S(cos (a)).

On constate alors qué est paire 1 a O R, F(-a) = C(sin*(-a)) + S(cos’(-a)) = F(a),
et 71-périodique puisquell a O R, sin’(a+ /1) =sin®(a), et : cos (a+ 71) = cos” @).
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On peut donc restreindre son étuc{d)alﬂ ou elle est de classé Par opérations.
Puis :0 a OR, F'(a) = 2.sin(@).cos@)S'(sin*(a)) — 2.sin(@).cos@).C'(cos (a)) .
Or sur{o,l—j , on a :S'(sin”(a)) = arcsing/sin®*(a)) = arcsin(sifa)) = a, et : C'(cos’ (a)) = a.

Donc :0 a [0 [o,’ﬂ, F'(a) =0,
et F est constante sur ce segment, donRsar parité et périodicité.
1 1 1
in El 7 = [2arcsi 2 2 g ="
Comme enfin .F[Zj J'O arc5|n(\/§).dx+J'0 arccos(&).dx J'O 5 .adx 4’

on en déduit le résultat.

12.

Pour f une fonction continue dR dansR, on pose 1 x 0O R, g(x) = Lxsin(x—t).f (t).at.
a. En linéarisant le sinus, montrer queest de classe’@urR puis que :
0 x OR, g'(x =j:coso<—t).f(t).dt.
b. Montrer de méme que est de classe’GurR, puis qu’elle est solution s& de I'’équation
différentielle :y"+y = f &)
c. Donner toutes les solutions de cette équatitbérdntielle.

a. On peut écrire :
0 x OR,

9(x) = [ [sin(x).cos) - sint).cosE)]. f (t).dt = sin(x).| cost). (t) dt - cos).[ sin@).f (t).dt,
et comme somme de produits de fonctiohst€R ( f est continue sUR), g est de classe'GurR.

Puis :
O x OR,

g'(X) = cos) .J.Ox cos().f (t).dt +sin(x) .J.Oxsin(t). f (t).dt +sin(x).cos(x). f (x) —sin(x).cos).f (X),

et donc :g'(X) = joxcos(x—t).f (t).dt .
b. Le méme argument que précédemment montreggest de classe'GurR, et :
Ox OR, g"(x) = —sin(x).joxcost).f (t).dt+cos(x).J'0Xsin(t).f (t).dt +[cos’ (x).f (X) +sin(x).f(X)] .
Dou:O0 x OR, g"(xX) =-g(x) + f (x),

et g est bien solution siR de I'équation différentielle y"+y = f X .)
c. La solution générale sl de I'équation homogene associée a cette équafiénetielle linéaire du
second ordre a coefficients constants pouattigghomogene est :
O x OR, y(x) =a.sin(x) + 8.cosk), avec : @,8) OR?
Les solutions suR de I'équation différentielle sont donc les fonosade la forme :
O x OR, y(x) =a.sin(x) + B.cos(x) + g(x), avec : @, ) O R

Convergence et calcul éventuel d’'intégrales improg@s.

13. Etudier a I'aide de primitives si les intégrales/antes sont convergentes et si elles le sontjgaeleur

valeur.
a. J.;In(x).dx, b. .[Om e **.dx, avec: dlRouC, C. J'Omsinz(x).dx.

a. La fonction dans la premiére intégrale prop@st@éfinie, continue sur ]0,1] et I'intégrale est
généralisée en sa borne inférieure.
Puis :0 x [1]0,1], Iln(x).dx = x.In(x) —jl.dx =xIn(x)-x+C, avec :.C OR.
Ces primitives admettent une limite finie emOnc I'intégrale proposée converge.
En notant par exemple F la primitive qui S’alenen 1, on a alors :
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[[In().dx= F @) - imF( =-1+0= -1

b. La fonction sous la deuxiéme intégrale est d&ficontinue suR™ et I'intégrale est généralisée ewr.+
Si:a=0, alors :Il.dx =x+C, qui n"admet pas de limite finie e+
Sitaz 0 ona:

—a.x —a.X

0 x ORY, je‘” dx=2 — +C= e—a e +C,avec:C OC,et:a=a+i.8, (a,f) IR
Si:a > 0, la primitive trouvée a une limite nulle em<pour : C = 0), égale &C dans le cas général.
Si:a =0 alors ;8% Q puisque :az (et la fonction :x+— e"#*, n’a pas de limite encs
Si:a < 0 la primitive trouvée tend en module vers en Heo.
Donc cette primitive admet une limite finie €n si et seulement sia = Re(@) > @&t I'intégrale
proposée converge si et seulement®e@) > . 0

En notant- une de ces primitives, on a :

0 az0, tel que :Re(@) > oj0+°°e-a-X.dx: lim F(x)—F(O)=C—[—§+C] :i.

c. La fonction sous l'intégrale est définie, contirsur [0,+0) et I'intégrale est généralisée en.+
Puis 0 x OR, jsm (X).dx = J'lLS(ZX)d -g SlnEIZX)+C> , %+C,avec :C OR,

et ces primitives n’admettent pas de limitéefien 4o du fait de la minoration.
Donc lintégrale proposée diverge.

14. Montrer la convergence et calculer les intégratesegalisées :

aj In 1+ at, b.j+ww.dt, c.j+wwd
1 t2 0 1+t32

a. j0+wln(1+tizj.dt : la fonction f sous la premiere intégrale est définie et contsurg0,+o), et :

1 1 oo ]
In|1+—= , tj —-.dt est absolument convergente,
{2 Jrot?’ k2

In(1+tij~ln[ 1) =2.In(t) = o, (\/_) etj dt est absolument convergente.
Ainsi par comparaison de fonctions posmvésest intégrable sur ]0s) et I'intégrale converge.
Puis la fonction t > t.In(1+tizj , admet une limite finie (nulle) en O et ew fa I'aide par exemple des

équivalents précédents) ce qui autorise l'irattgn par parties suivante :
-2

+00 e +00 3 +00
[ In(1+izj.dt: t.|n(1+izj -[Tt-Ld=0+2f L
0 t t2)], * L1 o 1+

t2

+o arctang)

| : la fonction f sous l'intégrale est définie, continue sur pd)+

DeplusiJt=>1, 0s———=

ce qui garantit (par comparaison de fonctiarsitjves) la convergence de l'intégrale.

arctant)

Puis la fonction t > — , admet une limite finie (nulle) erretce qui autorise I'intégration par

parties suivante J?;w%?no.dt = [—M} + Lmﬁ.dt
AL+
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+0o

Deplus I tz1, — - =1 _t [ arctany) o _ 77

T e [

A noter qu’il ne faut surtout pas séparer IeB>dIogarithmes en dehors du crochet.

Finalement :L+mm.dt:7—7+ Inl —_t _ Tl L)-7,In(D
t 4 Vist? ) 4 \W2) 4 2

+ grctang)
C. J:) Wdt

Deplusilt=1,0<

1

. la fonction f sous l'intégrale est définie, continue sur [@)+

arctan() nl
1+t2 2 2
ce qui garantit (par comparaison de fonctiarstives) la convergence de l'intégrale.
Enfin la fonction 1 — (arctan())z, admet une limite finie encs; ce qui autorise I'intégration par

parties :
arctan() o arctan() arctan() 17
—=at = { -| ————.at, et —.t——.—:—.
jo L d=lare an())?]; j L2t etdonc j A==
15. Soit: & OR.

a. Montrer l'intégrabilité de t > e surR".
b. En déduire la convergence ﬂg et gt | J'Om cost).e™.dt, et J':osin(a).t).e‘t dt.

c. A l'aide d’'une primitive, calculer les trois égrales précédentes.
d. Retrouver la valeur des deux derniéres intégraléaide d’'une double intégration par parties.

a. La fonction proposée est définie et continudRSyet :0 t O R, e(‘l“"")'t‘ <e".

Or la fonction 1 €™, est définie, continue et intégrable &it soit a l'aide d’une primitive, soit

commeo, (t—zj donc par comparaison de fonctions positivespation initiale est intégrable sRr.

b. Il suffit de dire que la premiere intégrale @ssolument convergente du fait de la question guedans
ce cas, les deux autres intégrales sont I¢iepaéelle et imaginaire de cette premiere inlégeasont
donc convergentes.

o _ (-1+.w)t ]+ (-1+i.)t +
De plus :jo e“l“'“’)".dt:{e _ } = Iim(e j— ! 1 o

-ltiw], el -ltiw “1tiw l-iw 1P
1+ ) t | e—t (~1+i.w)t
En effet 0t OR, — = —, et on en déduit quelim =0
‘—1+|.w| ~1+id’ tovo| —1+i.

Enfin :

+oo _ Y i 1+iw 1
. t - (-+.w)t — t
IO cos(wt).e ™ .dt Re(J-0 e .dt] Re(“wzj 1+a)2’e

+oo ~ o 1+i.c0 w
. t - (-1+i.w).t = -
IO sin(wt).e™ .dt Im(J‘0 e .dt) Im(1+a)2j o

c.Onposed t OR", u(t) =cost), v(t) =-e™
Puisqued t( ¥. t( )]admet une limite finie enc+(avec le théoréme des gendarmes), on peut proaéder
une intégration par parties et écrire :

Lm cosit).e™ .dt =[-cost).e™];” — w. J'Om sin(wt).e™.dt =1- a).jom sin(wt).e™ dt,
et avec des arguments similaires, on procadealeuxiéme intégration par parties :
Lm cost).e™.dt =1- w[-sin(wt).e™];” - &’ .Lm cost).e™.dt =1- &’ .Lm cos(t).e™.dt.

En rassemblant, on en déduit qu&+ wz)..[:o cos@t).e™.dt =1, puis :J'O+o° cost).e™.dt = 1%
@
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1:a12

+oo | —t —1_ too —t -1-—
a).jo sin(wt).e.dt =1 IO cosi)e dt =1 Tva? 1+a?

I3
1+

Enfin, poura nul, I’intégraleJ'Omsin(a).t).e‘t dt, est nulle, sinon J'Omsin(a).t).e‘t dt = 5

16. Déterminer une condition nécessaire et suffisamte &@,b) O R? pour que ces intégrales existent.

+00 dt +00 ta +oota.e_t
a| —, b. dt, C. dt.
L t2.(t-1° IO 1+t° IO 1+t°

a. La fonction sous l'intégrale est définie, conéret positive sur ]1¢¢) et l'intégrale est généralisée en
ses deux bornes.

. _ 1 ot
Puis en &, on a :— —~——, et par comparaison de fonctions a valeurs p@sil\f _—
t2.(t —1)° =t 2 t3(t-1)°

. +o (Ot .
converge si et SEUIGmentLS| ta—+b converge, soita+b>1.

En 1, on a ! L et de mémej

. -D° 1 (t-)°
converge, soitb< .1
Finalement I'intégrale est convergente si etament si: p<l,a+b> )
b. La fonction dans la deuxiéme intégrale est @&ficontinue sur J0eb), positive, donc l'intégrale est
généralisée en ses deux bornes.
Pour I'étude encs, on distingue alors plusieurs cas :

converge si et seulementISI—

dt
t.(t-D° 1"

t° 1
b>0: ~ , et I'intégrale converge si et seulementB=a> , 1
140 o t0a
t® 1
b=0: 1+tb PYe , et I'intégrale converge si et seulementsia> , 1
t° l
b<O0: T ~ , et I'intégrale converge si et seulementsia> . 1
+ +oo
Pour I'étude en O, on distingue aussi plusieass:
ta
b>0: 0 0 t‘a , et I'intégrale converge si et seulementsia< , 1
+
t? L, . .
b=0: - ~——, et l'intégrale converge si et seulement sia< , 1
1+t° 0217
t° 1 o : :
b<O0: ~~———, et l'intégrale converge si et seulementBia< . 1
1+t° o™
Conclusion :

I'intégrale converge si et seulement 9 >0, -1<a<b- )oli (b<0,b-1l<a<-1).

c. La fonction dans cette derniere intégrale eihigé continue et positive sur ] et I'intégrale est
généralisée en ses deux bornes.

Les équivalents précédents permettent d’affirguéen +eo, la fonction est toujours négligeable devant

— , donc l'intégrale est toujours convergente sutd,

Conclusion : I'intégrale est convergente sailement si elle converge sur ]0,1], autrement dit
b=0,a>-Dou(b<0a-b>-1).

- ’ +oo =
17. Pour :n ON, montrer la convergence de l'intégralg,;, = J'O t".e".dt, et calculer sa valeur.

Pour :n ON, la fonction sous I'intégrale est définie, congnpositive sur [0,) et I'intégrale est
généralisée encs.
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Puisque, en envisageant une intégration par paktreégrale J.Ooo nt"*.e™.dt est encore convergente
pour :n=1, on peut écrire directement :

O n 0N~ jmt”.e‘t dt=[-t"e"]y” + n.jomt“‘l.e‘t dt,

soit : =0+nl, ouencore !, =nl,.

De plus :I1 :J'O e'dt=[-e"];” =

donc par récurrence immédiate:n ON, |, =nll, =

18.

Soit: A OR.
dt

a. Déterminer I'ensembl® des valeurs dd telles que I'intégrale | (1) =J:w )0t converge.

b. A I'aide du changement de variable (que l'orifigsa) : u =%, montrerqued A 0O D, 1 (A) =%.

1 e 1
@A+t?).@+t") - @+t?)’
La fonction majorante étant clairement intétgaurR™, | (A1) existe pour toutd réel.
b. Le changement de variable étant strictemenbissant et de classé 6urR™, on a :

a.Onconstate quet A OR, 0t OR™, 0<

0 du +eo u’.du
04 0OR, (1) = = .
Lw (1+ 1)(1+ ];j IO (u? +D.(u" +2)
u u
. o dt +o u?.du w du T
On en déduit que2.l (1) = + i
a “) jo @A+t?).L+t") jo (u? +1).u" +1 j w+1) 2°

On conclutqueld A OR, I (A1) =—

19. A l'aide d’intervalles bien choisis, montrer quefdaction : X —

sin®(x)
X

, N’est pas intégrable sur [2o}.

Que peut-on dire des mtegralffs Sin (X) .ax tj Sin (X) ax ?

a. Notons tout d’abord que la fonctlon proposeepesttlve sur [1,¢e).
Puis pour k = OQet sur l'intervalle k.z1,(k +1).727], on a :

in? in? n+1).7 Sin? n +1).77
0 x 0k (k+ D], S0) 5 SO oy, pomnmSN 09 gy 5 L 1€ (.0
X (k+1).7 n X = (k+1).7 H*r

De plus {1 k>1, I::l)'”sinz(x).dx = Ioﬂsinz(x).dx = g

mais la valeur exacte n’a pas d’importance.
+1).77 Sj 2 n
Dot :0 n ON*, [ SO0 oty b L1y g
' X 2ia(k+D) 2

somme partielle de la série harmonique.

n*(x)
X

ouH, désigne lan'“™®

En notant~ une primitive de la fonction x— , ON constate qu& est croissante e n(.))

tend vers &, doncF tend vers do en +eo et la fonction n'est pas intégrable sur )+
b. Puisque la fonction est positive, son intégrbdur tout intervalle inclus daf™ est équivalente a la
convergence de son intégrale sur ce méme aiterv

Donc J' Sin ( X dx diverge, ainsi quefwm dXx.
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in“(x : _y -
On peut noter en revanche qu .dx converge, la fonction sous l'intégrale admettard limite

finie (nulle) en O et donc étant prolongealade gontinuité sur [0,1].

20. Déterminer les réela et b de telle sorte que I’intégrale (\/f +a~t+1+bA/t +2).dt converge.
Calculer alors sa valeur.

La fonction f sous l'intégrale est définie et continue Br
Elle admet pour primitive suR”, la fonction F définie par :

O x ORY, F(x) = I(ﬁ+aﬁ+b\/t+ 2).dt == (x§+a(x+1)z+b(x+2)3j

L’intégrale proposée converge donc si et seulersieiRt admet une limite finie encs:
On peut alors effectuer un développement limitd-¢g) en -eo :

3 3
3 3 3 3
0 x OR™, F(x):g.x2 1+a(1+1j2+b(1+3j2 :3 2((1+a+b)+—(a+2b)—+o (1D
3 X X 3 X

Donc F admet une limite finie enoisi et seulement sit+a+b=0,et:a+2b= 0,
autrement dit si et seulementsi=—- ,&:b=1
Pour ces valeurs, on a alors :

[ (Wt-24t+1+4t+2)dt = lm F( - F(0) = o—%.(—2+22) :g.(\/i—l) .

21. a. Montrer la convergence des intégralda;:jom—1 dttg ,et:J= J:w 1t'dtt3 :
+ +

. . . . 1
b. Montrer que ces deux intégrales sont égalesdel'du changement de variable = =

c. Calculer(l +J ) et en déduire leur valeur commune.
. Retrouver ce résultat en utilisant une décontiposen éléments simples dans la premiere intégrale

o

a. Les fonctions dans les deux intégrales sonhi@sfi continues et positives sur [@)3et les deux
intégrales sont généralisées en +

1 t 1
De plus /—— ~—, et: 5 ~ -5 , toutes les fonctions étant positivéset J convergentes.
1+t° +=t 1+t +°°t
b. Comme proposé, utilisons dafisle changement de variablel == = ¢(t) ,

qui est bien une bijection*@eR** dans lui-méme.

On obtient alors J = ° i L (—ij du = o _du =1.

oo 2 3
u 1+i3 u 0 1+u
u
. e dt Ao dt 2 2t-1)]"
c. La encore, comme proposé+J—J' ;== ————=—={arcta :
o 1-t+t? 3% (21—1} e 5,
— =1 +1
J3
2 (m T 4.1 2.7
Donc:l+J)J=—F|—-|-——||=—=,et: | =) =——.
\/§(2 ( GD 343 343
: .1 _a bt+c 1, 1 2
d. Enfin, on peut commencer par écrire— = + >, etontrouve a=—-,b=--,c=_.
1+t 1+t 1-t+t 3 3 3
On cherche alors une primitive de cette fomcéa :
2t -1 1 dt 1 2t-1
F@)== -—. dt+=. ——I 1+t Int -1+1)+—.arcta .
)= I1+t 6~[t2—1+1 zjt2 w1 gt g ) J3 ’E\Ej
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F admet une limite finie encs-qui vaut (en regroupant les Inp+

On retrouve ainsi le résultat précédent plour

22. Intégrale de Gauss.
a. Montrer l'intégrabilité suR” de : x— e ™.

On notera i = J.Om e dt.

b. Montrerque J u OR", 1-u<e™ < (1+u)™.

o 2\" . v e t2) "
c. En déduire quel t O [0,+/n], (1——) <e™, puisque Ot OR", e s(1+—j .
n n

d. Soit:J, = Eco§ (x).0X .

Jn 2\" +eo
Montrer que nzl,J'O (1—t—j .t :\/ﬁ.JZM, J; L:\/ﬁ.\]2n 5 -

n 2\"
=)
n

e. En reprécisant un équivalent die en +eo donner la valeur dé .

a. La fonction proposée (appelonsflg est définie, continue et positive sur [@)}

De plus, on constate qudim x2.e™ =0, donc :e = om(izj, d’ou lintégrabilité def surR".
X

X - 00

b. On peut démontrer ces deux inégalités en étudemfonctions intermédiaires dRf comme :
gp(uy=e“-(@1-u),et:gu)=€e"-@1+u).
Onaalors u OR", ¢'(u)=—e™" +1>0, et:¢(0)=0.
Doncg est croissante, nulle en 0 donc positiveRyrce qui donne l'inégalité de droite.
Puis:0u OR", ¢'(u)=€e"-1=0, et: () = 0.
Pour les mémes raisons, est positive suR" ce qui donne l'inégalité de gauche.
2

. t ) e .
c. Pour :t [ [O,\/ﬁ], on en déduit que¢g| — [=0,donc :0<|1-— [<e " ,(1——) <e".
n n n
En utilisant le fait que x — x", est croissante s, on déduit le premier point demandé.

. . t2 . _ﬁ 2 R . 2 it
Puis, pour t OR", w(—jzo, dou:0<e " s(1+t—], et a nouveaue™ s(l+t—j .
n n n

Jn A" . . .
d. Dans.[0 (1—t—j dt (intégrale sur un segment), on réalise le chaegéne variable t = \/ﬁ.sm(x),
n

a2 z .
et: [ “(1—_j dt = [2 @sin® (¥)" V. cosg).dx = V.d
n
L’autre intégrale est généralisée emmais converge pourn= , tar:

1 n"
0 — <o, sur [1,%9).

2 n
[++7)
n
On effectue alors le changement de variaBlst@tement croissantt:= \/ﬁ.tan(x), et:

oA o AHRnt9) dx e _
IO (1+ tzjn \/ﬁ'[o (L+tan*(x))" o \/EJ-O 1+ tan?(x))"* \/ﬁj-o 005" (.o =Vn.J,, 5.
n

. . . - Jno 2 oo .2
e. La fonction exponentielle étant positive, onjgaln:et dt < jo e .dt.
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En intégrant les inégalités de la questiomoplatient alors :

«/ﬁ 2 " \/ﬁ 2 +oo 2 +oo
Onz1, | (1—t—j dis[etdis|etdts| _a
0 n 0 0 0 t2
1+—
T Ji T N
De plus i/n.J . ~n. ~ Let:vnd, , ~+/n. ~ :
P 20 oo 2.2n+1) += 2 2072 4o 2.2n=2) += 2
Le théoréme des gendarmes permet de concleracuite (constante) égald aencadrée ci-dessus,

Jr

JT . too L,
tend donc vers\/;, et finalement 1 = IO e .dt :7.

Exercices divers : série, fonctions, équivalents.

23. a. Montrer que la fonction donnée sus,Q[ [1 ]0,1[ par :t +—

0.

In(lt— ) est prolongeable par continuité en
_ xIn@-t) : .
b. Montrer que £ x 0 (-,0[ O ]0,+1[, f(X) = _J‘of'dt’ existe, puis qud est prolongeable par

continuité en 0 (on continuera a nofere prolongement).
c. Montrer quef est dérivable surd,+1[.

d. Montrer que B x [ (-o0,+1[, f(X) + f(ilj = —%.(In(l— X))?.
X_

In@-v __,

a. Il suffit de remarquer, a I'aide d’'un développarlimité que :Itirrg

pour constater qu’on peut prolonger cette foncp en 0 en posantg(0) = -1.

In(1
t

En effetg est définie, continue suB]x ] (ou [x,0[) et garde un signe constant négatif sur I'intéeva

d’intégration.

Enfin, ¢ est prolongeable en 0 donc I'intégrale converge.

Si on notep, ce prolongement, alors on a encore :

0 x 0 (-0,0[ 0 ]0,+1[, f(X) :—j0x¢0(t).dt.

f est donc I'opposé de la primitive g¢g s’annulant en 0, et elle a une limite finie nudfeO.
c. f étant une primitive dg, sur («o,1[, elle est y méme de classé C

b. Pourx fixé dans : («,0[ O ]0,+1], jox i dt est une intégrale généralisée en 0.

d. On pose B x [ (-0, +1[, F(X) = f (X) + f(ijﬁ.(m(l— X))?2.
x=-1) 2

On remarque tout d’abord quiel :x [ (-0, +1], le (-o0,+1].
X —

Puis :
0 x O (+oo+1[ F () = £'(%) - 1 : ,f'( X j_ln(l—x) __In@-x) _Inl-x) _Inl-x) —0.
(x-2 x-1 1-x X X(x=-1) 1-x
Cette derniére égalité est en fait valable pou# 0, mais puisquef est C, F I'est aussi et par
continuité deF', on a encore F'(0) =0.
F est donc constante sur son intervalle de défimiid :
O x O (-o0,+1[, F(X) = F(0) = 0,
d’'ou le résultat.
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i 1

t* (arctanf))?

b. Montrer que la fonctiofr : X+ 1%, est définie suR™.
x (arctant))

c. A l'aide de la question a, déterminer un éq@madeF en 0.

24. a. Montrer que la fonctiorf : t+— , est intégrable sur ]0,1].

a. La fonction proposéé est définie, continue sur ]0,1].
De plus:

-2
1 1 1 1 t2 1 1 212 2
0t0]01], 5 -—————=—-=1]1-—+0,(t* = -1+ 40 (t?) |=-Z+0. (1),
2

. 1 1
et:liml > -—— |=-
t- O(t 2 (arctanf))® j 3

autrement ditf est prolongeable par continuité en Ofeest intégrable sur ]0,1].

b. La fonction :t = ————, est définie et continue sR*, donc y admet des primitives.
(arctant))

F apparait alors comme l'opposée de la primitiveette fonction suR™ qui s’annule en 1.
c. On peut alors écrire :

1 1 11 =_}1_1 _1_.op
0 x>0, F(X)_IX((arctan())z tz].dujxtz.dt [ tl Lf(t).dt 1 Lf(t).dt.

Enfin, quandx tend vers Ox— 1+.[Xl f (t).dt , admet une limite finid. du fait de la question a, donc :

— 1 _ _ 1
XF(x)=1- x.(1+jx f©d) M~ 1-0L =1, et: F(x);-.
25. a. Déterminer I'ensemble de définitiom de f ou on a posé poura O R, f(a) :J-1+wtadi1'

b. Montrer que la fonctiorf est décroissante sa? et de limite nulle encs.

a. Pour tout réel a, la fonction sous I'intégradedgfinie, continue, positive sur [19).
Si:a< Q la fonction sous l'intégrale a une limite finiemnulle en ¢ donc I'intégrale diverge.
1 . . :

i1 ~ ek et I'intégrale converge si et seulementai> . 1

Finalement @ =]1,+c0).

Si:a>0,ona:

1 1
< ;
tP+1° t2+1
et comme les intégrales convergent, on peégiet sur [1,¢), ce qui donne f (b) < f(a),
et f est bien décroissante sur [®)t
Comme de plus la fonction intégrée est positiveest elle-méme positive.
Etant décroissante, on a ainsi la garantie fjuemet une limite finie (positive) erot
dt +o (it 1
=f(a) < j — =
1+t® 1t a-1

Le théoreme des gendarmes permet de conclerd @ tend vers 0 quand tend vers ¢o.

b. On constate ensuite que 1<a<b,0t>1,

Mais de plus ] a>1, Os.[lm

t? +t

26. Etudier et justifier le tracé approximatif de lafdion : x+> LX dt.

JiE+1
La fonction f sous l'intégrale est définie, continue ur
La fonction proposée qu’on noteFa est donc la primitive dé surlR, s’annulant en 1.
A ce titre, elle est définie, de classksDrR.
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X% + X

Vx®+1
F est croissante sur{;-1[ et ]0,+0), décroissante sur ]-1,0[, eF:(0) <O.
Enfin, F admet une limite finie efhw, car : 12

. P+t 1
* sur [1,4#0), f est positive et : ~—, 1
Vet +1ret 0.8
t? +t 06
.dt converge et
t8+1 04

lim F(x) existe et est finie. 0.2

X — +oo
 sur (eo,-1[, f est également positive, et
le méme équivalent montre la convergence

De plus:00 x OR, F'(x) = , et doncF' s’annule en 0 et -1.

+00
donc L

o t2 +t o
dej dt puis I'existence
t®+1
d’une limite finie pourF en o.
La courbe représentative dfe présente donc
deux asymptotes ervot

Intégrabilité de fonctions de signe quelconque, aaleurs complexes.

27. Les fonctions suivantes sont-elles intégrabledrStr?

a. f(x) =‘_fL°—S°‘) b9 =2 (aOR) c. h(x) = e~ x" sin® &), (a OR).

+ X2 1+x*’

a. La premiére fonction est définie et continueRyret :
_ |cos)| .1
1+x2 = x?’
donc la majoration garantit sont intégrab#ité [1,40) donc sur [0, o).
b. La deuxiéme fonction est définie, continue R, et :
‘ i.X 1
1+x*  1+x*
Distinguons alors trois cas :
a< 0, et la fonctiong n’est pas intégrable sur [2e} puisquefoo dt diverge,

0 x=1, |f(x)

0 x>0, |g(x)| =

a = 0, et la fonction n’est toujours pas intégrable[&utco) puisquej'lm%.dt diverge encore,

1 _y : .
a> 0, et dans ce caﬁg(x)| ~—, doncg est intégrable sur [1¢4), si et seulement sia> .1
+ 00 X

Dans ce dernier cag, est alors intégrable sur ]0,1], puisdgh est prolongeable par continuité en 0,

ayant pour limite 1 en O.
Conclusion :g est intégrable sUR™ si et seulement sia> 1

Remarque : dans les deux premiers cas, on aurait pu diregqu&tait pas intégrable sur [T} puisque
|g| avait une limite ene et cette limite était non nulle.
c. La troisieme fonction est définie, continue B, et :

en 0 :|h(x)|;x‘”3 = donch est intégrable sur ]0,1] si et seulementsiz—3< , 1

ou:-4<a,
en +o : x?|h(X)| < x“*2.e™, ce qui garantit que lim x*|h(x)| =0, et I'ntégrabilité deh sur [1,+e0).

Conclusion h est intégrable suR™ si et seulement si-4<a .
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28. Soit f définie sulR™ par :0 x>0, f(x) =

In(x)
(x+1*

a. Etudier l'intégrabilité def surR™.

b. Calculerj In (X; dx, et en deduwej‘ In( ) > .dx al'aide d’'un changement de variable.

G 4
+1’

c. Que vautJ'0

a. La fonctionf est définie et continue sR™.
*en0,ona lirrcl)\/;.f (x) = Iirr(n)\/;.ln(x) =0, ce qui garantit I'intégrabilité dé¢ sur]0,1],

: In(x) _

e en 4o, 0N I|mx2fx—I|m
e 0 axmo (X) &

b. On peut chercher une primitive desurR™ :

@ [ @], 1 __Ine
0 x>0, F(x) = j dt—{—m} +jm = j( t+1j

Il faut noter qu'ici, |I est plus prudent des@nner avec des primitives que directement suirdégrales
généralisées.

D'ou :0 x>0, F(x)=—I ( )+In(x) In(x+1) =
In(t)
+1)?

0, ce qui garantit & nouveau l'intégrabilité desur [1,4eo).

M—In(x+1).
X+

Il est alors facile d’ obtenlrf

d=F@Q- I|m F(xX)=-In(2).

1
Puis, avec le changement de varlable: =, qui est strictement décroissant et de class#eq0,1] dans

[1,4), on obtient :J-lm(tlrl(gz dt : ( ( % [—izj = IO (1In(u; du=1In(2).

In(t) dt = .[1 In(t) J- In(t)

C. Ewdemmentj (t+1)? o(t+1)?’ (t+1?

29.

a. Etudier l'intégrabilité des fonctions suivantes

X In(sin(x)), sur}o,g} , €t I x — In(cos(x)) , sur[o,g :

On note alors | = J?In(sin(x)).dx, et:J= .[OEIn(cosQ()).dx.

b. Montrer que 1 =J.
c. Trouver une relation non triviale entfe+J el , et en déduire la valeur de

a. La premiére fonction est définie, continue %mrﬂ et négative.

De plus w/x.In(sin(x)) = v/x.In (S'n( )j+f In(x) I}, - 0, donc elle est intégrable sur ]0,1], puisque

I'exposant de la puissance utilisée veérifee = > <1.
L'intégrabilité étant conservée avec un changgrde variable bijectif de classé, @i en posant :

u =§— X, l'intégrabilité de la premiére fonction s%@,g} donne celle de la deuxiéme {lﬁr,—;[ .
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b. De plus, le changement de variable précedentaloh= Eln(sin(x)).dx = Eln(cos(J)).(—du) =J.
2
apmsn+J=kmmgm@yumamwnwciﬁm@mamy4maum=km@mamnumgmey
y N z . 17 . 1 x . m i
D'ou : J'OZ In(sin(2.x)).dx = E'L In(sin(u)).du = E.[L? In(sin(u)).du + J',zrln(sm(u)).du .
Et pour finir avec le changement de variable= 77— x, on obtient :
[Qn@m@»du=fgn@m@»(ﬂy)=|
2 2
En rassemblant ces résultats, on conclut dued =1 —g.ln(Z), dou:J=1I= —g.ln(Z) :
30. a. Montrer que l'intégrale t = J'm dt converge pour tout réeb:# +1, puis que :I| OR.

=1+ (t+ib)?’

b. Décomposer la fraction sous l'intégrale en éldseimples dan€.
c. Comment obtenir la valeur dea I'aide de cette décomposition ?
d. En déduird .
a. La fonction sous l'intégrale est définie ultorsque son dénominateur ne s’annule pafksur

Or ses racines dafissont :t = —i.b+i, et il faut donc supposeib:# + (&ar des ces cas, la fraction

n'est pas définie en 0).

En dehors de ces valeurslageelle est continue st puisque ses parties réelle et imaginaire sont des

fractions rationnelles définies et continuesfidu

1 1
De plus ———— ~—,
1+(t+ib)” =t
ce qui assure l'intégrabilité de la fonctiom ELj+o) et (-o,-1].
Enfin, avec le changement de variable strictérdécroissant et de classé: @ = —t, on obtient :
_:jm dt. ZZI_W —du' zzjm du‘ >=1,et:l OR.
~1l+(t-ib)* “=1l+(-u-ib)® ‘=1+(u+ib)
b. Avec les zéros du dénominateur précisés au-gessipeut écrire :
1 a Jé; ,
= + ,etavec 1=(a+p)t+i((b-1).a +(b+1.
1+(t+ib)®> t+ib+i t+ib-i @+ pr+i(b-Da+b+DF)
on obtient ;8 =-a, puis : - 2i.a = ] soit :a=—i,=|—, et :,8=—|—.
2i 2 2
Ainsi : _ Z:I—. _1 - — _1 — .
1+(t+ib)® 2(t+ib+i t+ib-i

c. Il suffit alors de déterminer une primitive @efbnction précédente pour obtenir, avec des Igratetc

pour obtenir la valeur di, et comme de plus c’est un réel, il suffit de abdc une primitive de la partie

réelle.

. _ 1 i t—ib-—i t—ib+i 1( it+b+1 t+b-1
d.Oneécritdonc :———— =~ o 1= o 5 |
1+(t+ib)° 2(t°+(b+D)° t°+(b-2 2{(t°+(b+D)° t°+(b-2

0 x OR, F()=2. arcta{ij—arcta{ij R ESEICES Y
2 b+1 b-1)) 4 | x*+(b-1)7

sachant que la partie imaginaire ne sert a rien
2+ (b+1)? 2 4 (b+1)2
On constate d'ailleurs quelim In M = lim In M =0
x-+o | x“+(b-1) x-—= | x*+(b-1)
Puis :

e si:|o>1,alors:lim| arcta X |- arctah—— | | = lim| arctafh —— | - arctaf —— =0,
e b+1 b-1)) x-o b+1 b-1
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et:l = lim F(x) - lim F(x) =0,

* si: |0 <1, alors : lim arctar{ij —arctar(ij
X 4oo b+1 b-1
et: lim arctarE—X j— arctarE—X j = -,
X0 b+1 b-1

dou:1 = lim F(x) - lim F(x) = %.(n— (-1)) = 71.

T,

31. Soit f continue par morceaux de [@)}dansC.

X+1
a. Montrer que sif est intégrable sur [Ogs), alorsj' f (t).dt tend vers O quand tend vers ¢,

b. Montrer a I'aide d’'un contre-exemple que le lgun’est plus vrai sif n’est pas intégrable sur [0y-

a. Si on note= une primitive def sur [0,40), alors :

0 x O[0+), [ f ()t = F(x+1) - F(x).

PuisqueF est intégrable sur [Og), J'Om f (t).dt converge,F a une limite finie eneb, et la différence

écrite au-dessus tend vers 0 quanignd vers ¢,
b. Si on considére par ailleurs la fonctiébndéfinie par 0 x O R, f(x) =e€*,
f n’est pas intégrable sur [Gey et :

X+1
O x>0, j f(t).dt =et —e* =e*.(e-1),
qui tend verseb en +eo,

Remarque : il faut donc se méfier du raccourci (qui n’a passéns) :lim me (t).dt = me td= 0

32.

Soit f continue par morceaux de [@}dansR et décroissante.
A l'aide d’encadrements, montrer quefsiest intégrable sur [O¢d), alors x. f (X) tend vers 0 enos.

On pourra penser & utilisﬁ'x f(t).t.

Notons F une primitive def sur [0,e0).
Puisquef estintégrable sur [Oes), F a une limite finie eneb,
De plus, f étant décroissante sB¥, on peut écrire :

0 x OR", jz f(t).dt < jz f(x).dt = @x—=x).F(X) = xF(X),

. - o0t = (x= 2.1 () = X
et:0 x OR", :f(t).dtzj:f(x).dt—(x DF =210,

On en déduit que F (2.X) - F(X) < x.f(X) < 2.[F(X) — F(g)].

Le théoréme des gendarmes garantit alors)gtiex tefid vers O enos.

33.

Soit f une fonction continue et intégrable sur f)+

On pose O x=1, u(x) :iz.jlx f (t).dt, et :v(x) :M_
X X

Montrer queu etv sont intégrables sur [1oe), et que :Lmu(x).dx = Lmv(x).dx.

La fonctionu est clairement définie et continue (et méme dssel&) sur [1,40).
Puisquef est intégrable sur [1¢#), on a :

1 |ex 1 o« 1 e
0 x=1, |u(x)|:7.j1 f(t).olt57.j1|f(t)|.o|ts7.j1 oS
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ce qui montre, par majoration de fonction positopge u est intégrable sur [1¢s).

_I()l

De mémey est continue sur [1g4) et :0 x =1, [v(x)| = <|f (x|,

ce qui prouve la encore queest intégrable sur [1os).
Enfin en utilisant une intégration par parties[sl)A], on a:

0 A1, | A%.olx - Fjl “f (t).dtT -[ A(—X—lz]( [ (t).dt).dx

1
Et comme {J Azl,Z.J. f(t)dt——J.f(t)dt——J. f(t).dt,

on en déduit quell A>1, ‘Z.LAf(t).dt SZ'L |f(t)|.dtsZ.J; I (1))t

d'oli : lim l.jA f(t).dt=0

A 400 A 1

Dot en passant a la limitef; " v(x).dx = [ =109 gy = [ miz( [t (t).dt).dx = [ u(.dx.
X X

oo —a.t
34.0npose 0 a OR™, O x OR™, J_(X) =j €
a. Justifier I'existence dé.
b. Justifier I'existence dd_ x(, pour tout:a> Qettout:x> Q

St
c. Montrer que I'applicatiorg définie sumR par :[0 t # 0, ¢(t) = e -1

R.

-t
d. En déduirelim L eT.dt, puis la valeur dd .
x-0" J3.x

, et : ¢(0) = -1, est continue sur

a. La fonctionf sous I’intégrale définissarit est définie, continue siR™, et :
e —e" _ (1-3t+0,(t)) - @-t+0y(t)) _
t

Ot OR™, f(t)= =-2+0,(D),

et f est prolongeable par continuité en 0.
De plus :lim t*.f(t) = lim t.(e™ -e™) =0,

du fait du théoréme des croissances comparées.
Donc f est intégrable suR™ et I'intégrale converge.
—a.t

b. De méme [ a> 0, I|mt = limte™ =0,

t o +oo t t - +o0
etJ, ) existe, pour touta> Qettout:x> 0
c. Il est clair que I’applicationx est continue suR* par opérations.
(1 t+o,(t) -1 _
t
dou : L'T) @t) =-1=¢(0), et ¢ est continue en 0 donc finalement continueRsur

DeplusIt#0, qo(t)— =-1+0,(),

o, et et -
d. On peut ensuite écrirél: x > 0, LX T.dt = J': t
X . X

Commeg est continue sUR, on peut encore écrire :

0 x>0, jxqo(t).dt —f‘xqp(t).dt ~In@),
et :lim T dt = nm(jxgo(t).dt - [ g0t - In(3)j ——In(3).

X-0

Lt + J:X%.dt = J:qu(t).dt +[In(X) = In@.X)] .
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-3t

Enfin : 0 x>0,£wefdt—j —dt -I —dt—Lx—du [ —dt—rxe—dt

X

+00 -_— t ,X
Dot 1 =lim[TE——%_ dt =lim T.o|t=—|n(3).

X-0JX t X0 X

Semi-convergence.

35. On pose :f(x) = €

i.X - B 1
ﬁ,et.g(x)—f(x)+;.

a. Montrer que :f (x)+~ gX)

b. Montrer a I'aide d’'une intégration par partiacbnvergence dgw f (x).dx.

c. Que peut-on dire de la convergencej'ameg(x).dx ? Conclusion ?

—i.X

a. On constate immédiatement qué x # 0, 9(x) _ =1+

ol -1, donc:f(x);g &)

f(x) Jx
. A .
A X |7 Al €
b. On calcule &1 A>1, f(x).dx:{ } - =—.
| ix), 2 2

QuandA tend vers ¢, le crochet & une limite finie (qui eist'), et la fonction apparaissant dans la

L _ . e 1
deuxieme intégrale est intégrable surdd),ear :00 x=1, |—- ==

X2 X2

. . . nex
Donc l'intégrale sur [1eb) de cette derniere fonction convergé > J'l 3
X2

dx, a une limite finie

A
quandA tend vers do, et finalement 5A'_>L f (x).dx, aussi.
c. Cette intégrale diverge.

En effet si elle convergeait, aloEo(g(x) - f(x)).dx convergerait également par combinaison linéaire.

. , o OX
Mais elle est egale% — qui diverge.
X

d. La convergence d’intégrales n’est pas consgeée des fonctions qui ne sont qu’équivalentesren u
point.

. 2
36. Montrer que j sm(x) .adx J’;“’(Mj .dx, et retrouver la convergence de l'intégrale dechiet.
X

On effectue dans I mtégrale de Dirichlet (sangymér de sa convergence) l'intégration par pardidsant
les fonctionsu et v définies suR™ par :

0 x>0, u(x) :%, et :v(x) =1-cos).

Elles sont bien de classé SurR™ et : [ x> 0, [u(x).v(x)] = 1-cosk)
X

qui admet une limite finie (nulle) en 0 et ewr,ice qui se démontre a I'aide d’'un développemenitédi en O

et du théoreme des gendarmes en +
o +o SiN(X o] —
Donc les |ntegrale§ S—().dx etj #&«).dx,
o X 0 X

sont de méme nature, et donc convergentes puiagleikieme intégrale est clairement convergente.
En effet :
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[0 x>0, 1_C—25(X):i2(1 (1— X +0,(X )B:1+00(1),
X 2 2

X

et la fonction sous I intégrale est prolongealde gontinuité en 0, puis :

1- cos(x)

x?
Enfin, on effectue dans la derniére intégrale lEngfement de variablex = 2t, qui est strictement
HY)

170900 =2 L7009 = [ i, qou regalite

(21) t

o 0 x=1, , Ce qui garantit son intégrabilité sur [}

croissant et de classé & : j
X

demandée.

37. Soit:a OR.
()

.dx converge pour touta > .0

sin(x)
X7

a. Montrer que l'intégrale generallsée

b. Montrer queg, , définie par {1 x O [1,+»), g,(X) =

, est intégrable sur [1gs) si et seulement

si:a>1

a. La fonction sous l'intégrale est définie, congérsur [1,+0).
De plus 11 x>1, jxﬂ(t).dt - [M} _aj cosf) 4
1t9 ta ) 1

ta+1

— COS)|

X

<— et:a> 0
X7

cos() <

La partie intégrée admet une limite finie emear :[J x> 1,

Enfin la nouvelle intégrale est absolument @gente carll t>1, et:a+l>1

taﬂ taﬂ’

sin(t . +o SiN(X
Donc : X+ LX a() dt, admet une limite finie enoeket.[l #.dx converge pour touta > .0
X

sin(x) < 1

X7 X

b.e Si:a >1 il estimmédiat que, estintégrable sur [1¢d), car :[] x=>1,

a

* Si:a <1 comme pour I'intégrale de Dirichlett n> 2,

J.n o Zj(kﬂ) 7 sm(t)

Comme la série qui apparait est divergente donc : lim I

n- +oo J7T

_sinu) L= _ 2%
Zj Gk >k1—(k+1) — j sin(u).du = D) (k+1)
' §Elgl‘dt:-+

t7 |

Une primitive de la fonction considérée estalyoissante sur [1¢é) et ne peut tendre que vers €n
+oo du fait de la limite précédente.

o SiN()
t[?

L’intégralej'l .dt est donc divergente et la fonctigy n’est pas intégrable sur [1ey-

38. Calcul de I'intégrale de Dirichlet.
_ F S|n(2.r_1.t).cos¢) dt
0 sin(t)
a. Calculer pour toutn [ N*, la quantité(l ,, — 1, )et en déduire la valeur de pour tout :n [ N*.

_ J? sin(2.nt) dt.

Pour :n O N*, on pose I,

b. On pose, pourn O N*, J_

En utilisant le lemme de Lebesgue (voir ex@gipgrécedents), montrer quém ([l —-J,]=0
n—- 4o

c. En déduire la limite deJ() en eo.

. g +o SIN(X
d. En transformant I'écriture d&,, en déduire la valeur d}%‘ Sin(x)
X

ax.
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a. Notons que toutes les intégralesconvergent puisque les fonctions qui apparaissanttdéfinies,
continues suﬂog}, et prolongeables par continuité en 0.
Puis O n ON* Ot OR, sin((2n+ 2)t) —sin(2nt) = 2.cos(@.n + D t).sin(),
dou:l,,, —1, = jolzr 2.cos(@.n+ 1) t).cosf).dt = I();T[cos((Z.n +2)t) + cos@.nt)].dt =0

La suite (,,) est donc constante a la valeur, = IOE 2c0s’ (t).ot = [t +%22t)} ’ =7—2T.
0

1 cost)

b. On commence par calculed:n ON*, | -J, —j S|n(2nt){ 0
sin

}dt = j sin(2nt).¢(t).dt .

La fonctiong donnée parldt O } } @(t) _%_Z?Ts(f))’

est prolongeable en une fonction de claésmf{o,l—ﬂ .

En effet :
11, t° ) t? s 1 t?
t)=———.0=—+0,(t7)).L——+0,(t S 1=—+0,(t7)).A+-—+0,(t —+o t
¢>()tt(2 0())(6 o(t9)) ; (2 0())(6 o(t?)) = o (1),
ce qui montre que se prolonge par continuité en O, ave(0) = , eD:

I SRS S GOV PO PP R B
O0t>0, ¢'(t) = - sz(t)_tz{ 1+(1 6+00(t )j} 6+00(1),

doncg est dérivable en G4'(0) :%, et ¢ ' est continue en 0, dont est de classelcsur{o,l—j .
Le lemme de Lebesgue (exercice 7) s’appliqudiet[l , —J,] =0

c. On en déduit, puisqué () est constante donc convergente, gig) Converge et que tim J| :g.

n- +oo

d. Enfin:0 n=1, J, = jon'nw.du , avec le changement de variable= 2nt,
u

. n_ . : 7sin(u + Sin(U
et en faisant tendne vers -0, on conclut que i- = lim J_, = lim jn J.du :I ﬁ.du,
2 n- +oo n- +o JO u 0 u
puisque l'intégrale de Dirichlet est convergente.

Comparaison série — intégrale.

39. Pour :a < 1 on notef, la fonction définie sur [1e), par :0 x=1, f_(X) :ia.
X

n
. o L 1
En utilisant un encadrement par deux intégralesyer un équivalent d{k—a, guandn tend vers do,

k=1

Pour :0< a < 1 la fonction f, est décroissante sur [}
1 1 1

(k+D? t* Kk

1 k+l dt 1

< j ,

(k+D* e k”

Si maintenant on somme poklrvariant de 1 & (avec :n= ), on obtient :

<Zj'k+ldt —,ou:S, —1<J'n 1td—t<S avec :S, = L

a
ak

Donc:0 k=1,0t O[k, k+1],

puis en intégrant sukf k + |1

Un=1,
kl(k+1)

dt

On en déduit quell n>1j —<S et:0nx>2, S <1+ o
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ndt [t ] e 1 dt,
Enfin : =
1t” —a+l] 1-a 1 a+°°1 a+°°1 t"

1-a

Donc I'encadrement précédent (avec le theoremgelegarmes) conduit aS, ~ -
+o0 —_— a
Remarque : I'équivalent redonne la divergence de la série.

Si maintenant o <0, le principe est conservé, mafs est cette fois croissante, et on aboutit a :

n+ 1-a
Onz2, 1+J’ —<S <L l?t ce qui donneencoreSn~1n
+o00 a

40.

+o0

Pour :a > 1 déterminer un équivalent d&r;, = z ia qguandn tend vers so.
k=n+1

Pour :a > 1 la série de Riemann proposée est convergente.
Soitalors :n> let:k=n.

On peut écrire 0 t O [k, k+1], 1 1.1

<<,
k+1)" 17 K

1 <.[k+1ﬂ<i
k+D)7 & 17 kT

et en intégrant surkf, k + ]t

1 Nedt O 1
On somme alors pouk variantden a:N=n+1 et: z <J' =<y =,
e (K+D)7 o 7 KT
Toutes les quantités qui apparaissent ont unediquandN tend vers ¢ (série ou intégrale
L T | wdt &1
convergente), donc on en déduit par passage ik li z <J' dt <

o (k+D)? ~ g7 k=nk_a'
On reconnaiR, a gauche eR__, a droite, et I'intégrale vaut.fmﬂ e -t 1
- ’ nt? | -a+l] a-1n"t
Dou:0nx2, 1 : 1_1 <R < 1
a-1(n+1)° a-1n""
1
Enfin, les quantités encadrantes étant équivalemtes elles eno#, on conclut que R, ~ T
+00 a n

41.

sin(/x)
.

On note f la fonction définie de [1e) dansR par :00 x=1, f(x) =

a. Montrer que I’intégrale f (x).dx est convergente.
b. Pour tout n O N*, on pose :w, = J.nﬂ f(t).dt— f(n).

Montrer que la séri{ w, est absolument convergente.

! sm(f)

c. En déduire la nature de la seE

n21

a. On peut par exemple dire qdieest définie et continue sur [e}; puis :

JA VA S
0 A=1, I f (x).dx —j Asin() 2u.du = Z.J; AM.du, avec le changement de variabbe= u®.

u? u

Or cette intégrale a une limite quaAdtend vers ¢o (intégrale de Dirichlet) donjgﬂo f (x).dx converge.

[n,n+1]

b.0 n ON*, |w,| :‘ﬂ‘“(f(t)— f (n)).dt

<["lf® - fEldt< [ t-nM, dt, ot : M, =maX .

PSI Dupuy de Lome — Chapitre 03 : Intégration (Exes : corrigé niveau 1).
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_\/}.cos(\/§)2+ 2.sin(/x) et 0sM < Jn+2 1

. 1
Puis 0 x=1, f'(x)==. < )
() 2 X "To2n? e 3

Donc :|w,| sj:+an.dt =M,,

et on en déduit I'absolue convergenceEevn :

nx1

N + N N + N
c.Onadeplusd N21, Yw, =[ " f@)dt-> f(n), soit: Y f(m)=["f@)dt->w,.
n=1 n=1 n=1 n=1
N
Les deux convergences obtenues (intégraleie) séontrent queNIim Z f (n) existe et est finie, ce qui
— 0o 1

: . .x~ SIN(V/n
prouve la convergence de la seilef (n) donc de la ser@: tn) :
=1 = N
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