Séries Numériques (corrigé des indispensables).

Séries télescopiques.

1. La série proposée est clairement télescopique, construite avec la suite (a,) donnée par :
1

OnON, a, =e".
Puisque (an) converge (vers 1), la série converge et sa somme vaut (e — 1).

. ) Xn _Xn+1 1 1
2. Ecrivons comme proposé : (1 —X).u, = I o )
@-x").a-x"" @-x") @-x")
1

et la série apparait bien comme télescopique en posant: 0nx>1, a, = —x")
- X

Pour x dans l'intervalle proposé, (a,) converge vers 1, donc la série z (L-x).u, converge et sa somme

n21

1 X
vaut : -1= .
1-x 1-x

Puisque (1 — x) est non nul, la série ZUn converge aussi et sa somme est =x)? .
n>1 —X
3. On peut écrire : In[l—izj =In(n* =1 - In(n?®) =[In(n+1) = In(n)] = [In(n) = In(n-1)],
n

, s , 1
et la série est bien télescopique en posant: 0 n=2, a,=In(n)—In(n-1) = —In(l——j .
n

Puisque la suite (a,) converge (vers 0), la série est donc convergente et sa somme vaut :
a; — 0=1In(2) —In(1) = In(2).
Remarque : la convergence de la série pouvait étre obtenue simplement avec un équivalent.

Séries a termes positifs ou de signe constant.

5 ~ —, donc la série diverge puisque la série harmonique

4. < La premiére série est a termes positifs et :
n°+1+n

diverge.
chin e _
ch(2n) +e>"
Comme cette derniere série est géométrique, de raison positive strictement intérieure a 1, elle converge et
la série de départ aussi.

« Utilisons un développement limité pour cette troisieme série en écrivant :

2
n2_+n+1 :|n(n2+n+1)—ln(n2+n—1):In(1+1+i2j—ln(l+l—i2j
n“+n-1 n n n n

Puis par exemple : In(1+1 +ij = (1 +ij —1 (1 +ij2 + o(ij =1 +i + o(ij
' n n n n?) 2\n n? n?) n 2n? n?)

) 1 1) (1 1) 1(1 1Y 1Y 1 3 1
Deméme: Inl+=—-— |=|—-— |-—1—=—| +0 — |=———-—=+0 — |.
n n n n 2{n n n n 2n n

. 2 1 2
Finalement: u, =—+0 — |~ —.
n n°j+n

* Pour cette derniére série, on écrit simplement :

S R e

» Pour la deuxieme série, elle est encore a termes positifs et :

Dnzl,unzln(
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Donc : e—(1+1j = + o(lj .
n 2n n

Finalement, les deux séries sont toutes deux positives (également garanti a partir d'un certain rang) et la
seconde est divergente, donc la série proposée I'est aussi.

5. ¢ La premiére série converge car : n2.(n2.e_f”) = n4.e_ﬁ, tend vers 0 en +oo.

n! _ o o | ,
’ ZW diverge car son terme général ne tend pas vers 0 (théoréme des croissances comparées).
n(n)e~

1 , s iy 1 1 Inn)} 1
- > diverge car c’est une série a termes positifs et : =—exp-——~>1|~=.
ni/n nin n n J+n

Par comparaison de séries a termes positifs, la série proposée diverge.

n

n'e

6. Onpose: u, = N, ol0:aOR, et: v, =In(Un1) — In(uy).

a. Tout d’'abord, les termes de la suite (u,) sont strictement positifs, donc (v,) est bien définie.

Puis: v, =In L % +1+a.|n(n—+lj=—n.|n(1+1j+1+a.ln(1+1j.
u, (n+" n n n

On utilise alors un développement limité de In(1+u) a I'ordre 3 pour le premier logarithme et a I'ordre 2
pour l'autre, et :

1 1 1 (1) 1 1 [1) ( 1)1 [a 1)1 (1)
vV, =-nj —-— + +0 — | |[t1+ta) —— to — (|=|lat-|——|zt+tZ |10 —|.
n 2n®> 3nd n® n 2n? n? 2)n 2 3)n? n?

Distinguons alors plusieurs cas :

1 1)1 L . A : .
c Q> —E ;ona: v, ~|a +§ .—, et les deux séries ont des termes généraux de méme signe (positif)
+00 n

a partir d'un certain rang, la seconde divergeant et la série ZVn aussi.
1 . 1)\1 N s f o
* Q< —E ;onatoujours: v, ~| a +§ .—, et le méme argument (pour des séries a termes negatifs
+00 n
cette fois) montre que la série ZVn diverge encore.

1 . 1 1 L. ., N .
e Q= —E ; on a cette fois : v, ~—E.—2, et les deux séries ont des termes généraux de méme signe
n

+o00

(négatif) & partir d’'un certain rang mais cette fois convergent.

1 L , .
b. Pour la valeur : a = _E’ la série ZVn converge donc la suite (In(u,)) converge vers une valeur réelle L.

Donc (u,) converge vers : C = e~ > 0, ce qui s’écrit encore : u, ~C, d’ou I'’équivalent (qui correspond au
+0o

1

début de la formule de Stirling) : n! ~ C.n”.e_”.n{ ZJ ~Cn"e"A/n

7. Toutes les séries évoquées sont a termes réels positifs.
* pour la premiere, on peut écrire simplement : 0 n O N, 0 < max(u,,V,) € Up + Vy.
Donc par majoration (pour des séries a termes positifs), la série Z max{,,,v,) converge.

Uy Vo o Un Ve e (U —)°
n*'n "
2

* pour la deuxiéme, onaencore: JnON, 0<,/u,.v, < , car:

2 2
Donc a nouveau par majoration, la série quun.vn converge.

UpVy _ Uy +V,

< ccar: (U . +v)?>-2u v =(u. —-v.)2.
un+Vn 2 (n n) n n (n n)

e pour la troisieme, on atoujours : O nON, 0<
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8.

: L L u,.V,
Une fois de plus par majoration, la série Z Lo
u, +v

n n

converge.

a. Puisque ZUH est a termes positifs, les termes de ZVn sont définis et positifs.

Puis: On0ON, 0<—"—<u_, donc par majoration de série a termes positifs, Zvn converge.
1

+Uu

n

b. Supposons maintenant que ZVn converge.
Alors son terme général tend vers O.

\Y
DepIus:DnDN,un:ln ~V
_Vn+oo

n-

Par comparaison de séries a termes positifs, la série ZUn est donc convergente.

Séries de signe quelconque, sommes de séries.

9.

10.

11.

La série est alors convergente, puisque somme de deux séries convergentes.
Notons ensuite : 0 n O N, vy = a, + Uy, 00 »_a, est absolument convergente et »_ u, semi-convergente.

Si la série an était absolument convergente, on aurait :

OnON, Uy = Vy — ay, donc : Jun| < Vol + [aal, et la série > (lv,|+|a,|) étant convergente, la série D |u,|
serait aussi convergente ce qui n'est pas le cas.
Donc la série Zvn n’est que semi-convergente.

 La premiére série est convergente puisque : 0n=>1, 0<

1 S L
> <——, et par majoration la série
2n+D)H° 4n

considérée est bien convergente

n 2n+l 2n+l 1
Puis: On=0, Z— =
= (2k +1)? —1p 5 (2 p) p=1 P

partielle de la série dont on donne la somme.

—lzi =S, . —E.Sn , 0l S, est la somme
4 ' 4

En faisant tendre n vers +co, on en déduit que : 2;2 = i 1
= (2n+1) 6 4

8
. n 1 n 1
* La seconde série est absolument convergenteet: [1n=0, > = z 5~ z 5
k = (2k) o 2k +1)

n

myt ot
n+«» = (2k)2 w2k +1)? 4

Pour les deux séries, plusieurs fagcons de montrer leur convergence :
n? _n(n-1) 1
n+ n  +(n=-2)!
convergence de la série (par équivalence de séries a termes positifs), ou :

2
e lim nz.—' =0, du fait du théoreme des croissances comparées, d'ou la convergence de la série.

n - +oo n

0N peut écrire pour la premiere (comme pour la deuxieme) :

,dou la

n(n-1)+n n(n-1
Puis on écrit: 0n=>2,n?=n.(n—1) +n, etz —O+1+z ( ) =1+ z (=D, —
n= 0 - n=2 n
puisque les deux séries qui apparaissent sont convergentes.

00 (D +00 +00 +00 +00

Enfin : zn—:1+z 1 +>° 1 o_q4 Zi"' R e+ (e-1) = 2e, a l'aide de translations
n=0 n! n=2 (n _Z)I n=2 (n _1)| p=0 pl p=1 p'

d’indice dans les deux derniéres sommes de séries.

En travaillant de la méme facon, et a partir de :

On>3,n°-n=n(n-1).n—2)+3.n*-3.n=n.(n—1).(n —2) + 3.n.(n — 1), on aboultit & :
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3

in

-n :O+O+§+:Z: n(n-2.(n-2)+3n.(n-1) :3+§°:n.(n—1).(n—2) +§°: 3n.(n-1) eta

n=0 n! n! n=3 n! n=3 n!
+00 3 _ +00 +00
nouveau : zn n=3+ i+3.Zi:3+e+3,(e—1):4_e_
n=0 n! p=3 pl p=1 pl

n

o - o . (nm
12.+ Pour : n = 4.k+2, on a, pour la premiére série : 22 .sm[Tj.x” = 22 x M2 (LK = () 2.2 .(2.x7) .
Si ce terme général ne tend pas vers 0, la série diverge donc une condition nécessaire pour qu’elle

. 1
converge est : [2.xX°| < 1, soit : [} <——.

V2
L Do (nm)y ., 1 E T
Pour ces valeurs de x, on peut alors écrire : 22 .Sln(Tj.x =?.[(\/§.x.e 4) —(\/E.X.e 9.
i

Les deux séries géométriques qui apparaissent sont alors convergentes (de raison en module strictement
plus petites que 1) et :

> .sin(n;fj.x” =%-[Z(\/§.x.ell“)” —Z(\/_Z.x.e_"z)”] :%. 1 — - 1 —
n=| i - n= A i -ie
0 0 0 1-J2xe* 1-+2xe 4
o . . L 1 &0  (nm)_, X
En réduisant au méme dénominateur, on aboutit a ;: O |><I <—, z 22 sinf — X" = e
N 4 1-2.X+2X

» Pour la deuxieme série, elle converge pour : x = 0, et sinon s'écrit : Y x*™ = x> (x*)".

X étant maintenant supposé non nul, ces séries ont méme comportement et convergent si et seulement si :
[X?| < 1, soit encore : |x| < 1.

+o0 400
X
Pour ces valeurs de x, on a alors : z X2t = x.z (x*)" = -
n=0 n=0 —X

13.a. On utilise pour cela la formule du bindme de Newton et :
nin nin
OnON, 2+e4/3)" = z(kan'k.gk.\/ﬁk ,puis: (2++/3)"+(2-+/3)" = z(k}zn—k.\/_sk A+(-D"9).
k=0 k=0
Dans cette derniére somme ne restent que les k pairs (k = 2.p), et :

)
(R+V3)"+(@2-43)" =23 (anj_zn-z.py |

Enfin la somme étant un entier, la quantité proposée est bien un entier pair que I'on notera 2.N,,.
b. On peut alors écrire : O n ON, u, = Sin(2N,,.77— m.(2-+3)") = =sin(.(2-/3)").
Il est clair que la quantité dans le sinus tend vers 0 (suite géométrique) donc :
U, ~= m.2-3)".
Par équivalence de séries a termes négatifs, la série ZUn converge, l'autre étant géométrique et
convergente.

14.a. Notons tout d’abord que suivant P, la suite (u,) présente un probléme de définition.
Il est nécessaire que le coefficient dominant de P soit positif car sinon, P deviendrait négatif a partir d’'un
certain rang.
Dans le cas donc ou le coefficient dominant de P (notons-le a) est positif, on peut alors écrire :

OnON, P(n)=an*+ ... ~an®, ot k désigne le degré de P.

Cet équivalent garantit que P(n) devient positif pour n assez grand et que u, est alors défini a partir de
ce rang.

k
Puis : /P(n) ~+/a.n?, et d’autre part: Yn?>+1~n.
+oo +oo
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Distinguons alors plusieurs cas :
« k < 2, alors,/P(n) est négligeable en +o devant v/n” +1 et (u,) tend vers + : la série ZUn diverge.

« k> 2, alors v/n? +1 devient négligeable devant /P(n) , et (u,) tend vers -« : la série diverge encore.
ek=2,et:azl,onaalors: u, ~(1—\/5).n, u, a nouveau ne tend pas vers 0, et ZUn diverge.

Finalement pour que la série converge, il faut que : k = 2, a=1, soit : P = X? + b.X + c.
b. On peut sous la derniere hypothese écrire :

JP@) = +bve =n(1+ +_j _n(lﬂz{c_b_j_iz{ be, bj +o(i3jj,et:

n 4 16 n
1
\/n2+1=n(1+izj —n[1+—2:L +o((13jD
n n n

. ( bj 1ic, b2 bc b’ ( 1 j
Dou:u, ={-—= — =19 .
2 2 2 8 4 16) n’
On doit donc prendre : b = 0, pour que u, tende vers 0.

1 c)\1 - A R : -

Si:c#1,alors: u, (2 Ej —, et la série ZUn a son terme géneéral équivalent a celui d’une série de
+00 n

signe constant et divergente, et a ce titre diverge.

Donc on doit prendre : c =1, etdanscecas: On ON, u, =0, et la série Zun converge.

Conclusion : la série converge si et seulement si : P = X% + 1, et la série est alors la série nulle.
Remarque : le développement limité (si u, n'avait pas été constamment nul) nous aurait permis dans

tous les cas de déterminer la nature de ZUn gui aurait été alors convergente, grace a un équivalent.

15.0n peut utiliser des développements limités en +c, et :

On=1, In(n)+aln(n+1) +b.In(n+2) = L+ a+b).In(n) + a.In(1+ 1] + b.In(1+Ej , SOit :
n n

1 a+4b 1 1
Onz=1, In(n)+aln(n+1) +b.In(n+2) = 1+a+h). In(n)+(a+2b) Y 0[—2)
n n
Donc il est nécessaire que : a + b + 1 = 0, pour que (u,) tende vers O.
Si cette condition est remplie et si: a + 2.b # 0, le terme général de la série est équivalent a celui d’'une

- . . 1 ,
série de signe constant et divergente (Z (a+ 2.b).—j , donc ZUn diverge.
n
On doitdonc choisir:a+b+1=0,a+2b=0,s0it:b=1,a=-2.
1 1 1 L
Danscecas: U, =—— +0 — |~——, etla série Zun converge.
n n° )+ n
Pour calculer sa somme on peut revenir a des sommes partielles ou remarquer que :
Onz=1, u,=[In(n) = In(n+1)] - [In(n+1) — In(n+2)], soit le terme général d’'une série télescopique.

Finalement : iun =[In(D) - In(2)] - nIiﬂrxlm[ln(n) -In(n+1)] =-In(2).

Produit infini.

N N
16.a. On peut commencer par remarquer que : DN ON, In(Py) =In([ Ju,) = Zln(un).

n= =

« si on suppose (Py) convergente vers L non nulle, la continuité de In en L montre que la suite des

sommes partielles de la série Z In(u,,) converge vers In(L) et la série Z In(u,,) converge.

n=0 n=0
* si on suppose que la série ZIn(un) converge vers L, alors la suite (In(Py)) converge vers L et par
n=0

continuité de exp en L, (Py) converge vers e qui est bien non nulle.
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b. Si (Py) tend vers 0, la suite (In(Py)) tend vers -o, et la suite des sommes patrtielles de la série Zln(un)

n=0

diverge vers - : dans ce cas, la série ZIn(un) diverge.

n=0

Séries alternées et autour des séries alternées.
17.+ La premiére série est définie pour : n = 2, et est bien alternée puisqu’alors le dénominateur garde un
signe constant.

puis :0nz 2, DT - CD" (;H <-1>”j_ el (1_ " +o[1jj L)

2 2

n+(-1)" n n n n n n n n
Si on note u, le terme général de cette série, alors u, apparait comme la somme de deux termes :
-D" . " -

an = , et z a,, converge du fait du critere spécial,

n n=2

1 1 1 . s o
by=—-—+0 — |~——, et an converge, par comparaison de séries a termes négatifs.

n n-j* n n>2

Finalement Z u, converge.

n=2

» Pour la deuxieme série, elle est encore alternée puisque I'argument du cosinus reste entre 0 et 2.

it 8 of 1) OO 1, (1)) €0 1)

A nouveau le terme général v, de la série s’écrit encore : u, = a, + by, avecZ:an convergente du fait du

critére spécial, et an absolument convergente car de terme général négligeable devant celui d’'une série

absolument convergente, donc convergente.
Autrement dit, la série proposée converge.

» Pour la troisieme série, elle est alternée a partir du rang 2, et :
-1

e AN N R L B LN AT R
n+(-)"+/n+1 n (“ n J a1 Jn (1+nj e

(D" (D" [, (D" N G e R NG L 1
n+(-1)"4/n+1 n (1+ Jn '(1+0(1))j n (1 Jn +o(\/ﬁD n n.\/ﬁﬂ{n.x/ﬁj'

Le terme général de la série s’écrit a nouveau : u, = a, + b, avec Zan convergente du fait du critere

spécial, et an absolument convergente avec un équivalent.
Donc la série converge.

Vrai-faux.
18.. (Zun converge) = (u,? converge) : implication vraie car si Zun converge, (u,) tend vers 0 et (u,?) aussi.

. (Zun diverge) = (Zuﬁ diverge) : implication fausse car zi diverge et ziz converge.

nx1 nx1
* (D u, converge, On ON, u, 2 0) = (D uZ converge) : affirmation vraie car (par exemple) si Y u,
converge, alors (u,) tend vers 0, et : U2 = Up.Up, = o(uy).
Or ZUn est absolument convergente (car a termes positifs et convergente) donc ZUE converge.
un
1+u

. (Zun convergente, et: 0nz=20,u,#-1) = (z convergente) : implication fausse comme le

D"
Jn

montre le contrexemple : U, = , pour:nz=2.
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n n
En effet, dans ce cas, le terme général de la deuxiéme série s’écrit : U, = (=) = H° 1 + o(lj,
Jn+=D" Jn n An
et ce terme général est la somme des termes généraux d’'une série semi-convergente et d'une série
divergente.
Remarque : I'implication devient vraie si (u,) est a termes positifs, car si ZUn converge, alors (u,) tend

u
vers O et : I ~u
1+u,

n-

Autour de la série harmonique.
19.0n commence par remarquer que : O n ON*: u,=H,,—H,=1In(2.n) + y+ &(2.n) — (H, + y + €(n)), et :
U, =In(2) + &(2.n) —g(n).
(u,) est donc convergente de limite In(2).
Remarque : on peut également obtenir ce résultat par exemple avec des sommes de Riemann.

o_ N(n+1).(2n+1)
6

20.a.Onse souvientque : OnON, 1+ 2%+ ... +n , que I'on peut redémontrer par
récurrence.

b. Puis :

1 6 3 . . s
TR > = ~— , d'ou la convergence, par comparaison de séries a
1°+2°+..+n° n(n+1).(2n+1) +n

termes positifs.
6 a b o
=—+ + ,
X(X+D.(2X+1) X X+1 2X+1
On revient ensuite aux sommes partielles pour écrire :

et:a=6,b=6, c=-24.

c. Enfin :

N 6 N1 N1 NG1
ON22, S, =) =6) =+6) ——-24>" :
= n(n+).(2n+1 ~'n ~n+1 ~2n+1
N 2.N+11 N 1

Deplus: ) = __Zﬁ_l'

= 2n+tl En g
Ontermine avec: Sy =6.H, +6.(H\,, =D —24(H ., —H—ZN), et:
Sy =18[IN(N) + y+&(N)]+6.[IN(N+1) + y+ (N +1) 1] - 24.[In(2N +1) + y -1+ £(2.N +1)], puis :
S, =18-24In(2) + 6.In(1+%j - 24.In(1+ﬁj +186(N) +6£(N +1) = 242N +1),

+00
. 1 )
et finalement : z — = lim
12 122 4 4n? N

S, =18-24In(2).
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