Séries Numeériques (corrigé des classigues).

Séries a termes positifs ou de signe constant.
20.+ Pour la premiére série, on peut écrire :

(n%lj”z - ex,{_ nz_m(nTﬂD - exp(_ nz_|n(1+%)j _ { nz(%m(%m - expln+o(m).

n
Donc : n?
n+1

j =expFn+o(n) + 2.In(n)) = expn+o(n)), qui tend vers 0 en +co.

n2
. n
Donc la série Y | —— |  converge.
n+1

l —
« Pour la deuxiéme, on écrit : (n® +1)2 = n(1+iaj = n(1+1.i+o(ijj = n+1. 1 +o( 1 j
n an n
On distingue alors plusieurs cas :
si:a=b, la série est la série nulle et converge,
1 1
si:a>b,ona:u, =(n*+1)2—(n"+1° N +o( 1_ j—l 1 +o( 1 j~—£. 1
n n

" aa-l

an

Par comparaison de séries a termes négatifs, ZUn converge si et seulementsi:b—-1>1, soit: b > 2.

n=1
. . 1 1 L. . .
si;ra<b,onademéme: u, =~ —.— et la série ZUn converge si et seulement si : a > 2.
a n n>1
Conclusion : la série converge si et seulement si: (a=b)ou (2<a, et: 2<b).
* Pour la troisieme, on réécrit le terme général :

1 _ _ 1
—(In(n))'“‘“’ = expEIn(n).In(In(n))) = i
Et puisque (In(In(n))) tend vers +oo, il existe un rang noy & partir duquel : In(In(n)) = 2, soit :
1 _ 1 1
On=ng 0< <

(In(n))ln(n) - p/n(n(n)) —F’

et par comparaison de séries a termes positifs, la série Z converge.

I
(In(r)"®

21.a. Sy étant une somme partielle de série, pour que la suite (Sy) converge, il est nécessaire que son terme
général tende vers 0.
Or:
e (IX| > 1) = (n.|x|" tend vers +ow),
e (IX| = 1) = (n.|x|" tend vers +w).
Donc on doit prendre : |x| < 1.
N N N N+1
b. A partir de 1, et pour : [x| <1,0na: (1-x).S, = > nx"=> nx"™ =>"nx"-> (n-1.x".
=1 =1 =1 n=2
N N+1 N
En regroupant ce qu'on peut regrouper : (L~ X).Sy = > nx"=> (n=1).x" = x+> x" = N.x"".
=1 n=2 n=2

N
. . . X
Si on fait tendre N vers +o, on conclut que ((1 — x).Sy) converge et : (1-X).S= J|m Z X" = Tox
— +00 =1 —_— X
. +00 n X
Finalement : > nx" = =
n=1 (1_ X)

22.a. On montre de facon immédiate par récurrence que :
O n O N, u, existe et est strictement positif.
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23.a.

24.a.

a . .
Danscecas:OnON, Uy —u,= —2>0, et (u,) est bien croissante.
u

n

. Supposons que (u,) converge.

Alors puisque la suite est strictement croissante, sa limite L est supérieure a uo, donc : L > 0.

_ a, a,
Mais alors : u,,; —U, =— ~—.
u, * L

- a, . R " A
Les deux séries Z:(un+1 -u,) et ZT” étant a termes positifs, elles ont alors méme comportement.

s , : : . a
Or la série télescopique Z(un+l —u,) converge puisque la suite (u,) converge, donc la série ZT”

puis la série ) a, convergent aussi.

. Réciproquement, si Zan converge, on commence par dire que : 0 n O N, ug < u, (puisque (un) est

. a a
croissante),et: OnON,0< Uy —U, =—1<—,
un uO

Donc par comparaison de séries a termes positifs, la série télescopique Z(un+l —u,) converge et la
suite (u,) est convergente.

s R u u u
On peut réécrire 'hypothése en: n=ny 0s "L < " <C=—",
n+l an ano
u,
Donc on a bien : u, = O(a,), en +o (soit ( j bornée).
aﬂ

.Dou: (Za'n converge) = (Zun converge), par comparaison de séries a termes positifs.

Notons tout d’abord que suivant P, la suite (u,) présente un probleme de définition.
Notons a le coefficient dominant de P et k son degré.

Alors : OnON, P(n)=a.n*+ ... ~an®, avec donc:a#0.

Si a est strictement négatif, alors la limite de P en +c serait : a < 0, pour : k =0, ou - pour : k > 1.
Donc pour n assez grand, P(n) serait négatif et la suite (u,) ne serait définie que pour un nombre fini de
termes : il est donc nécessaire que : a > 0, et I'équivalent précédent garantit alors que P(n) devient
positif pour n assez grand et que u, est alors défini a partir de ce rang.

k
. _ 2 ) - Jn2 +1~
Puis : {/P(n) +°o\/a.n , et d'autre part: Vn 1+°°n.
Distinguons alors plusieurs cas :
« k < 2, alorsy/ P(n) est négligeable en +w devant v/n® +1 et (u,) tend vers +w : la série ZUn diverge.
« k > 2, alors v/n® +1 devient négligeable devant /P(n) , et (u,) tend vers -« : la série diverge encore.
ek=2,et:a#1,onaalors: u, ~(1—\/5).n, U, @ nouveau ne tend pas vers 0, et ZUn diverge.

Finalement pour que la série converge, il faut que : k =2, a=1, soit : P = X* + b.X + c.

. On peut sous la derniére hypothése écrire :

JP(n) =+n? +bn+c—n(1+ +—j —n{1+gl+(c—b—2ji+( be, b3j +0(i3j].et:
n

2 8 /n? 4 16 n
1
1)2 1 1
n+1=n{1+—| =n il .
( nzj ( 2n? ((ngm
_( bj 1 c b2 bc b* [1)
Dou:u,=|—— |+ =——+— + +o—.
2 2 2 8 4 16/ n?

On doit donc prendre : b = 0, pour que u, tende vers 0.
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c

. 1 1 L. T X . L.
Si:c#1, alors: u, ~ E _E .—, et la série ZUn a son terme géneéral équivalent a celui d’une série de
+00

n
signe constant et divergente, et a ce titre diverge.
Donc on doit prendre: c =1, etdanscecas: O n ON, u, =0, et la série ZUH converge.

Conclusion : la série converge si et seulement si : P = X% + 1, et la série est alors la série nulle.

Séries de signe quelconque, somme de séries converg  entes.

+ 2
25.a. Tout d’abord : g N7 1I 1+ X =0 1. X X 2+oi2 =1—L+Ol ,
u X n+1 x {n+l 2(n+l) n 2.(n+1 n

n

: u X 1
ce qui donne encore : —™ =1-—+0q = |.
u, 2n n

PUis : N2 1, In(Una) — In(uy) = In| 902 | = jpf 1= X 4o ]| 2= X g 2] X
un 2n n 2n nj+ 2n

Par équivalence avec une série de signe constant (x > 0), la série Z(In(UM) =In(u,)) diverge vers -

et la suite (In(uy,)) aussi.
Donc (u,) tend vers 0.

b. Pour a donné, on a: In(u,,;) —In(u,) - a.ln(1+ ij =X _ 9, o(lj.
n 2n n n

Par comparaison de séries a termes de signe constant, pour que la série converge, il faut que :

1 i 1
a+§=0,50|t: a=-—

. L. u 1 A 1 .
Pour cette valeur de a, le terme général s’écrit : In| =22 |—g.In| 1+ = | = — +0 — |, ouAestune
u, n n n
constante et ce terme est la somme des termes de deux suites absolument convergentes.
On en déduit que cette valeur de a conduit bien a une série convergente.

1
Remarque : c’est un cas ou la notation O( j (« grand O ») est pratique.
n’

c. La série précédente a pour terme général celui d’'une série télescopique car :

In(hj - a.ln[1+%j =[In(u,,,) —a.In(n+1)] —[In(u,) - a.In(n)] .

u

Puisque cette série converge, on en déduit que la suite [In(u,) — a.In(n)] converge vers une limite notée
L, et (u,.n™) converge vers : A =e", soit: u,.n"“ ~ A, ou encore : U, ~ An“.

+00 +o00

A ——), lasérie D" u, diverge.

\/_ n21

d. Par comparaison de séries a termes positifs (et puisque : u, ~

26.Notons, pour :nON: P, = Hco{z—)ij.

Alors:Onz2>1,0ona: sin — X P, =1 Sin —— X .P,_., et par récurrence : sin — X P, =1 sm( )P
2" 2 2" 2" 2"

Donc: On ON, iln(co{z—xkjj =In(R,) = In(z—lnj —In(sin(z—)i]j + In(sin(x)) +In(R,), pour : x %0, et:

Zn: In(co{z—xk]j = —In( 2 .sin(z—)i]j +In(sin(x)) + In(cos)) .

(X
Or quand n tend vers +o, la suite (In( 4 .sm[—jD tend vers In(x) (avec un équivalent).
2n

Donc la série converge et sa somme vaut :
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iln(co{z_xnjj = —In(x) + In(sin(x)) + In(cos)) = In(sin(x).xcos(x)j _ In(sin(z.x)j.

2.X

2n-1 2
27.Un équivalent du terme général donne la convergence de la série : ﬁ —.
n.(n2—1) +
Par comparaison de séries a termes positifs, la série proposée converge.
2X -1 _a. b c 1

+ ,pus:a=1,b=

Puis : —
X.(X - 1)(X+1) X X-1 X+1

=—1,d’ou:
2

5 2k-1 51 1¢ 1 : 51

On=2, ——=) — -

kz;‘k(kz—l) Zk 22‘k+ Z_;‘ -1 Zk

On simplifie alors la partie commune aux trois sommes et :

n2k-1 (1 1) 1(1 1) 1( 1] 5 11 1 1
On=2, Z—= —t— |- —Ft— [+l = === === —.

—kk:-) (2 n) 2\n n+l) 2 2) 4 2n 2n+l
En passant a la limite, on en déduit la somme de la série qui vaut —

28.a. On peut par exemple travailler par récurrence sur N :

N N2 S, S\ _S .S _._ e
-pour.N—l,ona.;F—zl,et.nZ:;n.(n+1)+N_’il—ﬁ+7—sl—zl.,doulegallte.

* si on suppose I'égalité vraie pour un : N 00 N*, donné, alors :
Nzﬂ Sn + SN+1 - ii_ SN + SN+1 + SN+1 :ii+ SN+1 _ SN
“nin+D) N+2 (5 n N+1) (N+D.(N+2) N+2 < n N+1 N+1’
Sy _ Sy — Zna

N+1 N+1 N+1

et comme :

, on en déduit I'égalité voulue au rang N+1, ce qui termine la

récurrence.
b. Puisque la série z z, converge, la suite (S,) est convergente donc bornee.

Par conséquent, la suite ( N :J converge vers 0.

A

S,
<—, etla série Z— est
n n.(n+1)

n

De plus, si on note A un majorant de |Sy|, alors : O n O N*, |————
n(n+1)

absolument convergente, donc convergente.

. . . .y z, .y z,
Finalement la suite des sommes partielles de la série Z— converge, et la série Z— converge.

n21 n21

Produit infini.
29.a. Pour : N = 2, tous les termes du produit qui composent Py sont strictement positifs et Py I'est aussi.

De plus: ON= 2, In('ﬁl(1+ (:/:%)n D = iln(1+ (:/1%“].

Si on note u, le terme qui apparait dans la somme, alors : u, :In(l D ] (\/_) i+o[£j.

Jn 2n  \n

: -1)" : . L - 1
Or la série z( ) converge du fait du critére spécial et la série Z(—— ( D diverge vers -o
2n

=2 V0N n=2

par comparaison de séries a termes négatifs.
Donc la suite (In(Py)) diverge vers - et (Py) tend vers 0.

n

étre prudent car ce « produit » (¢a n’en est pas un) est nul alors que tous ses termes sont non nuls.

. - , ; = -1)" :
Remarque : I'écriture « intuitive » qu’on aurait pour ce résultat : l_! (1+ (=1 j =0, montre qu'il faut
I
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b. Si on pousse le développement de u, a un ordre de plus, on obtient :
(D" _ 1, (D ( 1 j
u, =-——=—- =a,+b +c,.
n \/ﬁ 2n 3n\/_ n.\/ﬁ n n n
Les séries Za et ZC convergent (la deuxieme par absolue convergence), et donc :

Za +Zb +2c L, —E[Z%—1J+LC+0(1):—%.In(N)+K+o(1),d’ou:

=1

1 K+o(l) __ eK
P, =——¢€ avec: C=e“OR*

W R

N
30.Remarquons tout d’abord que : DN ON, In(R,) = Zln(1+ u,), et travaillons par double implication :

n=0
* si (Py) converge, et puisque tous les termes du produit sont supérieurs a 1, la limite P de (Py) est
supérieure a 1.

La série z In(1+ u,) converge alors vers In(P) et son terme général tend vers 0.

Mais alors : In(1+u,) ~u,, et par comparaison de séries a termes positifs, E u, converge.
+00
e si la série E u, converge, alors son terme général tend vers O et : In(1+u,) ~u,.
+o0

Donc la série z In(1+u,) converge, et la suite In(Py) aussi, ce qui entraine la convergence de (Py).

Séries alternées et autour de la série alternée.
31. Attention a ne pas se contenter d’'un équivalent.

32.

On peut écrire : (=1)" X Sln[ j (-D". 3
3n’ n

On écrit ainsi le terme général u, comme la somme de deux termes, a, et b,.
(3™ O(Jﬁj vn 1

3n? n® J|+=3.n%+ 3n°

f L9 o(@j

La deuxieme série converge par absolue convergence puisque : |bn| =

En effet, la suite (Q/ﬁ) tend vers 1.
La premiére est alternée.
Posons alors f la fonction : X > X

1-x

= exp((1 — x).In(x), et étudions-la sur ]0,1].
Elle y est dérivable et : 0 x 1]0,1], f'(X) = (— In(x) +ﬂj.f (X).
X

On pose alors : g(x) = —In(x) +1—1, sur]0,1], et: g'(x) = —i-iz< 0.
X X X

g est donc décroissante sur ]0,1] et s’annule en 1 : elle reste positive sur l'intervalle.
On en déduit que f" est positive et f est donc croissante sur ]0,1].

n_

Lasérie D a,,avec:Onz1, a =(-1)".

-1
a( 1) n nell - s L
| = =(-1".f| = |, vérifie donc le critére spécial
n n
des séries alternées et est donc convergente.

: L ) (1
Finalement la série proposée Z(—l)”.n n.sm(—j converge.
n

La série proposée est alternée.
8"  (@n)_ 8 4
" (2n+2)!" 8"  (2n+1).(2n+2) (2.n+1).(n+1)’

et ce quotient est plus petit que 1 dés que : n > 1.
Donc la série vérifie les hypothéses du critére spécial & partir du rang 1.

Deplus:0On=0

Chapitre 02 : Séries numériques — Exercices (Corrigé des classiques). -5-




On peut alors écrire : S= Zu =1—4+Zm =-3+S,avec: S'= Zm S’ positif et :

n=0 (2[’])' n=2 (Zn)l n=2 (Zn)l
2
s|<2{=2=-83
41 24 3
Donc: S<0.

Autour de la série harmonique.
33.a. On peut penser a comparer S, a H,.

n 1 n 1 n \/E
Pourcela: S, —H, =Z _ZE:_HW'

Or la série converge par comparaison de séries a termes positifs, donc la suite de ses

n
;‘ n.(n++/n)

sommes patrtielles est bornée.

S H S H a
Donc: ——=—"1+-—1 avec( - j qui tend verslet( - j qui tend vers 0.

In(n) _ In(n) n' In(n) In(n)
Donc : Sn;ln(n).

b. On peut étre plus précis puisque le fait que (S, — H,) converge s’écrit aussi :
OKOR, Sy —H,=K+0(1), en +oo,
et comme : H, =In(n) + y + o(1), finalement : S, = In(n) + (K +y) + o(1), soit bien : S, = In(n) + C + g(n),
ou C est une constante, et (¢(n)) tend vers 0 en +oo.
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