Seéries Numerigues (corrigé niveau 2).

Séries télescopiques.

e " u
27. PourZun une seérie réelle positive, on pose n ON, v, = :

=0 "@+uy).A+u)...A+u,)
a. Montrer que la sériivn peut se mettre sous la forme d’une série télegoepi
n=0

b. Montrer que la sériivn est convergente.

n=0

+00

c. Dans le cas oul la sére u, diverge, préciser la valeur de v, .

n=0 n=0
a. On peut écrire :
OnON* v = 1+u, -1 - 1 _ 1 |

1+uy).A+u)...d+u,) (@+uy).@d+u)...+u,,) @+uy).A+u)...A+u,)
- 1+u, -1 1

avec le cas particulierv, = =1- :

L+u,) 1+u,
On peut ainsi poseffl n ON*, a = ! et:a, =1

" @+u).A+u,)...A+u )’
ce qui donne biend n ON, v, =a, —a,,,.
b. La convergence de la séPEvn est équivalente a celle de la suige X
n=0
Or cette suite est positive et décroissantequé () est a termes positifs, donc convergente.
La sérieZvn est donc convergente.
n=0

c. Si Zun diverge, la suite de ses sommes partielles termlwepuisquez u, esta termes positifs.

n=0 n=0
On a égalementd n ON, @+u,).@+u)...A+u,)=u, +...+u,,
car en développant le produit on voit appagdérquantité minorante et d’autres termes positifs
Donc : lim L+u,).@+u,)...L+u,) =+, et (a,) tend vers 0.
n- 400

+00 +00
Donc:) v, =Y (a,-a,,)=a,~ lima, =a, =1.
n=0 n=0

n- +oo

28. Soit Zan une série réelle a termes strictement positigoit(u, ) la suite définie par :

n=0

*u,>0,et:

«0OnON,u, :%.(un +.JuZ+a?).

a. Montrer que si la sériE a, converge, la suiteu) converge également.

n=0

b. Montrer que si on pose :
1
* U, =§' u =1,et:

«OnON* Uy, =1+ L

—
a1 K

: : 1 -
on peut construire une suitg, § telle que I n ON, u,,, =§.(un +Juz+a’?), etla serlez a,

n=0
est a termes strictement positifs et divergente
Qu’en déduit-on ?
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Notons tout d’abord que la suita,() est toujours correctement définie et a termegifsos
a. On constate que :

OnON,u,, s%.(un +\/u§ +a’+2u.a,) s%.(un +U,+a)=u, +%.an, et:
D n D N’ un+12%'(un +\/E):%'(un +un):un,

1
<—a

n n*

d'ou enrésumell n ON, O<su,, —u

Par comparaison de séries a termes positisgria télescopiqui(un+1 —u,) converge donc la suite

n=0

(u,) aussi.
b. La suite (1,) proposée est strictement croissante, a prentietstrictement positif et convergente
(suite des sommes partielles d’'une série dm&mm convergente) de sommke = % + ziz >0.
n=1 n

. . . 1
Par ailleurs, on voudrait une suitg ) telle que I n ON, u,,, =§.(un +u’+a’).

Il suffit pour cela queld n ON, (2u.,, —u,)*-u’=a’=4u?,-4u_,u =4u. .U, —U),

n ~n+l*n

et donc on va posefl: n ON, &, = 24/U,,;.(Uy., —U,) -
La suite @,) est ainsi bien définie car la suite,( est croissante et a termes positifs et on a:bien

On ON, unﬂ:%.(un +.JuZ+a?).

Mais par ailleurs @ n ON*, a, = 24/U,,;.(Uys —U, ) ~ 24/L.(U,, —U,) =

24/L
n b

et la sériez a, diverge par comparaison de séries a termes ositif

n=0

La réciproque de I'implication de la question’ast donc pas vraie.

29. Soit (u,) une suite réelle définie par :
e u, 0101, et:
«0On0ON, u, :%.(un +u?).
a. Etudier la convergence de la suite)(
b. Etudier la nature de la sérfe u, .

n=0

a. Il estimmédiat que la suite () est bien définie et par récurrendé n O N, u, [0]0,1[.
En effet, ce résultat est vrai payy et s'il est vrai pour un entiern =0, alors :

u? 010,1[, et donc u,,, 2%.(un +u?) 0]0,1[.

Puis:On ON, u.,, —u :%.(uﬁ -u,) =%.un.(un -1 <0,

et la suite est strictement décroissante.
Etant de plus minorée par 0, elle converge upeslimite L .

Enfin, L vérifie : L :%.(L+ L*), soit:L=L% etL vaut O ou 1.
Mais (u,) étant a termes dans ]0,1[ et strictement déantss on en déduit que.:= .0

b. Puisque(,) tend vers O, onall n ON, u_,, —u, =%.un,(un -1 ~—u_2”,
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Or la série téIescopiquE (u,,, —U,) converge car la suitai() converge.

n=0

Par comparaison de séries a termes negatfferlkaZ——” converge et donc aussi la seEgun :

n=0 n=0

30. Soit (u,) la suite définie par :

. uOD}O,gﬂ et:

*UOnON,u,, =sinu,).
a. Montrer que la suiteu() converge vers O.
b. En utilisant(u,,, —u,, ) montrer que la séri{u,f converge.

n=0

c. En utilisant(In(u,,,) —In(u, )) montrer que la sériE u? diverge.

n=0

a. Puisque la fonctiori définie par {1 XD}O,%I:, f (X) =sin(x) — x, a une dérivée strictement négative,

elle est donc strictement décroissante et mull6, elle reste strictement négative sur I'irdéev
Donc la suitef,) est décroissante et étant minorée par 0, elleerge.

Enfin sa limiteL est dan{o,g} , et comme elle ne peut pas étre d%hsﬂ , elle est nulle ety,)

converge vers 0.
b. La sériez (u,,, —U,) esttélescopique et converge car la suitg converge.

n=0
3

De plus O n ON, u,, —u, =sinu,)-u, =—u—g+om(uf)~—

o |5,

3
Donc par comparaison de séries & termes nggdatiéried ——" converge et la sérid_uy> aussi.

n=0 n=0

c. La série télescopiqug (In(u,,,) —In(u,))) est tout d’abord bien définie (puisque, § est a termes dans

n=0
10,1[ ) et divergente car la suite,() tend vers 0 dondri(u,, ))tend versoo.
De plus:
un+1 Sin(un) urf 2 urf 2 urf
On ON, (In(u,,,)—In(u,)) =In =In =In 1—€+om(un) :—€+om(un)~— .
u +00

n un

o|

2
Donc par comparaison de séries a termes ns,gatﬁﬁerlez——” diverge et la sen{ u? aussi.

n=0 n=0

31. Soit (u,) une suite croissante strictement positive quil desrs -eo.
Una ~Uj

Onpose I nON, v, =
u

n

ape . ~ lJn+1 t ) .
En utilisant la suite\{y,) ou : 00 n ON, w, =j dT montrer que la serlgvn diverge.

n=0

0 0 U+1 Un+1
On constate immédiatement qué n ON, > w, = ZI ‘ %:j %: In(u,.,,) —In(uy) .
k=0 k=0 " to

Donc la séried w, diverge (vers ).

n=0
Un+1 dt < Un+1 dt _ un+1 —Un
ot wouy u

Par ailleurs 1 n ON, w, = =V,

n-
n
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Donc par minoration de série a termes positifséhianvn diverge.

n=0

Séries a termes positifs ou de signe constant.

32. Etudier la convergence des séries suivantes :

n n® a i_ b fl) +x2 ;
a.Z(n—ﬂj , b.Z{(n +D2 = (n"+1) },(a,b)DR ’ C-Z(m(n))m(n)-

a. Pour la premiere série, on peut écrire :

[Ljnz = exﬁ(— n2_|n(n—+1JJ = eX[{— n2.|n(1+ 1)} = eX[{— nZ(l +o0,, (1)}] =expn+o,,(n).
n+1 n n n n

n
Donc :nz(
n-+

1) =expcn+o,,(n)+2In(n)) =exptn+o,,(n)),
qui tend vers 0 enes
. n \"
Donc la sériey | —— converge.
Z(n +1j J
b. Pour la deuxiéme, on écrit :

1
1 a
(n* +1)2 = n[1+iaj = n(1+1.ia+o+w(iajj = n+1. ;l_l +o+w[%j.
n an n an n

On distingue alors plusieurs cas :

* si:a=h, la série est |la série nulle et converge,
1

1 1
-si:a>b,ona:un:(na+1)a—(nb+1)b:1 1 +o+w(ij—%.%+om(iJ~—l 1
n n

’ na—l a-1 nb—l +oo b rlb—l ’

Par comparaison de séries a termes nég@ta, converge si et seulement $=1>1, soit:b> 2

nx1

: A 11 - : :
e si:a<b,onademémeu, ~—.—, etla serlez u, converge si et seulementsa> . 2
an n>1

Conclusion : la série converge si et seulersenfa=b) ou (a> 2, et:b> 2).
c. Pour la troisieme, on réécrit le terme général :

1 1
W = exp(—ln(n).ln(ln(n))) = W .
Et puisquelfi(In(n ))tend vers oo, il existe un rangn, a partir duquel in(In(n)) = 2soit :
Onz=n,, 0< 1 =_1 < 1

(In(n)) In(n) nIn(ln(n)) n2 !

et par comparaison de séries a termes poi;itikériez converge.

1
(In(r)™®

N
33.Pour:x OR, et:N ON, on note :S, => nx".
=)

a. Trouver une condition nécessaire pour dsg)(converge.
b. A l'aide de (- x).S,,, calculerS, .
c. En déduire ques, ) converge et préciser sa limite.

a. S, étant une somme partielle de série, pour queite €8, ) converge, il est nécessaire que son terme

général tende vers 0.
Or:

* (|X>1)= (n|x" tend vers ),
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* (|X=1)= (n|x" tend vers ).

Donc on doit prendre|x <1.
N+1

b. A partir de 13, et pour|{ <1, ona:(1-x).S, = i nx" — ZN: nx"™ = ZN: nx"=> (n-0.x".
n=1 n=1 n=1 n=2

N+1

N N
En regroupant ce qu’on peut regroup@r=x).S, = > nx"=> (n=1).x" = x+ > x" = N.x"".
=1 n=2 n=2

N
Si on fait tendreN vers +o, on conclut que (L - x).S,, ) converge et (1-x).S= h!im ZX“ :%.
] n=1 —_ X

+00

) X
Finalement :» nx" = .
Z;‘ L-x)?

34. Soit (a,) une suite positive, eu( ) la suite définie par :

*u,>0,

a
On0ON,u,, =u, +—.
u

n

Montrer que la suiteu( ) est bien définie, et croissante.

Réciproquement, montrer queE a, converge, la suitew) est convergente.

a.
b. Montrer que si|f,) converge, sa limite est strictement positive puis la sériez a, converge.
C.
a.

On montre de fagon immédiate par récurrence que
O n ON, u, existe et est strictement positif.

n

a : :
Dans cecasld n ON, u,,, —u, =—20, et (u,) est bien croissante.
u

n
b. Supposons quei() converge.
Alors puisque la suite est strictement croitsasa limiteL est supérieure &,, donc :L >0.
a, a

H . —_ n n
Mais alors u,,, —u, = I:‘”T'

L a, | . " A
Les deux senei (U, —u,) et ZT" étant a termes positifs, elles ont alors méme cotement.

s : . . - .
Or la série telescoplquE (u,,, —U,) converge puisque la suitg () converge, donc la serET” puis
la sériez a, convergent aussi.
c. Réciproguement, sZan converge, on commence par dire qien ON, u, <u, (puisque () est

: a, _a
croissante), et n ON, O<u,,, ~u, =—<—.
un uO

Donc par comparaison de séries a termes pddisérie téIescopiquE (u,., —Uu,) converge et la suite
(u,) est convergente.

35.

Soient) u, et Y a, des séries a termes strictement positifs, telles: g
u a

On, ON, 0 n>n,, "<,

u a

a. Montrer que u, =0, (a, )

n n

b. Que peut-on en déduire entre la convergencgdlg et celle deZcrn ?
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u
a. On peut réécrire I'hypothése e n=>n,, 0s—" <" <C=

n+l Ny

Donc on a bienu, =0, (a, ,)(soﬁ( J bornée).

n

b. D'ou: (Zan converger (Zun converge), par comparaison de séries a termesfeosi

36. Pour : P OR[X],onpose 0 n ON:u, =vn®>+1-,/P(n).
a. Montrer que pour quei() tende vers 0, il faut que P soit de degré 2.

Montrer de plus que le coefficient dominantRiene peut étre que 1 puis qu’alorg, J est bien définie
au moins a partir d’'un certain rang.
b. DéterminerP pour que la série de terme généralconverge.

a. Notons tout d’abord que suivaRt, la suite (1,) présente un probleme de définition.

Il est nécessaire que le coefficient dominanPdsoit positif car sinonP deviendrait négatif a partir
d’un certain rang.

Dans le cas donc ou le coefficient dominanPdéotons-lea) est positif, on peut alors écrire :
On ON, P(n) =an® +...~ an®, o k désigne le degré de.

Cet équivalent garantit qu®(n) devient positif poum assez grand et que, est défini a partir de ce
rang.

Puis :\/W;\/E.n;, et d'autre part :\/n2—+1+-;n.
Distinguons alors plusieurs cas :
e k<2, alors\/% est négligeable enoekdevant\/nz—ﬂ et (u,)tend vers ¢ :
la séried_u, diverge.
e k>2, alors\/n2—+1 devient négligeable devaqm , et (u,) tend vers—oo
la série diverge encore.
*k=2,et:a# 1L onaalors u, +—:°(1—\/5).n, u, a nouveau ne tend pas vers OE‘Un diverge.

Finalement pour que la série converge, il tue :k = 2 a=1, soit: P= X*+b.X +c.
b. On peut sous la derniére hypothése écrire :

JP(n) =vn?+bn+c = n[1+ +—j -n(l gl (E—EJ.%+(—E+EJ.%+o+w[%jJ,
n n

1
et: n2+1=n(1+i2j2=n( 12 +( D
n 2n
_( bj 1 c, b2 bc b’) 1 (1)
Dou:u, =| —— ———= ——2+0+°°—2.
2 2 2 8 4 16 n

On doit donc prendrel = ,Q)our queu, tende vers 0.

. 1 c)1 L A R . L
Si:c# 1 alors :u, {— —Ej.—, et la serleZun a son terme général équivalent a celui d’'une skrie
+00 n
signe constant et divergente, et a ce titrerde.

Donc on doit prendrec= ,ktdanscecastn UON, u, =0, etla sérieZun converge.

Conclusion : la série converge si et seulersenP = X? +1, et la série est alors la série nulle.
Remarque le développement limité (si, n'avait pas été constamment nul) nous aurait [sedans

tous les cas de déterminer la natureifjen qui aurait été alors convergente, grace a un atpnt.
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Séries de signe quelconque, somme de séries coneatgs.

| n
37.Pour:x OR™, et: n>1, on pose u, =£.l<_'ln(1+1j.
X" ke k

a. Etudier la série de terme généilalu,,,) —In(u, eden déduire queu() converge en précisant sa
limite.

b. Montrer que O a OR, Z(In(unﬂ) =In(u,) —a.ln(1+1j] converge (on précisera la valeur @@.
n

n21

c. Pour cette valeur, montrer qué A OR, u, ~ An“.

+o00

d. Etudier la convergence la séEun :

n21

2
a. Tout d’abord :Uﬂ:n—ﬂ.ln(1+ X j= n+1' r __X 2 +0+m(i2j =1—L+Om(1
u X n+1 X (n+l 2(n+1) n 2.(n+1 n

n

. u X 1
ce qui donne encore™ =1-—+o, | — |.
u, 2n n

Puis .0 n=1, In(u,,,)-In(u,) = In(ﬂJ = In(l—i +0,, (ED =- X 0, (Ej ~—i.
u, 2n n 2n nj+> 2n

Par équivalence avec une série de signe cdr{star0), la sériez (In(u,,,) —In(u,)) diverge vers-

et la suite If(u,, ) aussi.

Donc (u,) tend vers 0.

b. Poura donné, on a tn(u,,;) —In(u,) —a.ln(1+1j = —i—g+o+m(1j.
n 2n n n

Par comparaison de séries a termes de sigs¢acnpour que la série converge, il faut que :

a+§=0, soit :a':—5

2 2
- vz [(Upyg 1) A 1

Pour cette valeur dg le terme genéral s’écritin — |-a.In| 1+— |=— +0,,| — |,

u n) n n

n

)

(e¢]

ou A est une constante et ce terme est la somme desstele deux séries absolument convergentes.

On en déduit que cette valeur @econduit bien a une série convergente.
N : 1 .
Remarque c’est un cas ou la notatlotnm(—zj (« grand O ») est pratique.
n

c. La série précédente a pour terme général celnedeérie télescopique car :

|n[ﬂj —a.ln(l+%) =[In(u,..,) - @.In(n+1)] ~[In(u, ) - a.In(n)]..

un

Puisque cette série converge, on en déduitagsigite (In(u,) — a.In(n )) converge vers une limite notée

L, et (u,.n"") converge vers A=e", soit:u,.n"“ ~ A, ou encore u, ~ An?.

+00 +o00

d. Par comparaison de séries a termes positifgisdype :u, ~—x.onen déduit que :
n2
*si:—<1,ouencore 0<x< 2la sériez u, diverge,

n21

NIX NI x

e si:—>1,ouencore x> 2la sériez u, converge.

n=1

38. En transformansin(2.a) , étudier la sériezzln(co{z—)ij} , pour :|X] <g , et donner sa somme.
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Notons, pourn ON: P, = {ZLJ

Alors:0 n=1,0na: sm( jP % i ( X jP_l, et par recurrencesm(zij _Zi sin(x).p, .

n-1

Donc :00 n ON, ZIn(co{ J In(P,) = (Zlnj—In(sin(%j}ﬂn(sin(x))+In(P0) , pour :x# 0, et:

iln(co{z—xkj} = —In( 2 sm(2 D +1In(sin(x)) + In(cos)) .

Or quandn tend vers ¢, la suite[ln( 2“.sin(2—)ijj] tend versin(x) (avec un équivalent).

Donc la série converge et sa somme vaut :

iln(co{z—fjj = —In(x) + In(sin(x)) + In(cos()) = |n(—5i“(x)'xcos(x)j - |n(.5‘“(2-x)j_

2.X
2n-1 sy , , .. s .
39. Montrer la convergence de la seE—l) et a 'aide d’'une décomposition en éléments saspl
n.(n2 -
calculer sa somme.
Un équivalent du terme général donne la convergdada sene% i
n.(n2=1) +
Par comparaison de séries a termes positifs, il g@posée converge.
. 2.X -1 a b C : 1 1 ..
Puis : :—+—+—,pU|s:a=lb:—,c=——,dou:
X.X=-D(X+D) X X-1 X+1 2 2
n _ n n n+l n-1
On22 Y- 2K71 Z 39 1 yis 1 g1 381,151
k=2 k(kz_l) k 2 k= 2k+1 2 k:2k_1 k:2k 2 k:3k 2 k:lk
On simplifie alors la partle commune aux trois sasrat :

On>2 zM(l 1) §(E+Lj+l(1+£)_§_li_§ 1
T &kke-1) 2 n) 2n n+1) 2 2) 4 2n 2n+1

En passant a la limite, on en déduit la somme déria qui vautg.

N
40. Soit Zzn une série complexe convergente, 8tN O N*, S = ZZn :
n=1
N N
a. Montrer que & N [0 N*, Zizz Sty S .
= n ZSnh+) N+1

f = Z
b. En déduire que la serE—” converge.

nx1

a. On peut par exemple raisonner par récurrenc@&lsur
epour:N=1o0na: Z—— z,e ZN: I T AL S =z, d’ou I'égalité.
e ~nn+l) N+1 12 2
* si on suppose I'égalité vraie pour ull: 1 N*, donné, alors :
% Sn +SN+1 :(ii_ SN ]+ SN+1 +SN+1 :ii+ SN+1_ SN
“nn+l) N+2 (& n N+1) (N+D.(N+2) N+2 “n N+1 N+1’
et comme :SN+1 I VI :
N+1 N+1 N+1
on en déduit I'égalité voulue au rahly+ , ck qui termine la récurrence.
b. Puisque la séri{ z, converge, la suiteg,) est convergente donc bornée.
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. S
Par conséquent, la su(tﬁj converge vers 0.

S

n

n(n+1)

A
s

De plus, si on noté un majorant d¢S,|, alors :0 n O N¥,
n

et la sériez

est absolument convergente, donc convergente.

. . . . z A
Finalement la suite des sommes partielles deriaZ—” converge, et la serE—” converge.

n=1 n=1

41. On pose, pour n L N*, S, —ani et:T, =S, +i
=k n.n!
a. Montrer que les deux suiteS, () et (T,) sont adjacentes en précisant leur limite commune.
b. Montrer I'existence d’une suite d’entiers natsifg, ) et d’'une suite de réels (), telles que :
*On0ON, ne=p, +r,,
* (r,) converge vers 0.

1 g -
c. Montrerque 1 n ON, 0<e-S,,, <——————, et en déduire un équivalent deen -eo.

(n+1).(n+1)!
d. Quelle est la nature de la sélésin(2.7znl.e) ?
n=0

e. Quelle est la nature de la séEesin(izn!.e) ?

n=0

a. Il estimmédiat que la suit&() est croissante (et convergente puisque la séneecge).

De méme, il estimmédiat que la suite £ S,) tend vers 0.

Enfin:0nON T, -T =5,-§+——+ -+t , 1 1

(n+).(n+)! nn (n+D)! (n+D.(n+1)! nn!
+ + -n‘ -
etdonc T, -T, = n+2-(n+1)° n"-n+1
(n+2).(n+1)! (n+1) (n+1)!

Donc les suites sont bien adjacentes (et oouet la convergence de la suit® [).
Leur limite commune est évidemment

<0, puisque :n>1.

b. Puisque I n ON*, S, <e<T ,ona:n.S <n.e<n.T, =n.S, +1,
n

car (T,,) est strictement décroissante.

51 &Gnl .
De plus, il est clair quen!.S, = n. ZE => — ON, comme somme d’entiers.
k=0

o K!

. 1 _— . .
Sion pose alorsp, =nl.S,, et:0<r, =nl.e—nl.S, <—, on a ainsi construit deux suitep,() et (r,)
n

que I'on peut au besoin compléter avex, = , el r, =e— 2 répondant aux exigences a savoir que
(p,) est une suite d’entiers naturels gf)(tend bien vers 0 par le théoreme des gendarmes.
1

c. On aimmédiatementi n ON, 0<e-S _—
(n+1).(n+1)!

it S Tpop = Sng =

| !
Puis:On ON, O<snl.e-n.S,,,; < T ,d'ou:0<nle-n|S + 1 < ks :
(n+1.(n+1)!" (n+1)!) (n+1.(n+1)!
n!

et:0<r, —( 1)1 < ( 31)2 , puisque r, =nl.e-n.S, .
n+1)! (n
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n Mo

Donc :0 n ON*, O<r, - 1 < ! soit :r, —i+om(ij:£+o+ (1j et:r, ~1.
n

n+l (n+1)?’ n+1
d. On peut alors écrired n O N*, sin(2.7znl.e) =sin(27z.(p, +r,)) =sin(27r, ) ~2.71rx, :Z_nn’

et donc la senism(Z.nn!.e) diverge par comparaison de séries a termes ositif

n=0

e. La question c donné n O N*, r, =i+ X,, avec :0< x, s%, dou: x, =0,, iz .
n+1 (n+1 n

Donc on en déduit quél n [ N*, r, -1, X, +O+w[i2j =1+O+w(ij ,
n n n

puis :0J n ON*, sin(7znl.e) :sin(ﬂ(pn +r1,)) :sin(nr ).(=) .

Enfin:0nz2, p, =n.S, z —1+n+z _(n+1)+n(n 1)Z(n 2)

iz (n-2)! ‘
Kl

k=0

et commen.(n-1) est pair et est un entier, on conclut quég-=1)" = (-1)"".

_\nl
Finalement 1 n O N*, sin(7znl.e) = (—1)”*1.(1+O+w[i2D ) +O+w(i2j,
n n n n

et la sérieZsin(lzn!.e) converge comme somme d’une série alternée convergdapres le critere

n=0

spécial) et d'une série absolument convergente.

Produit infini.

N n
. . =
42. Pour:N = 2 on pose P, = ”(h :
vn

a. Justifier qued N = 2, B, > 0, puis a I'aide du logarithme, montrer qu®,( tend vers 0.

n=

b. En utilisant un équivalent lié a la série harigae, montrer qued C O R*, P, ~

<
o IN

a. Pour :N = 2tous les termes du produit qui composBptsont strictement positifs €, I'est aussi.

De plus 11 N = 2, In(ﬁ(H (:/1_)n D = i|n(1+ (:/1_)nj.
n= n n=2 n

Si on noteu,, le terme qui apparait dans la somme, alars= In(1+ (= j = (=) _i+om(1 .

Jn Jn  2n

Orla sériez (=1 converge du fait du critere spécial et la s@{—i +0,, (ED diverge vers
n

n=2 \/ﬁ nz2

— oo par comparaison de séries a termes négatifs.
Donc la suitelf(P, ) diverge verse et (P, ) tend vers 0.

2.n

L. o . s -n"
Remarque I'écriture « intuitive » qu’on aurait pour ce rési : |_!(1+ (=) ] =0,

n

n

montre qu'il faut étre prudent car ce « produjta n’en est pas un) est nul alors que toutese®s sont

non nuls.
b. Si on pousse le développementLqea un ordre de plus, on obtient :

_D"_ 1 (D] 1
T 2n 3n\/_ (n\/ﬁJ T T G

Les sériesz a, et ZCn convergent (la deuxieme par absolue convergeatdpnc :
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N N N 1 N 1 1
In(Py)=>a,+> b, +>c, =L, —5.[23—1} L. +0,, @)= —E.In(N)+ K+o,, (1), dou:
n=1

1 e“ C
P, =—.e“"® ~—_~ = ‘avec:C=e" OR*

WS ENEUN

N
43. Pour (u,) une suite a termes positifs, on poseN O N, B, = |‘! @L+u,).
Montrer I'équivalence : (@, ) converge)- (z u, converge).

n=0

N
Remarquons tout d'abord quél:N ON, In(R,) = ZIn(1+ u,), et raisonnons par double implication :

n=0

* si (P, ) converge et comme tous les termes du produitsgérieurs a 1, la limite de (P, ) est
supérieure a 1.

La sérieZIn(1+ u,) converge alors ver(P) et son terme général tend vers O.

Mais alors :In(L+u,) ~u,, et par comparaison de séries a termes posEifen converge.
+o0
* sila sérieE u, converge, alors son terme général tend vers 0nét+u,) ~u,.
+00

Donc la sérieZIn(1+ u,) converge, et la suitén(P, gussi, ce qui entraine la convergencefg (

Séries alternées et autour de la série alternée.

44. Etudier la convergence de la séde(-1)"A/n .sin(lj :
n

Attention a ne pas se contenter d’un équivalent.

ﬂ +—(_1)n+l'Q/E +0 Q/ﬁj .

On peut écrire (-D)" X n.sin(lj =(-1". 3 | 3
n n 3n n
On écrit ainsi le terme généra| comme la somme de deux termas,et b, .
i, (4]0

v 3nd+03n°

La deuxiéme série converge par absolue convergmwc@n| = 3 3
n n

En effet, la suite(Q/ﬁ) tend vers 1.
La premiére est alternée.
Posons alord la fonction : x — x** = exp((L— X).In(x )), et étudions-la sur ]0,1].

Elle y est dérivable etld x [1]0,1], f'(x) = (— In(x) +ﬂj.f (x).
X

On pose alors g(x) = —In(x) +1 -1, sur]0,1], et :g'(x) = 1 _iz <0.
X X X

g est donc décroissante sur ]0,1] et s’annule eellé reste positive sur l'intervalle.
On en déduit qud ést positive etf est donc croissante sur ]0,1].

n
vérifie donc le critére spécial des séries altesretest donc convergente.

La sérieZan ,avec l n21, a, = (—1)”.Q/ﬁ = (—1)”,(%) E = (—1)”.f(%)

Finalement la série propos@(—l)”.n n.sin(ij converge.
n

L -1)".8" , L
45. Montrer que la serleZ% converge et que sa somme est un réel négatif.
n)!

n=0
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La série proposée est alternée.

n+l |
De plus:01 n=0, 8 @nt _ 8 4 )
(2n+2)!" 8" (2n+1) (2n+2) (2n+1).(n+1)
et ce quotient est plus petitque 1 désgne:. 1
Donc la série vérifie les hypothéses du critereisph@ partir du rang 1.
On peut alors écrireS = Zﬂ = Z( D8 -3+S, avec :S'= zm
o (2n)! = (2n)! 2.n)!

2
S' positif et :|S| < 8)_64_8 <3.

! 24 3
Donc:S< O

+00 — k
46. a. Justifier I'existence deR, = 2 D , pour tout entier n O N*.

k=n+1

+00 (_1)k
b. Montrerque I n ON, R +R . = —
. Rt R = 2 D

c. Déterminer un équivalent de, en eo.
d. En déduire la nature de la sé}eR .

nx1

a. Pour :n> ] et comme reste d’'une série convergeReexiste et est du signe de son premier terme a

savoir(-1)"* puisque la série définissaR} vérifie le critére spécial des séries alternées.
b. On a immédiatement :

JnON R 4R, = Z(1) $ D Z(1) 5 D =+Zm((_1) NG J

k=n+1 k=n+2 k k=n+1 p=n+1 p+1 k=n+1 k k +1

en ayant effectué une translation d’'indicecappelék le nouvel indicep .
s SN
Dou:0On0ON, R +R .. = —

R R = 2
(_1)n+1
n+1

(_1) nil + Rn + Rn+1'

c. On peut alors écrired n ON, R = +R,,donc:2R, =

‘o -1" . L . L. : L L
Orla serlez ( 11) est alternée et verifie le critére spécial de fiaigomédiate.

=1 N
S G A P . o (L), (1
2 ke (n+1).(n+2)'et'R“R”“'O*“[nzj‘O*“[nj'

—1\n+1 _1\n+l _q\n+l
Donc ;Rn :L+Om[ij :&+Om[ij ~&_
2.(n+1) n? 2.n n’ )+« 2n

d. L’équivalent obtenu au-dessus ne permet pasdgdnire la nature de la sérE R, , mais comme
nx1
somme d’une série convergente (alternée vatifeacritere spécial) et d’une série absolument
convergente, la sériE R, converge.

nx1

Donc:0 n ON, R +R,.|=

Autour de la série harmonique.

51
47.Pour:n= lonpose S, =) ——.
" ; k++k
a. Donner un équivalent simple & en Heo.
b. Montrer qu'il existe C O R, S, =In(n) +C +&(n), ou ((n)) tend vers O encs.
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a. On peut penser a compafra H

n"

n 1 n 1 n
Pourcelad n ON*, S -H, = —
;kh/E zlk k;k(k+\/_)

converge par comparaison de séries a termesfppdiinc la suite de ses

Orla sériezi
e N(n+ \/ﬁ)

sommes partielles est bornée.

Donc : Sy :L+i, avec( H, ) qui tend vers 1{ a ] qui tend vers 0.
In(n) In(n) n In(n) In(n)
Donc :S, ~ In(n ).
b. On peut etre plus précis puisque le fait g8e<{H ,) converge s’écrit aussi :
OK OR, S, -H, =K +o,, (1)
etcomme H, =In(n) +y+o,, @finalement:
=In(n)+(K +y)+o,, @, soit bien:S, =In(n)+C+o,, @
ou C est une constante, ef_ (1) tend vers 0 enos.

Séries de Bertrand.

48. a. On notef la fonction définie sur ]1e#) par :[0 x>1, f(x) =In(In(x)).

En appliguant le théoréme des accroissemenssdif , montrer que la sériE in(n) diverge.
n=2 NIN(N
b. Montrer que I a <1, diverge.
a ; n?.In(n) J
c. Montrerquetl a=>2,0 g OR, ) ——— converge.
i FOR 2 iy ©™
1 1 1

a. La fonctionf est définie et de classeé €ur ]1,40), et :00 x>1, f'(x) == .
X In(x) x.In(x)

Donc:0n=2,0c, Olnn+1 [, f(n+)-f(n)="f'(c,),
1 _ 1
c,.In(c,) n.In(n)
Or la série téIescopiquE (In(In(n+1)) —In(In(n))) diverge puisque la suitén(In(n ))diverge.

n=2

autrement ditl n= 2, In(In(n+1)) —In(In(n)) =

: . L ~ 1 .
Donc par minoration, la série de termes p(ssET diverge.
n

nz2 '
1 1
>

b. Il estimmédiat queld a <1,0 n=> 2, > :
n“.In(n) n.In(n)

et donc par minoration (d'une série a termestii®), la sériez ~ 1 diverge.
=2 n“.In(n
-B
c.Pour:a= 2et:00 fUOR,0ona:ld n>2, ;:%M
n”.(nn)” 3 o3

n n ?

. 3 - : 3 ’
Or puisque o 5 >0, le théoréme des croissances comparées montre ane((i

n - +oo

n 2

Donc.:———=o0,, | — |, etlasérie) ————
n“.(In(n))” 3 ;n .(In(n))”

n2

converge, par comparaison.
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Produit de Cauchy.

49.

(=D"

Montrer que le produit de Cauchy de la seﬁe_—1 par elle-méme converge.

n=0

Si on notea, le terme général de cette séridgetcelui de la série correspondant au produit de Bauc

proposeé, on a:
O n ON,

_N D" (D™ _, < _ (=9 1
b”_zak' Z“k+1 n-k+1 =) z(k+1)(n k+1) n+22(k+1 n- k"'l]

k=0
51 a 1
De plus Z(k+1 n- k+1j B kz K+l Sn-k+1 = 2Hna,
avec le changement d’indicep.= n-k, dans la deuxieme somme.
2-Hn+1
n+2

Donc:O0n ON, b, =(-1".
2In(n+1) 2.In(n)

La série est donc alternée et son terme généiviens 0 puisque|bn| ~

n +00 n
+2H..,-(n+3).
Enfin: 0 n ON, |bn+1|_|bn| = 2| Hn+2 _ Hn+1 =2 (n 2) Hn+2 (n 3) H ,
n+3 n+2 (n+3).(n+2)
et: (n+ 2)'H”+2 _(n+3)'Hn+1 = (n+ 2)(H i T +1 =1- Hn+1 <0.

Donc la sériez b, vérifie les hypothéses du critére spécial deeséiliternées et a ce titre, converge.

b=0

D"

Remarque évidemment ici la sérig |

n=0

n'est pas absolument convergente.

50.

n-1
Pour:a OR,onposed n>2, u, :Z%
~ k7 (n—K)

a. Montrer que la sérig‘un diverge pour a < 0

n=2
b. Montrer que la séri{ u, converge pouri<a.

n=2

c. A l'aide de la fonction x+ Xx.(L—x ,)montrer que la séri{ u, diverge pour O<a< 1

n=2

(2 . . .- 1 ~
Remarque généraleu;, est le terme général d’'un produit de Cauchy (Ei&?Z—a avec elle-méme.

n21

En effet, puisque la numérotation commence a  en notanthn ce produit de Cauchy :
n=1
n-1
On=1,v, = iaia: %.;ﬂ:un,sachant quev, =0,
pran P Q7 = PY (- p)
<p,lq
puisqu’on ne peut pas avoits p,1<q,et: p+q= 1 autrementditld n=2, v, =u, .
n-1
a.Si:ag< Qalors:Onz2,u, =) 1 > 1 =(h-1)7",
o= k?.(n-k) 17°.(n-1)“

et U,) ne tend pas vers 0 donc la séEeun diverge.

n=2

b.Si:a>1la sériez u, estle produit de Cauchy de deux séries (deuxdaiseme) absolument

n=2
convergentes et donc converge.
c. Si:0<a < 1] alors la fonction x+— x.(L—x )est positive sur ]0,1] et en étudiant sa déerioée,
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, . . 1 . 1
constate gu’elle atteint son maX|mum429mu elle vautz.

Donc:0n>2,01<k<n-1, [Ej (1—Ej < Gj , puisque de plus la fonctionx— x“,
n n

est croissante s®™* et donc :

Onz2,01<k<n-1, 1 = g : 1 > 3 47,
ka.(n_k)a n.a (kja(l kja n.a
n n
1 o_1
Donc:0nz=2,u,2(n-1).—-4" ~— 47,
n- o

et la sériez u, diverge par comparaison d'une série a termesifsoaitec une serie de Riemann
n=2

divergente.
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