Révisions d’analvse. Chap. 01 : résultats.

1. Fonctions réelles ou complexes de variable réell e : limites et continuité (Sup).

Définition 1.1 : limite, limite a droite, a gauche en un point d’une fonction réelle de variable réelle
Théoréme 1.1: unicité d'une limite en un point

Théoréme 1.2 : liens entre limite, limite a droite, limite & gauche en un point

Définition 1.2 : limite infinie en un point, limite en o, limite infinie en +o

Théoreme 1.3:  existence d'une limite et caractere borné de la fonction
Théoréeme 1.4: cas des fonctions complexes de variable réelle
Théoreme 1.5: cas des fonctions monotones

Théoréme 1.6 :  dit « des gendarmes »

Définition 1.3 : fonction réelle de variable réelle continue, continue a droite, & gauche en un point

Définition 1.4 : prolongement par continuité d’'une fonction réelle de variable réelle en un point,
prolongement a droite, a gauche en un point

Théoreme 1.7 :  liens entre continuité, continuité a droite, continuité a gauche en un point

Définition 1.5 : continuité d’une fonction réelle de variable réelle sur un intervalle, sur un ensemble

Théoréme 1.8: cas des fonctions complexes de variable réelle

Théoréme 1.9: somme, combinaison linéaire et produit de fonctions admettant une limite en un point, de
fonctions continues

Théoréme 1.10 et définition 1.6 : 'algébre C°(1,K)

Théoréme 1.11: composée de fonctions admettant des limites, de fonctions continues

Théoréme 1.12: image d’une suite par une fonction admettant une limite en un point

Définition 1.7 : fonction k-lipschitzienne

Définition 1.8 (hors programme) : fonction uniformément continue

Théoréme 1.13 (hors programme pour le premier point) : lien entre continuité et uniforme continuité

2. Fonctions réelles de variable réelle : théoremes  généraux liés a la continuité (Sup).
Théoreme 2.1:  des valeurs intermédiaires
Théoréme 2.2:  image continue d’un intervalle
Théoreme 2.3:  image continue d’'un segment
Théoréme 2.4:  monotonie et bijectivité (=)
Théoréeme 2.5: monotonie de bijectivité (O )
Théoreme 2.6 (hors programme) : de Heine

3. Suites de réels ou de complexes (Sup).

Définition 3.1 : suite de réels ou de complexes
Définition 3.2 : suite convergente, divergente
Définition 3.3 : suite bornée

Théoréme 3.1:  une suite convergente est bornée
Théoréme 3.2: combinaison linéaire, produit et quotient de suites convergentes
Théoréme 3.3:  condition nécessaire de convergence

4. Suites de réels (Sup).

Définition 4.1 : suite de réels croissante, décroissante, monotone
Définition 4.2 : suite de réels majorée, minorée

Théoréme 4.1:  équivalence entre suite bornée et suite majorée et minorée
Définition 4.3 : suite réelle divergeant vers +oo

Théoréme 4.2 :  convergence des suites réelles monotones bornées
Définition 4.4 : suites adjacentes

Théoréme 4.3 :  convergence des suites adjacentes
Théoréeme 4.4 :  dit « des gendarmes »
Théoréme 4.5:  signe de suites équivalentes en +o

5. Suites de complexes (Sup).
Théoréeme 5.1:  équivalence de convergence entre la convergence d’'une suite et celle de ses parties
réelle et imaginaire
Théoréme 5.2 :  cas d'une suite convergeant vers 0
Théoréme 5.3 :  utilisation des suites module et argument d’'une suite complexe
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6. Suites de réels ou de complexes : suites extrait _ es.

Définition 6.1 :
Théoréme 6.1 :
Théoréme 6.2 :
Théoréeme 6.3 :
Définition 6.2 :
Théoréme 6.4 :
Théoreme 6.5 :

7. Suites récurrentes réelles de type : u

suite extraite

convergence des suites extraites d’'une suite convergente
cas des suites des termes d’ordres pair et impair
Bolzano-Weierstrass

suite de Cauchy

caractere borné des suites de Cauchy

lien entre suites de Cauchy et convergence

n+1 = 1(Up) (Sup).

Définition 7.1 :
Théoreme 7.1 :
Théoréme 7.2 :
Théoréme 7.3 :

8. Dérivabilité des fonctions réelles ou complexes

suite récurrente et fonction itératrice

limites possibles d’une suite récurrente

lien entre monotonie de la suite et croissante de la fonction itératrice
cas ou la fonction itératrice est décroissante

de variable réelle (Sup).

Définition 8.1 :

Théoréme 8.1 :
Théoréeme 8.2 :
Définition 8.2 :

Théoreme 8.3 :
Définition 8.3 :

Théoreme 8.4 :
Théoreme 8.5 :
Théoréme 8.6 :
Théoréeme 8.7 :
Théoreme 8.8 :
Théoréme 8.9 :

Théoreme 8.10 :
Théoréme 8.11 :
Théoréme 8.12 :

Définition 8.4 :

Théoréme 8.13:
Théoreme 8.14 :

dérivabilité en un point d’une fonction réelle ou complexe de variable réelle
caractérisation de la dérivabilité a I'aide d’'un développement limité

cas des fonctions a valeurs complexes

dérivabilité a droite et & gauche en un point

lien entre dérivabilité & droite, a gauche et dérivabilité en un point

dérivabilité sur un intervalle d’une fonction réelle ou complexe de variable réelle
dérivabilité d’'une combinaison linéaire

dérivabilité d’'un produit ou d’un quotient

D*(1,K)

dérivabilité d'une composée

dérivabilité d’'une réciproque

de Rolle

des accroissements finis

dérivabilité par passage a la limite de la dérivée

lien entre monotonie d’une fonction a valeurs réelles et signe de sa dérivée
fonction de classe C?, C¥, C* de variable réelle a valeurs réelles ou complexes
combinaison linéaire et produit de fonctions de classe C" et formule de Leibniz
formule de Taylor-Lagrange

9. Fonctions convexes (Sup).

Définition 9.1 :
Théoreme 9.1 :
Théoréme 9.2 :
Théoreme 9.3 :
Théoreme 9.4 :
Théoréme 9.5 :

fonction convexe, fonction concave

inégalité de Jensen

caractérisation géométrique de la convexité d’'une fonction par les cordes
croissance de la fonction « pente de la corde issue d'un point »
caractérisation de la convexité des fonctions dérivables a 'aide des tangentes
caractérisation des fonctions convexes de classe C!, de classe C?

10. Fonctions réelles de variable réelle : fonction s équivalentes, fonctions négligeables (Sup).
Définition 10.1 et théoreme 10.1 : fonctions équivalentes entre elles en un point
Définition 10.2 et théoreme 10.2 : fonction négligeable devant une autre en un point

11. Développements limités (Sup).
Définition 11.1:  développement limité d’une fonction en 0
Définition 11.2 :  développement limité d’'une fonction en un point a
Définition 11.3:  développement limité ou asymptotique d’une fonction en +oo
Théoréme 11.1: unicité d'un développement limité d’ordre n
Théoréme 11.2: forme des développements limités dans le cas des fonctions paires et impaires

12. Obtention de développements limités, opérations sur les développements limités (Sup).

Théoréme 12.1 :
Théoréme 12.2 :
Théoreme 12.3 :
Théoréme 12.4 :
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utilisation de la formule de Taylor, formule de Taylor-Young

somme, produit par un scalaire, et produit de fonctions admettant des DL,(0)
composition de fonctions admettant des DL,(0)

primitivation d’'un DL,(0)



Théoreme 12.5: dérivation d'un DL,(0)

13. Développements limités de fonctions classigues (Sup).

Théoréme 13.1: développements limités classiques
Théoréme 13.2: fonctions tangente, tangente hyperbolique
Exemple détaillé.
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Révisions d’analvse. Chap. 01 : résultats.

1. Fonctions réelles ou complexes de variable réell e : limites et continuité (Sup).

Définition 1.1 : limite, limite a droite, a gauche en un point d’'une fonction réelle de variable réell e
Soit | un intervalle de , et f une fonction de | dans
Soit a un réel élément de | ou adhérent a | (au « bord » de ).
On dit que f admet une limite en a si et seulement si :
OLO ,0e>0,0a>0,0x0O10 (x—al<a)= (Jf(x) —L| <¢g).
On dit que f admet une limite a droite en a si et seulement si :
* | n Ja,+o) £ 0O (f est définie a droite de a)
«JLO ,0e>0,0a0>0,0x0OI, (0sx—a<a)=(f(x)—L|<eg).
On dit que f admet une limite a gauche en a si et seulement si :
* | n (-o0,a] # O (f est définie & gauche de a)
«JLO ,0e>0,00>0,0x0Ol, (rasx—a<0)= (f(x)-L|<¥).

Théoréme 1.1 : unicité d’'une limite en un point
Soit | un intervalle de , et f une fonction de | dans
Soit a un réel élément de | ou adhérent a I.
Si f admet pour limite L en a (limite a droite ou limite a gauche en a), cette limite est unique et est notée
Ixinlf (X) (ou Iignf ) (Ixirr;f (x) et lerr;f (X) pour les limites a droite et a gauche en a).

> <

Théoréme 1.2 : liens entre limite, limite a droite, limite a gauche en un point
Soit | un intervalle de , et f une fonction de | dans
Soit a un réel élément de I.
Lorsque limite de f en a, limite a droite et limite & gauche de f en a ont un sens, f admet pour limite L en a
si et seulement si f admet pour limite L a droite et a gauche en a.

Définition 1.2 : limite infinie en un point, limite en oo, limite infinie en  #oo
Soit | un intervalle de , et f une fonction de | dans
Soit a un réel élément de | ou adhérent a I.
On dit que f admet pour limite +o (ou tend vers +o) en a (respectivement -co en a) si et seulement si :
«0AO %, UOa>0,0x0l (x-al<a)= (f(x) = A), pour une limite égale a +, et :
«0AO %, 0Oa>0,0x0l (x-al<a)= (f(x) < - A), pour une limite égale a -o.
Si f est une fonction définie d’un intervalle | de type [a,+») ou ]a,+) dans , on dit que f admet pour
limite L en +oo si et seulement si :
«Je>0,0A0 " Ox=2A |f(x)-L|<e.
La définition s’adapte lorsque I'on parle d’'une limite finie en -co.
Enfin, si f est une fonction définie d'un intervalle | de type [a,+) ou ]a,+«) dans , on dit que f admet
pour limite +co (ou tend vers +o) en +co si et seulement si :
«0JAD0 *,0BO ', 0Ox=A, f(x)=B.
La encore, la définition s’adapte pour parler d’'une limite oo en oo,

Théoréme 1.3 : existence d’'une limite et caractere borné de la fonction
Soit | un intervalle de , et f une fonction de | dans
Soit a un réel élément de | ou adhérent a .
Si f admet une limite finie L en a, f est bornée au voisinage de a.

Théoréme 1.4 : cas des fonctions complexes de varia  ble réelle
Soit | un intervalle de , f une fonction de | dans , et soit a un réel élément de I.
On note : f = Re(f) + i.Im(f), ou Re(f) et Im(f) sont des fonctions de | dans
Alors f admet une limite en a si et seulement si Re(f) et Im(f) en admettent une en a, et on a alors :

lim £ (x) =lim[Re()(x)] +1.lim[Im(f)(x)] .

De plus si f_désigne f = Re(f) —i.Im(f), f admet une limite en a si et seulement si f en admet une.
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Théoréme 1.5 : cas des fonctions monotones

Soit : | =]a,B[, un intervalle de , f une fonction de | dans

Si f est croissante sur |, alors :
* si f est majorée sur |, f admet une limite en 3 qui est la borne supérieure de f sur I,
* si f n'est pas majorée sur |, f tend vers +o en 3.

Si f est décroissante sur |, alors :
* si f est minorée sur |, f admet une limite en 3 qui est la borne inférieure de f sur |,
* si f n’est pas minorée sur |, f tend vers - en (.

Les résultats s’adaptent pour I'étude de f en a.

Théoréme 1.6 : dit « des gendarmes »
Soit  un intervalle de , f, g et h trois fonctions de | dans
Soit a un élément de | ou adhérent & | (éventuellement o).
On suppose que : Ox O1, g(x) < f(g) < h(x).
Si g et h admettent la méme limite (finie ou infinie) en a, alors f admet une limite en a égale a la limite
commune de g et de h en a.

Définition 1.3 : fonction réelle de variable réelle continue, continue a droite, & gauche en un point
Soit | un intervalle de , et f une fonction de | dans
Soit a un réel élément de I.
On dit que f est continue en a si et seulement si f admet f(a) pour limite en a.
On dit que f est continue & droite en a si et seulement si f admet f(a) pour limite a droite en a.
On dit que f est continue & gauche en a si et seulement si f admet f(a) pour limite a gauche en a.

Définition 1.4 : prolongement par continuité d’'une fonction réelle de variable réelle en un point,
prolongement & droite, & gauche en un point
Soit | un intervalle de , et f une fonction de | dans
Soit a un réel adhérent a I, non élément de | (au « bord » d’un intervalle ouvert).
On dit que f est prolongeable par continuité a droite en a (ou admet un prolongement par continuité en a)
si et seulement si f admet une limite finie L en a.
La fonction f, définie par :
e Ox O, fo(x) =1(x),
* fo(a) = L,
est appelée prolongement par continuité de f en a, et f, est alors continue sur [I O {a}].
On définit de facon similaire, lorsque cela a un sens, les prolongements par continuité a droite et a
gauche de fen a.

Théoréme 1.7 : liens entre continuité, continuité a droite, continuité a gauche en un point
Soit | unintervalle de , et f une fonction de | dans
Soit a un réel élément de |.
Lorsque limite de f en a, limite a droite et limite & gauche de f en a ont un sens, f est continue en a si et
seulement si f est continue a droite et a gauche en a.

Définition 1.5 : continuité d’'une fonction réelle d e variable réelle sur un intervalle, sur un ensembl e
Soit | un intervalle (ou un plus généralement un sous-ensemble) de , et f une fonction de | dans
On dit que f est continue sur | si et seulement si f est continue en tout point de 1.
On dit alors que f est de classe C° sur I.

Théoréme 1.8 : cas des fonctions complexes de varia  ble réelle
Soit | un intervalle de , f une fonction de | dans , et soit a un réel élément de |I.
Alors f est continue en a si et seulement si Re(f) et Im(f) sont continues en a.
De méme, f est continue sur | si et seulement si Re(f) et Im(f) sont continues sur |.

Théoreme 1.9 : somme, combinaison linéaire et produ it de fonctions admettant une limite en un
point, de fonctions continues
Soit l un intervalle de , f et g des fonctions de | dans K.
Soit a un réel élément de | ou adhérent a |.
Si f et g admettent des limites en a, alors pour tout : (A\,u) O 2, (A.f + p.g) admet une limite en a, ainsi
que (f.g) etona:
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. Ixi[r;()\.f +1.9)(X) :)\.Ixi[r;f(x) +u.|xi[r;g(x),
* im(f.g)(x) = lim f (x).lim g(x).

De plus, si: limg(x) # 0, alors g ne s’annule pas sur un voisinage de a, — est définie sur ce voisinage
X-a

lim f (x)
et cette fonction admet une limite en a telle que : I|m ( )=

Théoréme 1.10 et définition 1.6 : 'algébre C  °(1,K)
Soit | un intervalle de
L’ensemble des fonctions continues de | dans K forme une algébre pour les lois +, ., x de F(I,K).
De plus, pour deux fonctions f et g continues de | dans K, telles que g ne s’annule pas sur I, la fonction

f e .
— est définie et continue sur I.
g

Théoréme 1.11 : composée de fonctions admettant des limites, de fonctions continues
Soient | et J des intervalles de ,f une fonction de | dans , g une fonction de J dans K.
Si f est continue sur |, a valeurs dans J et si g est continue sur J, alors gof est continue sur .

Théoreme 1.12 : image d’une suite par une fonction admettant une limite en un point
Soit | un intervalle de , f une fonction de | dans
Soit a un élément de | ou adhérent a | (éventuellement +o).
Si f admet une limite (éventuellement infinie) en a, alors pour toute suite (a,) d’éléments de | qui tend
vers a, la suite (f(x,)) tend vers la limite de f en a.
Si d’autre part, a est élément de |, alors f est continue en a si et seulement si pour toute suite (X)
d’éléments de A qui converge vers a, la suite (f(x,)) converge vers f(a).

Définition 1.7 : fonction k-lipschitzienne
Soit | un intervalle de , f une fonction de | dans
On dit que f est k-lipschitzienne, avec : k [0 , si et seulement si :
O (x,x) O 1 [f(x) — f(x)] < k.]x = X].

Définition 1.8 (hors programme) : fonction uniformé ment continue
Soit | un intervalle de , f une fonction de | dans
On dit que f est uniformément continue sur | si et seulement si :
Oe>,0n>,0xx) 05 (x=x|<n) = (f(x) - f(x)| <=

Théoréme 1.13 (hors programme pour le premier point ) : lien entre continuité et uniforme continuité
Soit | un intervalle de , f une fonction de | dans
Si f est uniformément continue sur |, elle est continue sur 1.
Si f est k-lipschitzienne sur 1, elle est uniformément continue, donc continue sur I.

. Fonctions réelles de variable réelle : théorémes généraux liés a la continuité (Sup).

Théoreme 2.1 : des valeurs intermédiaires
Soit | un intervalle de , et f une fonction continue de | dans
Si f prend des valeurs positives et négatives sur |, f s’annule en au moins un point de .
Plus généralement, pour a et b éléments de I, f prend sur | toutes les valeurs entre f(a) et f(b).

Théoreme 2.2 : image continue d’un intervalle
Soit | un intervalle de , et f une fonction continue de | dans
Alors f(I) est un intervalle de

Théoreme 2.3 : image continue d’un segment
Soit : 1 = [a,b], un segment de , et f une fonction continue de | dans
Alors f(I) est un segment de
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En particulier, f est bornée sur [a,b] et atteint ses bornes sur [a,b].

Théoreme 2.4 : monotonie et bijectivité ( =)
Soit | un intervalle de , et f une fonction | dans
Si f est continue et strictement monotone sur |, alors f permet de définir une bijection f, de | sur : J = (1),
et la bijection réciproque f,™* est continue sur J, de méme monotonie que f.

Théoreme 2.5 : monotonie de bijectivité (  [7)
Soit | un intervalle de , et f une fonction continue | dans
Si f permet de définir une bijection de | sur : J = f(l), alors f est strictement monotone.

Théoréme 2.6 (hors programme) : de Heine
Soit : 1 = [a,b], un segment de , et f une fonction continue de | dans
Alors f est uniformément continue sur I.

3. Suites de réels ou de complexes (Sup).

Définition 3.1 : suite de réels ou de complexes
Une suite de réels ou de complexes est la donnée d’une application de  (ou d'un sous-ensemble de
de type {no, not1, ...}) dans ou
Elle se note en général (u,) ou (Un)n , OU (U) s -
Définition 3.2 : suite convergente, divergente
Une suite (u,) de réels ou de complexes est dite convergente si et seulement si :
OLd (ou ),0e>0,0np0 ,0Onz=ng, |up—L|<e.
Une suite est dite divergente lorsqu’elle n’est pas convergente.

Définition 3.3 : suite bornée
Une suite (u,) de réels ou de complexes est dite bornée si et seulementsi: OM O ,On0O |, |u) £ M.

Théoreme 3.1 : une suite convergente est bornée
Si une suite réelle ou complexe converge, elle est bornée.

Théoréme 3.2 : combinaison linéaire, produit et quo  tient de suites convergentes
Soient (a,) et (b,) deux suites réelles ou complexes convergeant vers a et b et a et [3 des scalaires.
Alors la suite [a.(a,) + B.(b,)] converge vers [a.a + B.b].
De méme la suite (a,.b,) converge vers [a.b].
Si de plus la limite b est non nulle, alors (b,) est a termes non nuls a partir d’'un certain rang et la suite

a a
— | tend vers —.
(bn j b

Théoréme 3.3 : condition nécessaire de convergence
Pour qu’une suite réelle ou complexe (u,) converge il est nécessaire que (u,.+1 — Un) tende vers 0.
Pas de réciproque.

4. Suites de réels (Sup).

Définition 4.1 : suite de réels croissante, décrois sante, monotone
On dit que la suite réelle (u,) est croissante (resp. décroissante, strictement croissante, strictement
décroissante) si et seulement si :
On0O ,Uypt—Un20(resp. Uner — Un <0, Uper — Up > 0, Uper — Up < 0).
Une suite réelle est dite monotone (resp. strictement monotone) lorsqu’elle est croissante ou
décroissante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

Définition 4.2 : suite de réels majorée, minorée

Une suite (u,) de réels est dite majorée (resp. minorée) si et seulement si :
OMO ,0n0O ,u,<M(resp. M<up).

Chapitre 01 : Révisions d’analyse. -7 -



Théoreme 4.1 : équivalence entre suite bornée et su  ite majorée et minorée
Une suite réelle est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

Définition 4.3 : suite réelle divergeantvers + o
On dit que la suite réelle (a,) diverge vers +w si et seulementsi: DA O ,0On, 0 ,On=ng a,=A.

Théoréme 4.2 : convergence des suites réelles monot  ones bornées
Une suite réelle croissante et majorée (resp. décroissante et minorée) converge vers la borne supérieure
(resp. la borne inférieure) de la suite.
Une suite réelle croissante non majorée (décroissante non minorée) tend vers +o (vers -).

Définition 4.4 : suites adjacentes
Deux suites (a,) et (b,) de réels sont dites adjacentes si et seulement si :
 ['une est croissante,
« ['autre est décroissante,
* la suite (a, — by,) tend vers 0.

Théoréme 4.3 : convergence des suites adjacentes
Deux suites (ay) et (b,) de réels adjacentes convergent vers la méme limite L.
Si (a,) est croissante et (b,)) décroissante, alors: O n0 ,ay< a,<L<b,<h,g.

Théoréme 4.4 : dit « des gendarmes »
Soient trois suites (a,), (b,) et (u,) de réels telles que :
e 0On0O ,ay,<uy<b,,
* (an) et (b,) convergent vers la méme limite L,
alors (u,) converge vers L.

Théoréme 4.5 : signe de suites équivalentes en + o
Si (up) et (v,) sont des suites réelles équivalentes en +o, alors u, et v, ont méme signe a partir d’'un
certain rang.

. Suites de complexes (Sup).

Théoreme 5.1 : équivalence de convergence entre la  convergence d’'une suite et celle de ses parties
réelle et imaginaire
Soit (z,) une suite de complexes, telleque: O n0O , z,=a, +i.b,, avec: (a,, b,) O
Alors (z,) converge vers : L = a + i.b, si et seulement si (a,) converge vers a et (b,) converge vers b.

2

Théoreme 5.2 : cas d'une suite convergeant vers 0
Soit (z,) une suite complexe telle que: O n O , py = |zp).
Alors (z,) converge vers 0 si et seulement si (p,) converge vers 0.

Théoréme 5.3 : utilisation des suites module et arg  ument d’'une suite complexe
Soit (z,) une suite complexe telleque : On0 ,z,#0,et:0On0 ,z,=p, €%, 00:p, 0 ™ 0,0
Si (z,) converge vers L, (p,) converge vers |L|,
Si (pn) et (6,) convergent, (z,) converge. Pas de réciproque.

. Suites de réels ou de complexes : suites extrait es.

Définition 6.1 : suite extraite
Soit (u,) une suite de réels ou de complexes,
On appelle suite extraite de (u,) toute suite (v,) telle qu'il existe ¢ strictement croissante de dans
verifiant: On 0, v, = Ugg).

Théoréeme 6.1 : convergence des suites extraites d’'u  ne suite convergente
Si une suite (u,) de réels ou de complexes converge, toute suite extraite de (u,) converge vers la méme
limite que (uy).
Si d’une suite réelle ou complexe on peut extraire deux suites convergeant vers des limites différentes, la
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suite diverge.

Théoréeme 6.2 : cas des suites des termes d’'ordres p  air et impair
Soit (un) une suite réelle ou complexe.
Si (uzn) et (uan+1) CcOnvergent vers la méme limite L, alors (u,) converge aussi vers L.

Théoreme 6.3 : Bolzano-Weierstrass
De toute suite bornée de réels ou de complexes, on peut extraire une suite convergente.

Définition 6.2 : suite de Cauchy
On dit qu’une suite (u,) de réels ou de complexes est de Cauchy si et seulement si :
Oe>0,0no 0 ,0n=ng Op=ng, |u,—Up| <e.

Théoréme 6.4 : caractere borné des suites de Cauchy
Toute suite de Cauchy de réels ou de complexes est bornée.

Théoréme 6.5 : lien entre suites de Cauchy et conve  rgence
Toute suite de réels ou de complexes convergente est de Cauchy.
Toute suite de réels ou de complexes qui est de Cauchy est convergente.

. Suites récurrentes réelles de type : u .1 = f(u,) (Sup).

Définition 7.1 : suite récurrente et fonction itéra  trice
Soit f une fonction d’un intervalle | de  dans lui-méme.
On appelle suite récurrente construite a partir de f une suite réelle (u,) telle que :
U d ,et:0On0 , upeg = f(uy).
La fonction f, définie de | dans |, qui établit le lien entre u, et u,.; est dite fonction itératrice de la suite.

Théoréme 7.1 : limites possibles d'une suite récurr  ente
Soit f une fonction d’'un intervalle | de  dans lui-méme.
Pour une suite récurrente réelle de fonction itératrice f, si la fonction f est continue sur |, alors les seules
limites possibles de la suite sont les points fixes de f dans I, c'est-a-dire les valeurs L de | telles que :
f(L) = L, et sil'intervalle | est ouvert, également les bornes réelles de cet intervalle.

Théoreme 7.2 : lien entre monotonie de la suite et croissante de la fonction itératrice
Soit f une fonction d’un intervalle | de  dans lui-méme.
Pour une suite récurrente réelle de fonction itératrice f, si la fonction f est croissante sur |, alors la suite
(u,) est monotone.

Théoréme 7.3 : cas ou la fonction itératrice est dé  croissante
Soit f une fonction d’un intervalle | de  dans lui-méme.
Pour une suite récurrente réelle de fonction itératrice f, si la fonction f est décroissante sur I, alors les
suites extraites (U,,) et (Uzn+1) SONt mMonotones.

. Dérivabilité des fonctions réelles ou complexes de variable réelle (Sup).

Définition 8.1 : dérivabilité en un point d’une fon ction réelle ou complexe de variable réelle
Soit | un intervalle de , f une fonction de | dans K, et soit a un réel élément de |I.

f@a+h)-f(@)

On dit que f est dérivable en a si et seulement si lim existe dans K.

X-a

Cette limite est alors notée f'(a).

Théoréme 8.1 : caractérisation de la dérivabilité &  I'aide d’'un développement limité
Soit | un intervalle de , f une fonction de | dans K, et soit a un réel élément de |I.
f est dérivable en a si et seulement si il existe : a [0 K, et une fonction € telle que, pour tout réel h

vérifiant: (a+ h) O 1, ona: f(a + h) =f(a) + a.h + h.g(h), avec : Ihinge(h) =0.

De plus, si f est dérivable en a, elle est continue en a.
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Théoreme 8.2 : cas des fonctions a valeurs complexe s
Soit | un intervalle de , f une fonction de I dans , et soit a un réel élément de I.
On note : f = Re(f) + i.Im(f), ou Re(f) et Im(f) sont des fonctions de | dans
Alors f est dérivable en a si et seulement si Re(f) et Im(f) sont dérivables en a, et on a alors :
f(a) = [Re()]'(a) + i.lIm(f)]'(a).

De plus si f désigne : f = Re(f) —i.Im(f), f est dérivable en a si et seulement si f rest.

Définition 8.2 : dérivabilité a droite et a gauche  en un point
Soit | un intervalle de , f une fonction de | dans K, et soit a un réel élément de |I.

fa+h)-f(@)

On dit que f est dérivable a droite en a si et seulement si lim existe dans K.

X-a
>

Cette limite est alors notée f'4(a).

f@a+h)-f@)

De méme on dit que f est dérivable a gauche en a si et seulement si lim existe dans K.

X-a
<

Cette limite est alors notéee f'4(a).

Théoreme 8.3 : lien entre dérivabilité & droite, a  gauche et dérivabilité en un point
Soit | un intervalle de , f une fonction de | dans K, et soit a un réel intérieur a |.
f est alors dérivable en a si et seulement si f est dérivable a droite et a gauche avec : f'y(a) = f'y(a).
Dans ce cas on a: f'(a) = f'y(a) = f'y(a).

Définition 8.3 : dérivabilité sur un intervalle d’u ne fonction réelle ou complexe de variable réelle
Soit | un intervalle de , f une fonction de | dans K.
On dit que f est dérivable sur | si et seulement si f est dérivable en tout point de |.
La fonction f' ainsi définie est alors appelée fonction dérivée de f.

Théoreme 8.4 : dérivabilité d’'une combinaison linéa  ire
Soit l unintervalle de , f et g des fonctions de | dans K, et A et 4 des réels.
Pour un élément a de |, si f et g sont dérivables en a, alors (A.f + y.g) est dérivable ena eton a:
(Af+.9)(a) =Af(a) + ug'(a)
De plus, sif et g sont dérivables sur |, alors (A.f + u.g) est dérivable sur |, etona: (A.f+ p.g) =Af + g’

Théoreme 8.5 : dérivabilité d’'un produit ou d’'un qu otient
Soit  un intervalle de , f et g des fonctions de | dans K.
Pour un élément a de |, si f et g sont dérivables en a, alors (f.g) est dérivable enaetona:

(f.9)'(a) = f'(a).9(a) + f(a).9'()-

De plus, si g(a) est non nul, alors g ne s'annule pas sur un voisinage de a, — est définie et dérivable au

'@).g@) - f@.g@

voisinage de aeton a: (f—)'(a) =
g

(9@)°
Si f et g sont dérivables sur |, alors (f.g) est dérivable sur | et : (f.g)’ =f.g +f.g".
Si de plus g ne s’annule pas sur |, alors f— est définie et dérivable sur | et : (f—)': w
g g g

Théoréme 8.6 : D (1,K)
Soit | un intervalle de
L’ensemble des fonctions dérivables de | dans K est une sous-algébre de F(I,K).

Théoréme 8.7 : dérivabilité d’'une composée
Soit | et J des intervalles de , f une fonction de | dans J, g une fonction de J dans K.
Soit a un élément de |, et : b = f(a).
Si f est dérivable en a et g est dérivable en b, alors gof est dérivable en a et : (gof)'(a) = g’of(a).f'(a).
De plus, sif est dérivable sur | et si g est dérivable sur J, alors gof est dérivable sur | et : (gof)’ = g'of.f.

Théoreme 8.8 : dérivabilité d’'une réciproque
Soit | un intervalle de , f une fonction de | dans
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On suppose que f est continue, strictement monotone sur |, donc f est bijective de | sur : J = f(l).
Soit a un élément de |, et : b = f(a).
1 _ 1
f'@ f'(f )
Si plus généralement f est dérivable sur | et f ne s’annule pas sur |, alors f* est dérivable sur J eton a :

1
1] = .
[ f'of *

Si f dérivable en a avec : f'(a) # 0, alors f* est dérivable en b et : [f*]'(b) =

fob+k) -f"(b) .
y :

Enfin, si f est dérivable en a, avec : f'(a) = 0, alors le taux d’accroissement

» tend vers +o quand k tend vers 0, si f est croissante, et
* tend vers - quand k tend vers 0, si f est décroissante.

Théoréme 8.9 : de Rolle
Soit f une fonction de [a,b] dans
Si f est continue sur [a,b], dérivable sur Ja,b[, et telle que : f(a) = f(b), alors : Oc O ]a,b[, f'(c) = 0.

Théoreme 8.10 : des accroissements finis
Soit f une fonction de [a,b] dans

Si f est continue sur [a,b], dérivable, sur ]Ja,b[, alors : Oc O ]a,b[, f(b) — f(a) = (b — a).f'(c).

Théoreme 8.11 : dérivabilité par passage a la limit e de la dérivée
Soit | un intervalle de , et f une fonction de | dans , continue sur I.
Soit a un élément intérieur a | telle que de plus f soit dérivable sur | — {a}, et f admette une limite L en a.
Alors f est dérivable en a, f'(a) = L, et f’ est continue en a.

Théoréme 8.12 : lien entre monotonie d’'une fonction a valeurs réelles et signe de sa dérivée
Soit | un intervalle de , et f une fonction de | dans , continue et dérivable sur .
Alors :
* (f est constante sur l) = (f = 0),
* (f est croissante sur ) = (f' = 0),
* (f est décroissante sur l) = (f' <0).
De plus, si f’ est strictement positive (respectivement négative) et ne s’annule au plus qu’en un nombre
fini de valeurs, alors f est strictement croissante (respectivement décroissante) sur |.

Définition 8.4 : fonction de classe C ', C*, C” de variable réelle & valeurs réelles ou complexes
Soit | un intervalle de , et f une fonction de | dans K.
On dit que f est de classe C! sur | si et seulement si f est dérivable sur |, et f est continue sur I.
Pour : k = 1, on dit de plus que f est de classe C* sur | si et seulement si f est dérivable sur | et si f' est de
classe C** sur I.
Enfin, on dit que f est de classe C” sur | si et seulement si f est de classe C* pour tout : k O

Théoreme 8.13 : combinaison linéaire et produit de fonctions de classe C "et formule de Leibniz
Soit | un intervalle de , f et g des fonctions de | dans K, A et pu des éléments de K.
Soit:n0 O {+c}.
Si f et g sont de classe C" sur I, alors pour tous A et g dans K, (\.f + .g) est de classe C" sur |, et :
OxOLOp<n, Af+pg)PKx) = AfPx) + ugP(x).

i=0

p o
De plus le produit (f.g) est de classe C" sur I, et : O p < n, [f.g]" = Z[p}f 0 gt

L f
Enfin, si g ne s’annule pas sur I, alors — est de classe C" sur I.
g

L’ensemble des fonctions de classe C" de | dans K, noté C"(1,K), est une sous-algébre de F(I,K).

Théoréme 8.14 : formule de Taylor-Lagrange
Soit [a,b] un segment inclus dans , n un entier naturel et f une fonction de classe C" de [a,b] dans
(n+1) fois dérivable sur ]a,bl.
Alors : Oc U Ja,bl,
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— _ ' (b B a) " n (b B a) " n+l)
f(0) = F@)+ (b= a)f @)+t 2 .f()(a)+—(n+l)! £ (¢

(b a n+l

(n+1)
D ©.

n k
=3O8 g0 g LB
k=0
Remarque 8.1 :

Ce résultat s’applique donc en particulier aux fonctions de classe C™* sur [a,b].

Remarque 8.2 :
Il existe également une formule de Taylor-Young avec reste intégral qui sera énoncé dans le chapitre 3.

9. Fonctions convexes (Sup).

Définition 9.1 : fonction convexe, fonction concave
Soit | un intervalle de , et soit f une fonction de | dans
On dit que f est convexe sur | si et seulement si :
OADO[0,1], O (xy) O 12 f((1 = N).x + A.y) < (1 = A).f(X) + A.f(y).
On dit que f est concave sur | si et seulement si (-f) est convexe sur I.

Théoreme 9.1 : inégalité de Jensen
Soit | un intervalle de , et soit f une fonction convexe de | dans

Alors : O (Xg, ..., Xp) O 1", O (Aq, ..., Ap) O ™, avec: Z)\i =1l,ona:
i=1

FALX1 + oot AnXe) € ALF(X0) + oo+ An(X0)-

Théoréme 9.2 : caractérisation géométrique de laco  nvexité d’'une fonction par les cordes
Soit | un intervalle de , et soit f une fonction de | dans
Alors f est convexe sur | si et seulement si le segment joignant deux points quelconques de la courbe
représentative de f est au-dessus de la courbe entre ces deux points.

Théoreme 9.3 : croissance de la fonction « pente de la corde issue d'un point »
Soit | un intervalle de , et soit f une fonction convexe de | dans

f(x)-f@)

X—a

Alors, pour tout : a [ I, la fonction : x , est croissante sur | — {a}.

Théoréme 9.4 : caractérisation de la convexité des  fonctions dérivables a I'aide des tangentes
Soit | un intervalle de , et soit f une fonction de | dans  dérivable sur I.
Alors f est convexe sur | si et seulement si en tout point de la courbe représentative de f, la courbe reste
au-dessus de la tangente a la courbe en ce point.

Théoréme 9.5 : caractérisation des fonctions convex es de classe C %, de classe C ?
Soit | un intervalle de , et soit f une fonction de | dans
« sif est de classe C'sur | : (f est convexe sur |) - (f est croissante sur I).
« sif est de classe C? sur | : (f est convexe sur |) - (f” est positive sur ).

10. Fonctions réelles de variable réelle : fonction s équivalentes, fonctions négligeables (Sup).

Définition 10.1 et théoréme 10.1 : fonctions équiva  lentes entre elles en un point
Soit l un intervalle de avec:aUl, (ou: a= %o, sil n’est pas majoré (minoreé)).
Soient f et g des fonctions définies de | dans
On dit que f et g sont équivalentes en a si et seulement si il existe une fonction € définie de | dans telle
que :
Ox Ol f(x) = g(x).(1 + &(x)), avec : Ixinle(x) =0.

On écrit alors : f(X)~g(x).
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fx) _

Lorsque f et g ne s’annulent pas au voisinage de a, il est équivalent d’écrire : Iimﬁ =1.
x-a g(x

Définition 10.2 et théoréme 10.2 : fonction néglige  able devant une autre en un point
Soit | un intervalle de , etsoit:a I, (ou: a =z, sil n'est pas majoré (minoré)).
Soient f et g des fonctions définies de | dans
On dit que f est négligeable devant g en a si et seulement si il existe une fonction € définie de | dans
telle que :
Ox Ol f(x) = g(x).&(x), avec : Ixinle(x) =0.

On écrit alors : f(x) = 0(g(x)), en a.

, . , . o - f(x)
Lorsque f et g ne s’annulent pas au voisinage de a, il est équivalent d’écrire : “mﬁ =0.
x-ag(X
11. Développements limités (Sup).

Définition 11.1 : développement limité d’une foncti onenO
Soit l un intervalle de ,telque:001.
Soit f une fonction définie de | dans , et soit: n O
On dit que f admet un développement limité a I'ordre n en 0 (ou DL,(0)) si et seulement si il existe :
PO [X],telque:
* deg(P) €n,

. Iing(w) =0, ou encore : f(x) = P(x) + o(x") = P(x) + x".&(x), avec : Iirrcl)e(x) =0.
X - X X -
P est alors appelé partie réguliére du développement limité de f en 0.

Définition 11.2 : développement limité d’une foncti on en un point a
Soit | un intervalle de , etsoit:a [0l
Soit f une fonction définie de | dans , et soit: n J
On dit que f admet un développement limité & I'ordre n (ou DL,(a)) en a si et seulement si la fonction g,
définiede:J={t0 ,a+t0Ol}dans par:0Ot0OJ, g(t) =f(a+t), admet un DL,(0).
Soit encore, si et seulement si il existe : P O [X], tel que :
» deg(P) €n,
) —P(x

(x-2a)

P est encore appelé partie réguliere du développement limité de f en a.

-|in;(f(X n_@)zaouﬁuy:wx—m+o«x—m®=Pa—ay+u—aﬂq@4m:n@eu):a

Définition 11.3 : développement limité ou asymptoti gue d’'une fonctionen + o
Soit | un intervalle non majoré de
Soit f une fonction définie de | dans , et soit: n O
On dit que f admet un développement limité & I'ordre n en +co (ou DL, (+)) si et seulement si la fonction

g, définiede:J={t0 %D I}, dans par:0t0J, g(t) = f(%), admet un DL (0).

Soit encore sir et seulement si il existe : P O [X], tel que :
» deg(P) €n,

C M F () = P(2) =0, ou: 1(x) = P(Z) + o(—= ) = P(L) + = e(x), oir: lim £(x) =0.
x-0 X X X X X X =40
P est encore appelé partie réguliere du développement limité de f en +oo.

Théoreme 11.1 : unicité d’'un développement limité d  'ordre n
Soit | un intervalle de , etsoit:a [0l
Soit f une fonction définie de | dans , et soit: n J
Si f admet un DL,(a), alors la partie réguliere de ce développement limité est unique.
De plus, f est continue en a.

Théoreme 11.2 : forme des développements limités da  ns le cas des fonctions paires et impaires
Soit | un intervalle de ,telque: 001
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Soit f une fonction définie de I dans ,etsoit:n 00 .

Si f admet un DL,(0) du type : O x O 1, f(x) = P(x) + o(x"), avec : P O [X], et :
* si f est paire, alors P est un polyndme pair,
* si f est impaire, alors P est un polynéme impair.

12. Obtention de développements limités, opérations sur les développements limités (Sup).

Théoréme 12.1 : utilisation de la formule de Taylor , formule de Taylor-Young
Sil est un intervalle de tel que : a |, et f une fonction de | dans , de classe C", avec:n O , et
(n+1) fois dérivable en a.
Alors f admet de méme un DL.,(a) tel que : O x O 1,

el f ) () ’ (x—a)
fx)= » ——~.(x-a)+o((x-a)")=f@+(x-a).f'@+.+——m—
) g k! (x-a)" +o((x-a)"") = f(@) +(x-a).f'@ (n+1)

En particulier, si f est une fonction de | dans avec : 0 I, de classe C", avec : n = 0, (n+1) fois

dérivable en 0.

F09 @ +o((x-a)™).

n+1 £ (k) 0
Alors f admet un DL,.1(0), égal a: O x O 1, f(x) = 24.%‘ +o(x™).
k=0
En particulier, si f est de classe C” sur |, alors f admet un développement limité a tout ordre et en tout

point de I.

Théoréme 12.2 : somme, produit par un scalaire, et produit de fonctions admettant des DL ,(0)
Soit l unintervalle de ,telque: 00|, etsoit: n O
Soient f et g des fonctions de | dans , admettant des DL,(0), et donc telles que :
O(P,Q) O ( oXN)% Ox O1, f(x) = P(x) + o(x"), g(x) = Q(X) + o(X").
Alors (f + g) admet un DL,(0) qui vaut :
Ox O (f+9)(X) = [P(x) + Q(X)] + o(x").
De méme, si on note R le polyndme obtenu en tronquant le produit (P.Q) au degré n, alors (f.g) admet un
DL,(0) qui vaut :
Ox O, (f.g)(X) = R(X) + o(x").
Enfin, pour tout : A O , (A.f) admet un DL,(0) qui vaut :
Ox 01, AH(X) =A.P(x) + o(x").

Théoréme 12.3 : composition de fonctions admettant des DL ,(0)
Soient | et J des intervalles de ,telsque:001,00J, etsoit: n O
Soit f une fonction de | dans et g une fonction de J dans admettant un DL,(0) et donc telles que :
O(P.Q) O ( oIX])>, Ox D1, f(x) = P(x) + o(x"), Ox 0 J, g(x) = Q(x) + o(x"),
et telles que de plus : f(0) = 0.
Alors gof est définie sur un voisinage de 0 inclus dans |, et admet un DL,(0).

Théoréme 12.4 : primitivation d'un DL ,(0)
Soit l unintervalle de ,telque: 00|, etsoit: n O
Soit f une fonction continue de | dans , et soit F une primitive de f sur I.
Si f admet un DL,(0), F admet un DL,.1(0) qui s’obtient en primitivant terme a terme le DL,(0) de f.

Théoréme 12.5 : dérivation d’'un DL ,(0)
Soit l unintervalle de ,telque: 00|, etsoit:nO *.
Soit f une fonction de | dans , de classe C*.

Si f admet un DL,(0) et f un DL,4(0), alors le DL,.4(0) de f’ s’obtient en dérivant terme a terme le DL,(0)
de f.

13. Développements limités de fonctions classigues (Sup).

Théoréme 13.1 : développements limités classiques
Les fonctions suivantes admettent des développements limités a tout ordre n (ou 2.n, (2.n+1)) en O, et

ces développements sont ceux indiqués.
n Xk X2 Xn
«OxO ,exp(x) = Y - +0(x") =1+ X +"—+..+=—+0(x"),
= k! 2 n!
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2 k 2 2n

e Ox  , cos(x )(2'n+l :1—X_+.__+ - n. X +OX2.n+1 ,
= kz(:)( v (@Kt Fob 2 D 2n)! )
x 2kl X3 x 2N+
e Ox O ,sin(x Z +O(X2'n+2):X—_+'”+(_1)n' +0(X2'n+2),
= (2k 1)! 6 (2n+1)!
n X2.k 2 X2.n
«Ox0 ,chx)=) +o(x2™)y =1+ 4+ +o(x2™Y.
=0 (2K)! 2 (2n)!
noooy 2k x3 x 2+
e Ox0O ,sh(x)= z 2n+2):x+_+___+ +0(X2'n+2),
(2k+1)l 6 (2n +1)!
eJad ,0Ox0]1,40), (1+x)*=1+0a.x +—a.(al—1) X244+ a.@ _1)'"|(a —n+J) X" +0o(x"),
n!
e Ox 0]-1,+), —=Z( D x“+0o(x") =1-x+x*+...+(-D"x" +o(x"),
k=0
e Ox O (-0,1[, —:z +0o(Xx") =1+ x+x%+...+x" +0(x"),
k=0

k 2 n
e Ox 0]-1,+w), In(l+x)—Z( X o) = x—%+ (D)™ Xn +o(x"),

n Xk X2 Xn
e Ox 0 (-1, IN(1—x) = =Y Z—+0(X") = =X = ——~...==—+0(x"),
= k 2 n
2k+l X3 2n+l
«Ox0O , Arctan(x) = Z( 1)*. +o(X*"?) =x -+ ...+ (-D". +0(x*"?),
k=0 3 2n+1
n 2k+1 . X3 X2.n+l one2
o O x O]-1,+1[, Argth(x +0o(X M) =X+ —+..+ +0o(x "),
I [g();) (M) =x+ bt S 0T
n | 2k+1 3 5
« Ox O]-1,+1], Arcsin(x) = ) 2(k2k) X +0o(X*"™?) =x + oL X—+E.X_+ +0(x2"?).
£ 2% (k1?2 2k +1 2 3 245
Théoréme 13.2 : fonctions tangente, tangente hyperb  olique
La fonction tangente admet un DL(0) a tout ordre, et en particulier :
0 x O ]-w2,+12[, tan(x) = x+1 X3 14250 X%+ — 17 X +0(x").
3 15 31%
De méme, la fonction tangente hyperbolique admet un DL(0) a tout ordre et en particulier :
Ox0O ,th(x) = x—i.x3‘+£.x5 17 +0o(x").
3 15 31¢

Exemple détaillé :
La fonction : x  cos(x + x?), admet un DL4(0), qui vaut :

Ox0O ,cos(x+x?) = 1-Lyeye Llys +0o(x").
2 24
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