Révisions d’analyse (corrigé des plus).
Exercices 2013-2014.

Limite des fonctions de variable réelle a valeursr  éelles ou complexes.
, . a
47.+ Supposons que x soit un rationnel, de la forme : X = E avec:aldZ, b ON*

n . n . . . .
Alors : O n = ,max(b,4), nl.x = a.E, ou E est un entier qui comporte au moins un facteur 2, donc pair.

Donc : cos(n!.x.m) =1, et la suite ((cos(n!.x.n))z'p)p est constante égale a 1, donc tend vers 1.

La suite ( lim (cosf./7.x)) 2"’) est donc constante a la valeur 1 et tend vers 1, autrement dit : f(x) = 1.
p‘>+00

n=4

» Supposons gue X soit irrationnel, et soit n un entier donné.
k o

Alors : (cos(n!.x.) = +1) = (Uk O Z, ni.xt=k.m = (UkUOZ, x = —I), et x serait rationnel.
n!

Conclusion : O n ON, |[cos(n!.x.T)| < 1, et la suite ((cos(n!.x.n))z'p)p est géométrique de raison strictement
inférieure a 1 donc tend vers 0.

La suite ( lim (cosf./z.x)) 2“’) est donc constante a la valeur 0 et tend vers 0, autrement dit : f(x) = 0.
p - too

n=4

Continuité des fonctions réelles a valeurs dans R.
48. a. Comme dans I'exercice ou I'on suppose f dérivable : f(0).f(0) = f(0), et : f(0) = O ou 1.
b. Si: f(0) =0, alors : O x O R, f(x).f(0) = 0 = f(x+0) = f(x), et f est constante égale a 0.
Réciproquement, la fonction nulle répond au probleme.
c. On montre par récurrence que : O n O N, f(n) = a".
D’autre part : f(0) = f(1 — 1) = f(1).f(-1), et : 1 = a.f(-1).
On en déduit que : o # 0, puis que : f(-1) = a™.
Plus généralement : O n O N*, 1 = f(0) = f(n).f(-n), et : f(-n) = a™.
d. Remarquons tout d’abord que f est a valeurs positives.

2
Eneffet: Ox OR, f(x) = f(g +§j = (f(gj} > 0, et en particulier : a > 0.

Soit maintenant : r =—p, avec:p O Z, q N
q

1 P

On a: af = f(p) = f(r.q) = f(r), avec une récurrence immédiate sur g, donc: f(r)=+(a®)? =a® =a".
e. Soit maintenant un réel quelconque X.

Il existe une suite de rationnels (r,) qui converge vers X, et puisque f est continue :

f(x) = nlirpw f(r,)= nIirpma'r" =a”.

f est donc une fonction exponentielle puisque si on note : a = In(a), ona: O x O R, f(x) = e**
f. La démarche étant une analyse-synthése, on constate que les candidats trouveés lors de I'analyse sont

bien des fonctions continues sur R qui vérifient l'identité imposée : ce sont les solutions du probléme.

49. a. Pour u fixé dans R, la fonction : x — f(X) + u.g(x), est continue sur [0,1] comme combinaison linéaire.
Donc elle y admet un sup et : M(u) = sup(f (x) + ug(x)), existe et est atteint en au moins un point.
x[01]

Soit: Du O R, Oty, M(u) = f(t,) + u.g(ty).

b. Pour : (u,v) O R?, on peut écrire : M(u) = f(t) + u.g(t,) = f(t,) + v.g(t,) + (U — v).g(t.).
On peut alors majorer les deux termes qui apparaissent et : M(u) < M(v) + (u —v).C,
soit bien : M(u) = M(v) < C.(u — V).

c. De méme, en renversant les réles : 0 (u,v) O R?, M(v) — M(u) < (v — u).C.
On en déduit que les deux quantités (opposées) [M(u) — M(v)] et [M(v) — M(u)] sont majorées par
C.Ju—=v|, donc : O (u,v) O R?, |M(u) = M(v)| < C.|u — v|, et M est bien C-lipschitzienne.
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50. a. f est donc supposée bijective (égale a sa réciproque) et continue, donc elle est strictement monotone.
Or si f était décroissante, on aurait : f([0,+0)) = ( lim f (X) ,f(0)].
X — +oo

Alors : fof([0,+)) O ( lim f(X) ,f(0)], et fof ne pourrait étre 'identité sur [0,+).

Donc f est strictement croissante sur [0,+).

b. Supposons maintenant que : [Ox O R", f(x) # x, par exemple : f(x) < x.
Alors : x = f(f(x)) < f(x) < x, ce qui est absurde.
Le méme raisonnement montre que : f(x) > x, est également impossible.
Donc : f = idjg,+c0).

Dérivabilité des fonctions a valeurs réelles.

51. Pour : ¢ 0]0,+), I'équation de la tangente a la courbe en ce point est : y — f(c) = f'(c)(x — ¢), et la tangente
passe par l'origine, si et seulement si : f(c) = c.f'(c).
On va donc construire une fonction telle que I'annulation de sa dérivée conduise a I'égalité précédente.

On pose ainsi : [I x [1]0,+), ¢(x) = M
X
Cette fonction est continue sur [a,+), dérivable sur Ja,+®), et: [0 x > a, ¢'(x) = M :
X
De plus : ¢(a) = ¢(b) (= 0), donc il existe : ¢ [0 ]a,b[, tel que : ¢’(c) = 0, ce qui prouve ce qui était demandé.
Remarque : si a est nul, ¢ se prolonge par continuité en : a =0, avec : ¢(0) =f(0) =0..

Développements limités.
52. a. La fonction : x - tan(x) — x, est continue, strictement croissante sur I,, vaut —n.1a une extrémité de |, et
tend vers +o a l'autre extrémité.
Il s’y annule donc en une unique valeur notée X,..
b. Pour obtenir ce développement limité, on va travailler de proche en proche.

7l
Toutd'abord : OnON, n.t< X, < n.T[+E.

En divisant par n.11, et en passant a la limite, on constate que X, est équivalent & n.rten +co,

7l
On pose alors : ap = X, — n.1t 0 [O,E[.
, 7l .
On a donc : tan(x,) = tan(a,) = X,, soit : a, = Arctan(x,), et a, tend vers > puisque X, tend vers +co.
, 7l
On note ensuite : B, = E_ Op.

Tl 1
Alors : tan(x,) = tan(E— Bn) = Xn, donc : =X,,ou: tan(g,) =X—, et comme (3, tend vers 0, on

tan(s,) N

. 1 1
peut encore écrire : tan(8,)~f8 ~—~—.
+o00 n +o Xn +0co nn

Enfin :

tan(@,) =4 n-%'? +o(B,) =B n+0(n_12j , et

1 1 1 1 ! 1 1
= = = = 1+—+0 — :_——2+(_')—2 ,
X0 ot +§ +o(l) n.J7 2.n n Nz 2n°.ma n

. 1 1 1 . _ m 1 1 1
dou: B,=—- ,—+0 — |, etfinalement: X, =nm7+_—-—+_——+0 — |.
nz 2n“  \n 2 nm 2n°.gr

Suites explicites.
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53.

54.

U,
a. Puisque la suite est & termes strictement positifs, il suffit d’étudier —~* et de le comparer & 1.
u

n

- n +1 n+l
Or:0On0O IN*, = )
u, 3.(n +1).n"
Donc le quotient devient strictement inférieur & 1 a partir d’'un certain rang et la suite (u,) est
décroissante a partir de ce rang.
b. Puisque de plus, elle est minorée par 0 (positive), elle converge vers une limite : L = 0.

n
[1+ 1) , et ce quotient tend vers : € < 1.
3 n 3

. . u.,
Enfin, si: L # 0, alors [Ll

L o
tend vers : I =1, ce qui n'est pas le cas.
u

n

Donc:L=0.

» La premiere suite peut s'étudier avec :
H2H.. +n I42H...+(n-2)!
1+2H... n_ 1 24+...+(n 2).+ 1 +1<(n-2). 1 N 1 N
n! nl n-1 nin-1) (n-2
et cet encadrement montre que (u,) tend vers 1.
* Pour la deuxiéme, on a cette fois :

Onx1, Z Z

n+1 “n2+n & n2+k

On=3, 1<

n
n
Z—z =1, et (v,) tend vers 1.
k=1

» On remarque pour commencer que la suite des coefficients binomiaux est positive, croissante jusqu’a la

valeur : k = n, puis décroissante.

n-1 —
Donc:0n=2, 2< z ! =2+ ! <2+(n-1). 1 oo, 2(n-1) , et (w,) tend vers 2.

2

" T

( 2.n] 2n.(2n-1)

Suites récurrentes linéaires.

55.

Soit la suite (z,) définie par: z, 0 C, et: OnON, z,,, :%.(zn +|zn|).

a. Pour un nombre complexe, une telle écriture est possible si et seulement s’il est non nul.
* si: 7y =0, la suite est nulle,

* Zo est non nul, z; ne peut étre nul que si zy est un réel strictement négatif, et tous les termes a partir de

Z, sont nuls.
* si zg N'est pas un réel négatif, mais est un réel positif, la suite (z,) est constante a la valeur z,.

« enfin, si z, est non réel, alors il est immédiat par récurrence que tous les z, sont non réels donc non

nuls.
On va donc se placer pour la suite dans I'hypothese ou : zo 0 R’, et dans ce cas:

OnON, Opy OR™, -1< 0, < T, 2, = pp. €°

. . - - 1 - =N
b. La relation donnant z,., en fonction de z, conduita: p,,,.€"%* = 5P A+e*)=p e?2 CO{En :

6
Puisque : -1t< 6, <, le cosinus est positifet: O n ON, p,,, = 0, coz{?”j, 0. =—.

La suite (8,) est géométrique et converge vers 0.
La suite (p,) est positive donc minorée, et décroissante, donc convergente.

(6, A .
c. On peut multiplier I'égalité définissant 6, par 2.S|n(?”j, et: On0ON, 2.S|n(7j Py = sm(&’n ).,on.

G,
On déduit facilement par récurrence que : OnON, 2 Sln(2 jpn = Sln(6’ ),00.

D’ou, en passant a la limite et a I'aide d’un équivalent : 6q.L = sin(8o).po.

Chapitre 01 : Révisions d’analyse — Exercices (Corrigé des plus).



m(z,)

Finalement, (z,) converge vers —————.
Arg(z,)

Suites adjacentes.
56. a. On pose évidemment : a; =0, by = 1, car : f(0) O [0,1], donc : f(0) = 0, et : f(1) O [0,1], donc : f(1) < 1.

b.

. . a +b .
Si maintenant on suppose construits ay, ..., a,, et by, ..., by, on calcule f( 0 > “j et deux possibilités

se présentent :

a +b a +b a +b
. f( ”2 ”js ”2 L et on pose alors : @y = ay, byer = ”2 o

a,+b a, +b a, +b

e fl —"|>—"—" etonposealors:ay; = ——, by = by,
2 2 2

Les deux suites précédentes étant clairement adjacentes, notons o leur limite commune.

Alors: OnON, a,<a < b, donc : f(a,) < f(a) < f(by), et: a, < f(a) < b,.

Si maintenant on fait tendre n vers +co, on constate que : a < f(a) < a, et : f(a) = a.

Moyenne de Cesaro.
57. a. Supposons donc (u,) réelle et croissante.

b.

C.

58. a.

Alors ;

D n D N*' Vn+l _Vn — ul +"'+un+l _ ul + "'+un - n'un+1 - (ul +"'+un) = (un+l _ul) +..t (un+l _un)
n+1 n n.(n+1) n(n+1)

et cette derniére quantité étant positive, (v,) est bien croissante.

Soit:e>0.

. . £
Puisque (u) converge vers L, on sait que : 0 no ON*, On=no, |u, —L|<=.

u +...+u 1| &
Donc:Onzne+1, |v, —L|= ;—L‘ == (u -L)+ >(u, -L).
n n iz k=ng+1
, , 1| n-n, ¢ _C ¢
Avec l'inégalité triangulaire, on obtient : [v, —=L| < =.[>" (u, — L)+ 0 2242,
n |i= n 2 n 2

ou C désigne la quantité constante.
Comme la suite (C/n) tend vers 0, il existe un autre rang n; (qu’'on peut choisir supérieur a no+1) tel que :

C ¢ E &
Onzn;, —<_—,et: |Vn—L|S—+—:g_
n 2 2 2

Donc (v,) converge bien vers L.
 La réciproque concernant la convergence est fausse comme le montre le contrexemple obtenu avec :
On ON* u,=(-1)".

. . 1 . : .
Onaalors : O n ON* v, =0, sin est pair, et —— si n est impair.
n

(vn) converge bien vers 0 mais (u,) diverge.
 La réciproque de la deuxieme implication est également fausse.

Soit par exemple (v,) la suite définie par:v; =1, 0n=22, v, = g

La suite (up) définiepar:u; =1, 0n=2, U, =NV, — U — ... — Up1.
Il estimmédiat de vérifier que la moyenne de Cesaro de (u,) est (v,) et elle n’est pas croissante car :

3 3 3
uu=1,u,=2—-1=2 ,u3=3—-1-2=— < U,.
1 2 2 3 2 2 2

La suite est bien définie, a valeurs dans ]0,1] et décroissante, avec la propriété classique :
O x O]0,1], 0 < sin(x) < x.
Donc la suite converge et comme sinus est continue, sa limite L vérifie : sin(L) = L, donc: L = 0.
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b.Onadonc:On0ON, v,=———-

. 1
On peut alors obtenir : v, = —
un

u? 7 Vo oo _
1-—" +0o(u? -1{=Zu*”’ +o(u?").
( 6 ( n)j 6 n ( n )

Siy est nul, la suite (v,) est constante nul, sinon : v, ~ X.u,f“’.

6

Puisque, enfin, (u,) tend vers 0, (v,) converge vers une limite non nulle si et seulement si : y= 2.

. . 1 . R .
c. Puisque maintenant (v,) converge vers 5 en appliqguant une moyenne de Cesaro a (v,), la suite

V, +...+V ) 1
L ' 0| tend aussi vers =.
n 3

~+o() =— 1—i , d’ou u2~i~§,etfinalement: u, ~ §
n-1 u? Tron—1+en "o\ n

n

vttty 1 1 (

59. a. La fonction itératrice de cette suite récurrente est f : x — 3/1+3.x —1.

Elle est croissante sur R* et laisse R* stable.
Donc la suite (u,) est bien définie, a valeurs dans R*, et monotone.

Comme de plus : u; = Ja-1<38-1=1, (un) est décroissante.
Enfin, étant minorée par 0, elle converge et f admettant un unique point fixe dans R* qui est 0 (-3 est un
autre point fixe, (u,) converge vers 0.

: s (.1 1\( 2)9u? ) _ ) )
b. On part ensuite de : 3/1+3u, —1= 1+§.3.un + 373 .T+o(un) -1=u,-u; +o(u;).
1
u, —uy +o(uy,)
Donc (Up+; — Uy) tend vers 1.
En utilisant une moyenne de Cesaro avec (U,.+1 — U,), On constate que cette moyenne tend aussi vers 1.

D’ou : O n O N* i.(Un -U,;)=1+0(1),dou: u, ~1.
n-1 o

Dou:U, ,-U_ =

_ L :i.(l—un +o(u,)) ™ L =1+0().
u, u, u

n

Exercices généraux sur les suites ; suites extraite  s.
60. a. La suite (x,) diverge puisque si une suite converge, toute suite extraite de cette suite converge vers la

méme limite.
b. On peut par exemple proposer la suite : (x,) = ((-1)") :
« elle admet deux valeurs d’adhérence distinctes qui sont 1 et -1 (limites des suites extraites d’indices
pairs ou impairs),
* la suite diverge puisque (Xn+1 — Xn) Ne tend pas vers 0 (en valeur absolue, elle est constante égale a
2).

61. a. La suite (u,) est comprise dans l'intervalle [m,M].

Posons : vo = Up, ag =m, bg = M.

- m+ M m+M
Considérons alors les deux segments [m, > Jet] M].

2
L'un au moins des deux segments contient une infinité de termes de la suite.
On retient cet intervalle (et si c’est le cas des deux, on retient le segment inférieur).
On pose alors a; et b, les extrémités de ce segment et v, un terme de la suite (u,) dont le numéro est
strictement supérieur a 0.
Ensuite, si on suppose ay, ..., an, bo, ..., by, €t v, ..., v, construits de telle sorte que :
M -m

2k

. DOSksn—l, Ay < Ag+1, bk+15bk, bk—ak=

e 00 <k=n, v OJakby,
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* [an,by] contient une infinité de termes de la suite u.

* |la suite vy, ..., vV, est formée de termes de la suite u dont les numéros sont strictement croissants.
Alors on peut, en reprenant le principe exposé pour le rang 1, construire v,.; pour continuer la suite.
Ainsi la suite (v,) est extraite de la suite (u,) et :

On0ON, a,<v,<b,.

Comme les suites (a,) et (b,) sont adjacentes, la suite (v,) converge vers leur limite commune.
On a ainsi extrait une suite convergente de (uy).

b. Si une suite complexe (z,) est bornée, ses suites parties réelle et imaginaire (notées (a,) et (b,)) sont
aussi bornées.
On peut ainsi extraire une suite (a) de (a,) qui soit convergente.
Mais alors la suite (by) est toujours réelle et bornée donc il est possible d’en extraire une suite (D))
convergente.
La suite (agmny), extraite de (ay)) est encore convergente et finalement, la suite (zy(n)) est extraite de
(zn), et puisque ses parties réelle et imaginaire convergent, elle est donc aussi convergente.
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